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Resumo

Antes de surgir a palavra escrita, a imagem constituiu durante muito tempo o
principal veiculo de comunicacao. Desde a Antiguidade que a repeticao de um mesmo
motivo tem sido usada nos mais variados contextos, dando lugar a composicoes de
grande beleza estética. Se olharmos com atenc¢ao, encontramos com frequéncia com-
posicoes deste tipo em monumentos e espagos publicos. Muitas sao de natureza ma-
temaética e tém por base as isometrias do plano (reflexao, translacao, rotagao e reflexao
deslizante) e o conceito de simetria.

Uma investigacao que oriente os alunos na detegao de padroes geométricos exis-
tentes no Patriménio Cultural construido constitui uma excelente oportunidade de
se estimular a utilizagao de ferramentas matemaéticas como forma de interpretar o
mundo real. A exploracao de conexdes entre temas matematicos e a vida do dia a
dia desempenha um papel nuclear na aprendizagem dos alunos e deve estar presente
ao longo de todo o seu percurso escolar. Os programas e orientacoes curriculares,
nacionais e internacionais, apontam claramente nesse sentido.

O estudo que agora se apresenta surge precisamente como um contributo para
estimular este tipo de conexoes matematicas, tendo como pano de fundo a analise dos
grupos de simetria de figuras planas inspiradas nos padroes que integram o Patriménio
existente no arquipélago dos Acores. Muitos desses padroes podem ser apreciados ao
olhar para cal¢adas (com estrutura horizontal) ou para varandas e fachadas em azulejo
de muitas habitagoes (com estrutura vertical), e constituiram o objeto central da nossa
atencao.

Esta dissertacao encontra-se dividida em duas partes. Na primeira parte,
exploram-se conceitos e propriedades fundamentais que estao na base do trabalho
desenvolvido. Déa-se destaque ao estudo das principais propriedades dos grupos de
rosaceas e de frisos, por serem os grupos de simetria mais comuns no levantamento
realizado.

Na segunda parte, contextualiza-se o estudo efetuado e convida-se o leitor a per-
correr muitas ruas da ilha de Sao Miguel, nos Acores, e a identificar e classificar uma
grande variedade de rosaceas e frisos. Serd, ainda, apresentada uma sequéncia de
roteiros de simetria e de outras atividades de exploracao que pode ser facilmente uti-
lizada por alunos, professores ou por outros elementos da comunidade, cujo interesse
esperamos despertar.

Palavras-chave: Isometrias do Plano, Grupos de Simetria, Rosédceas, Frisos, Ensino
da Matematica, Calcada Portuguesa, Azulejaria, Varandas em Ferro Fundido.
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Abstract

Before the appearance of the written word, image has long been the main vehicle
of communication. Since ancient times the repetition of the same motif has been
used in various contexts, resulting in compositions of great aesthetic beauty. If we
look carefully, we will often find similar compositions in monuments and public spaces.
Many are mathematical and based on plane isometries (reflection, translation, rotation
and glide reflection) and on the concept of symmetry.

An investigation that guides students to find geometric patterns in the cultural
heritage is an excellent opportunity to improve the use of mathematical tools as a
way to interpret the real world. Exploring connections between mathematical topics
and everyday life plays a key role in students’ learning process and should be pre-
sent throughout their school years. The curricula and the corresponding curriculum
guidelines, both national and international, clearly point in that direction.

The present study is a contribution to encourage this type of mathematical con-
nections, based on the analysis of the symmetry groups of plane figures inspired in
the patterns that are part of the heritage existing in the Azores. Many of these pat-
terns can be seen by looking at sidewalks (with horizontal structure) or balconies and
tiled facades of many houses (with vertical structure), and were the main focus of our
attention.

This dissertation is divided into two parts. The first part explores concepts and
fundamental properties that underlie the work. The emphasis is in the study of the
main properties of the groups of rosettes and friezes, as they are the most common
symmetry groups in the survey.

In the second part, the context of this study is given and the reader is invited to
walk through many streets of the island of Sao Miguel, in the Azores, and to identify
and classify a great variety of rosettes and friezes. It will also be shown a sequence
of symmetric itineraries and other exploratory activities that can easily be used by
students, teachers or other members of the community whose interest we hope to
arouse throughout this work.

Keywords: Isometries of the Plane, Symmetry Groups, Rosettes, Friezes,
Teaching of Mathematics, Traditional Portuguese Pavement, Portuguese Tiles, Cast
Iron Balconies.
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Notacao

Simbolo Significado

IN conjunto dos nimeros naturais

Z conjunto dos nimeros inteiros

a=b (mod n) aé congruente com b médulo n (o resto da divisao de a por
n ¢é igual ao resto da divisdo de b por n)

E plano euclidiano (que se identifica com o plano cartesiano IR?)

5 figura do plano

AB reta que passa pelos pontos A e B

AB semirreta de origem A que passa por B

[AB] segmento de reta de extremos A e B

A-B-C B estéd entre A e C' (B é um ponto do segmento de reta [AC],
diferente de A e ()

AB distancia euclidiana entre os pontos A e B

% . .

AB vetor de origem em A e extremidade em B

Continua na proxima pdgina
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xxii NOTACAO

Simbolo Significado

ZABC angulo formado pelas semirretas BA e BC
ABC amplitude do angulo ZABC

AJABC] triangulo de vértices A, B e C
[PPs...P,] poligono de vértices Py, Ps, ..., B,

|| s As retas r e s s@o paralelas

rls As retas r e s sao perpendiculares

~

Congruéncia de angulos, segmentos de reta ou triangulos

L Identidade

R Reflexao de eixo [

Tz Translacao associada ao vetor u

Royg Rotacao de centro O e angulo orientado 6
Hp Meia-volta de centro O

Dz Reflexao deslizante de eixo [ e vetor u

T Grupo das transformacoes do plano

J Grupo das isometrias do plano

Sim(§) Grupo de simetria de uma figura §




Consideracoes iniciais

A escolha do tema desta dissertacao deveu-se, em primeiro lugar, ao crescente
interesse que sentimos por um dos grandes temas da Matematica — a Geometria, em

particular, pelo estudo dos grupos de simetria de figuras planas.

No Programa de Matemdtica do Ensino Basico [18], a Geometria surge como
um dos quatro grandes temas. Atualmente estudam-se, desde o 1.° ciclo do Ensino
Basico, diversas transformacoes geométricas, de forma intuitiva e com crescente grau
de formalizagao. Este topico é retomado no 2.° ciclo e aprofundado no 3.° ciclo, com
o estudo das diferentes isometrias e com uma sistematizagao e comparacao das suas
propriedades. Também no Ensino Secundério, no programa de Matematica B, esta

tematica surge com algum destaque.

O estudo das isometrias permite desenvolver nos alunos o conceito de congruéncia
(figuras congruentes relacionam-se entre si através de reflexoes, rotagoes, translagoes
ou reflexdes deslizantes) e permite a exploragao, construgao e classificacao de roséceas,
frisos e de todo o tipo de padroes bidimensionais. No ambito deste tema, os alunos de-
vem ser capazes de analisar padroes geométricos e desenvolver o conceito de simetria.
Para tal, deve-se tomar como ponto de partida situagoes do quotidiano dos alunos,
recorrendo, por exemplo, a azulejos e outros artefactos de ceramica, a tapecarias, a

calcada, a pintura e ao proprio corpo humano.

O conceito de simetria constitui uma excelente oportunidade para explorar as
conexoes da Matematica com a vida do dia a dia e com diversas dreas, tais como
a Arte e a Natureza. O estabelecimento de conexoes, entre diferentes conceitos e
relacoes matematicas e também entre estes e situagoes nao matematicas, é essencial
para uma aprendizagem da Matematica com compreensao e para o desenvolvimento da

capacidade de a utilizar e apreciar. Em particular, sendo a Matematica a ciéncia dos
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padroes, os alunos devem ser capazes de reconhecer a beleza das formas, regularidades

e estruturas matematicas.

Por tltimo, mas nao menos importante, a nossa demanda na identificacao de
padrées no Patriménio Cultural dos Acores tem por base o Referencial Curricular
para a Educac@o Bésica na Regido Auténoma dos Agores (CREB). Com o CREB [24],
pretende-se promover, quando oportuno, a realizacao das aprendizagens prescritas
pelo Curriculo Nacional do Ensino Bésico, de forma adaptada a realidade regional,
tornando-as mais significativas. O CREB visa garantir a valorizagao da Acorianidade
através da abordagem a conteudos relativos a fenémenos que se manifestam nos Acores

de forma peculiar.

Neste contexto, projeta-se a valorizagao dos suportes materiais e estéticos que defi-
nem as especificidades do Patriménio Cultural dos Acores, onde as gentes, em dialogo
com os elementos da geografia e da vulcanologia, construiram uma rede cultural que
é reconhecida quer interna, quer externamente (comprovada pela existéncia de duas
areas reconhecidas como Patriménio Mundial da Humanidade: Centro Histérico de

Angra do Heroismo, em 1983; Paisagem Vinicola do Pico, em 2004).

Assim, o didlogo entre espaco e cultura gizou a definicao de tracos patrimoniais
que cristalizaram e que sobrevivem até a atualidade e que sao visiveis em multiplas

manifestacoes do Patriménio Cultural Material.

Neste trabalho de dissertacao, propusemo-nos a criar roteiros e catdlogos de sime-
tria, partindo de padroes existentes no Patriménio Cultural construido e estudado-os
do ponto de vista matematico, algo que ainda nao tinha sido feito na Regiao Autéonoma

dos Acores.

Uma das obras inspiradoras do nosso trabalho é da autoria de Washburn e
Crowe [32]. Nesta obra, os autores estudam as simetrias presentes numa diversi-
dade de artefactos representativos de diversas culturas espalhadas por todo o mundo,

algo que ansiamos alcancar, mas a nivel regional.

Pretendemos que a recolha de padroes no Patriménio Cultural dos Agores constitua
um contributo significativo para a elaboracao de diversas atividades com aplicabili-

dade no ensino, em particular, no ensino da Matematica.
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No que concerne a sua estrutura, esta dissertacao encontra-se dividida em duas

partes:

e PARTE I: Classificacdo de rosdceas e frisos;

e PARTE II: Identificacao de rosdceas e frisos no Patriménio Cultural dos Acores.

A Parte I é composta por quatro capitulos:

CapiTULO 1: Isometrias do plano;

— CapriTuLO 2: Simetrias de uma figura plana;

CaPiTULO 3: Rosdceas;

— CapriTULO 4: Frisos.
Por sua vez, a Parte II é constituida por trés capitulos:

— CapPiTULO 5: Procedimentos metodoldgicos;

— CapriTuLOo 6: A descoberta de simetrias: um olhar matemdtico sobre calgadas,

azulejos e varandas;

— CapriTuLO T: Aplicacoes no ensino.

No Capitulo 1, apresentamos definicoes e propriedades bésicas que constituem
pré-requisitos para o desenvolvimento do tema foco deste trabalho. Sao definidos
os conceitos de transformagao geométrica do plano, isometria, reflexao, translacgao,
rotagao, reflexao deslizante, bem como demonstrados alguns resultados relacionados

com as principais propriedades das isometrias.

No Capitulo 2, abordamos o conceito de simetria e analisamos propriedades e

alguns exemplos dos grupos de simetria de rosaceas, frisos e padroes bidimensionais.

Nos Capitulos 3 e 4, retomamos, respetivamente, os conceitos de rosacea e de
friso e analisamos as suas principais propriedades. Em particular, demonstramos a
existéncia de apenas sete grupos de frisos. Nestes capitulos procedemos a uma breve

analise de rosaceas e frisos através de imagens recolhidas por toda a ilha de Sao Miguel.
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Para facilitar essa analise sao ainda apresentados fluxogramas para a classificacao dos
mesmos. Embora nao tenha sido nosso principal objeto de estudo, é feita uma breve

alusao aos grupos de simetria dos padroes bidimensionais.

No Capitulo 5, damos a conhecer os procedimentos metodoldgicos tidos em conta
para a identificacao de rosaceas e frisos no Patriménio Cultural construido dos Acores.
Explicamos de forma sucinta o processo de recolha e tratamento das imagens que
constituem o nosso catalogo, bem como da criacao dos itinerarios de simetria aqui

apresentados.

No Capitulo 6, partimos a descoberta de simetrias no Patrimoénio Cultural, em
particular na calcada portuguesa, nos azulejos decorativos e nas varandas, fazendo
uma breve contextualizacao historica para cada caso. Pretendemos, ainda, justificar

como areas tao distintas como o Patrimoénio e a Matemética se conjugam na perfeicao.

Finalmente, o Capitulo 7, de vertente mais pratica, destina-se a apresentacao de
propostas de integracao destes conceitos nos ensinos basico e secundario. Para tal,
propomos algumas atividades, tratando os temas expostos de uma forma simples e
intuitiva e recorrendo aos roteiros criados, que consideramos constituirem uma boa
ferramenta para ser usada, quer em contexto de sala de aula como fora dela (por

exemplo, em visitas de estudo).

A principal finalidade deste trabalho é cativar os alunos e a sociedade em geral
para o estudo da Matematica e, em particular, para a importancia da Geometria,

evidenciando o valor do Patriménio através da sua classificacao matematica.



Parte 1

Classificacao de rosaceas e frisos






Capitulo 1
Isometrias do plano

Neste primeiro capitulo apresentamos algumas defini¢oes e propriedades funda-
mentais das isometrias, pré-requisito necessario ao desenvolvimento do tema central

desta dissertacao.

1.1 Teoria de Grupos: breves consideracgoes

Seja G’ um conjunto e *: G x G — G uma operacao binaria definida em G. Diz-se

que o par (G,*) é um grupo quando:
1) % é associativa:
Ve, y,2 € G, (xxy)*xz =z % (y* 2);
2) Existe em G um elemento neutro para x:
JueG:VreG,rxu=uxx=ux;
3) Para cada z € G, existe em G um elemento oposto:
Vee G, e G:axx2' =2"xx =u.

Se G é um conjunto finito, diz-se que (G, *) é um grupo finito. Caso contrario, o

grupo diz-se infinito. A ordem de um grupo finito (G, *) é o cardinal do conjunto G.

7
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Dois grupos (G,x*) e (L,A) dizem-se isomorfos se existe uma funcao bijetiva
f: G — L, tal que f(zxy) = f(x) A f(y), para todos os elementos z,y de G.

A funcao f diz-se um isomorfismo.

Um grupo (G, %) é comutativo (ou abeliano) quando satisfaz a seguinte propriedade

adicional:

4) x é comutativa:
Ve, y € G,xxy =1y *x.

Em geral, adota-se a notacao multiplicativa, representando x * y simplesmente por

xy e o oposto de x por x71.

Seja G’ # () um subconjunto de G. Diz-se que G’ é um subgrupo de G quando:

(i) Ve,y € G,z,y € G' = xy € G';

i) VeeGre@=r'ed.

Escreve-se, neste caso, G’ < GG. Segue-se uma propriedade importante.

e

Teorema 1.1. Sejam H;, com i € I, subgrupos de um grupo G. Entdo, H = (]HZ é
iel
ainda um subgrupo de G.

Seja X um subconjunto qualquer de um grupo . Consideremos o conjunto de
todos os subgrupos de G, G, com j € J, que contém o conjunto X. Existem sempre
subgrupos nessas condigdes (pelo menos o grupo G, encarado como seu subgrupo).
Seja < X >=

propriedades interessantes, que se resumem no préximo teorema.

icJ G;j. Este conjunto < X >, que acabamos de construir, satisfaz

Teorema 1.2. Para qualquer subconjunto X de um grupo G, o conjunto < X >

verifica as sequintes propriedades:

a) < X > € um subgrupo de G;
b) X C< X >;

c) < X > é o menor subgrupo de G que satisfaz a condigao da alinea b), no sequinte
sentido: se se tem X C H < @, entao < X >C H.



1.2 Transformacgoes geométricas do plano

Diz-se que < X > é o subgrupo gerado por X. Um grupo G diz-se ciclico quando

existe um elemento a € G tal que G =< a >.

Para um estudo mais aprofundado, incluindo a andlise das demonstracoes dos

teoremas aqui apresentados, aconselhamos a consulta de [19].

1.2 Transformacoes geométricas do plano

Por uma questao de simplificacao, identificamos o plano euclidiano £ com o plano
cartesiano R?, através da funcao que a cada ponto P do plano faz corresponder o
par constituido pelas suas coordenadas (z,y). Estabelece-se, assim, uma ponte entre
a Geometria Euclidiana Sintética (em que se trabalha diretamente com as figuras
sem o auxilio de coordenadas) e a Geometria Analitica em RR? (em que cada ponto
¢ definido pelas suas coordenadas e as figuras sao caracterizadas por relagoes entre

essas coordenadas).

Uma transformacdao geométrica do plano, ou simplesmente transformacdo do
plano, é toda a funcao vy que associa a cada ponto P de R? um e um sé ponto

P" de R? — escreve-se P’ = v(P) — de acordo com as seguintes condicoes:

a) a funcao é injetiva, ou seja, para quaisquer pontos P e Q de R?, se v(P) = ~(Q)
entao P = @Q);

b) a fungao é sobrejetiva, ou seja, para qualquer ponto N de R?, existe um ponto
M de R? tal que N = ~v(M).

Das duas condigoes a) e b), conclui-se que uma transformagao v é uma bijegdo do

plano R2.
O ponto P’ = v(P) designa-se imagem ou transformado de P por meio de 7.

Uma figura § do plano R? nao é mais do que um conjunto de pontos de R2. A
imagem ou transformada de §F é por definicao a figura §' formada pelas imagens dos

pontos de § pela fungao v. Escreve-se § = 7(F).
Dada uma transformacao geométrica v, se um ponto P é transformado em si
préprio, isto é se y(P) = P, diz-se que o ponto P é um ponto fizo da transformagao -y

ou que v fiza P.
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Designa-se por identidade, e representa-se por ¢, a transformacao geométrica que
faz corresponder a cada ponto do plano o proprio ponto. Assim, qualquer que seja o

ponto P, «(P) = P. Todos os pontos do plano sdo fixos pela transformacao identidade.

Em resumo, diz-se que a transformacao geométrica v : R? — IR?

a) fiza um ponto P se v(P) = P;
b) fiza (globalmente) uma figura F C R? se v(F) = ;

c) fiza pontualmente uma figura § C R? se Vpez, 7(P) = P.

A composicao ou o produto das transformacoes geométricas o e 3, ao 3, é definida
pela aplicacao da transformacao [ seguida de «. Para qualquer ponto P, tem-se

ao (3(P) = a(f(P)). Por uma questao de simplificagdo, por vezes representaremos
a o 3 por af.

Teorema 1.3. A composicio oo 3 das transformacoes geométricas o e (3 € ainda

uma transformacdao geométrica.

Demonstracao. Sejam « e (3 duas transformagoes geométricas. Sendo a uma trans-
formagao geométrica, para qualquer ponto P, existe um ponto @, tal que a(Q) = P.
Como [ também é uma transformagao geométrica, existe R tal que f(R) = Q. Logo,
P = a(Q) = a(6(R)) = a o B(R). Mostramos, assim, que para qualquer ponto P,
existe um ponto R de R?, tal que a o B(R) = P.

Suponhamos agora que a o 3(A) = ao G(B). Como a(F(A)) = a(B(B)), e a é uma
transformacao geométrica, temos que F(A) = [F(B), donde sai que A = B, pois
também ¢é uma transformagao geométrica. Concluimos que se a0 f(A) = oo B(B),

entao A = B e, portanto, o o § é uma transformacao geométrica. O

Seja o uma transformagcao geométrica qualquer. E imediato constatar que a funcao
que a cada ponto P de IR? associa um ponto @ de R? tal que a(Q) = P também é
uma transformacao geométrica, que se designa por transformacao inversa de a e se

representa por a~!. Por outras palavras,

a ' (P)=Q seesomentese a(Q)=P.

Represente-se o conjunto de todas as transformacoes geométricas do plano por 7.

Uma vez que a composicao de funcoes é associativa e que
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a) a identidade ¢ pertence a 7
b) se a e § pertencem a 7, a composi¢ao « o 3 pertence a 7T ;

c) se a pertence a 7, também a~! pertence a 7,

a operacao composicao confere a 7 uma estrutura de grupo, dito grupo das trans-

formacoes do plano.

Terminamos esta seccao com algumas propriedades adicionais.

Teorema 1.4. Sejam «, [ e v transformacoes geométricas e ¢ a identidade.

Verificam-se as sequintes propriedades:

a) Se fa =y entdo [ =;

b) Se aff = ary entio B = y;

c) Se fa = a entdo § = ;

d) Se fa = [ entdo o = 1;

e) Se fa =1 entio f=a"! (ea=p371);

f) Tem-se (a3)~! = p~la™t.

Demonstracao. A demonstracao é consequéncia de as transformacoes geométricas «,
[ e~ serem elementos do grupo das transformacoes do plano 7, onde sao vélidas as

propriedades do enunciado. O

1.3 Isometrias: definicao e propriedades

Uma isometria do plano, do grego “igualdade de medida”, é uma transformacao
que preserva a distancia entre quaisquer dois pontos do plano. Assim a transformagao

© é uma isometria se e somente se

PQ = o(P)¢(Q), para quaisquer pontos P e ) do plano.

Para o préximo teorema necessitamos da seguinte definicao.
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Afirmar que um ponto B estd entre os pontos A e C significa que B é um ponto
do segmento de reta [AC], diferente de A e C, e escreve-se A — B — C. De acordo
com a conhecida desigualdade triangular, num triangulo o comprimento de um lado
¢é estritamente inferior a soma dos comprimentos dos outros dois lados, sendo que a
igualdade s6 é possivel se o triangulo degenerar num segmento de reta, de forma a que

os seus vértices passem a ser pontos colineares [2]. Assim, verifica-se sem dificuldade
que A—B—Cseesbése AB+ BC = AC.

Teorema 1.5. Se ¢ é uma isometria e se B estd entre A e C, entdo ¢(B) estd entre
p(A) e p(C).

Demonstragao. Sejam A, B e C trés pontos do plano. Considere-se A" = p(A),
B'= p(B) e C" = ¢(C). Por hipétese, B esté entre A e C. Logo

AB + BC = AC.

Como ¢ é uma isometria (preserva distancias) temos que AB = A’B’, BC = B'C" e
AC = AC".

Assim, podemos concluir que A’B’ + B'C" = A’C’, ou seja, que B’ estd entre A" e C’
(p(B) estéd entre p(A) e p(C)). O

Teorema 1.6. Uma isometria ¢ preserva pontos médios, a colinearidade de pontos e a
amplitude de angulos e transforma retas em retas, semirretas em semirretas, segmen-
tos de reta em segmentos de reta congruentes, triangulos em triangulos congruentes e
retas paralelas (respetivamente, perpendiculares) em retas paralelas (respetivamente,

perpendiculares).

Demonstracao. Considere-se ¢ uma isometria do plano. Sejam A, B e C' trés pontos.
Faca-se p(A) = A", ¢(B) = B’ e ¢(C) = C". Recorrendo ao Teorema 1.5, considere-se
o caso particular em que AB = BC. Como ¢ é uma isometria, temos A'B’ = B'C".
Deste modo, se B é o ponto médio do segmento de reta [AC], entdo B’ é o ponto
médio de [A’C’] e concluimos assim que ¢ preserva pontos médios. Suponhamos
agora que A, B e (' sao trés pontos nao colineares. Pela desigualdade triangular,
sabemos que AB + BC' > AC, o que implica que A’B’ + B'C" > A/C". Logo A’, B' e

(' sdo trés pontos nao colineares. Concluimos, desta forma, que ¢ preserva também a

colinearidade de pontos. Uma vez que o segmento de reta [AB] é o conjunto formado
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pelos pontos A, B e por todos os pontos que estao entre A e B, entao, como ¢ preserva
a relagdo “entre”, ¢([AB]) é o conjunto formado pelos pontos A’, B' e por todos os
pontos que estao entre A" e B'. Assim, ¢(|AB]) = [A’B'], o que nos permite concluir
que ¢ transforma segmentos de reta em segmentos de reta congruentes. Por defini¢ao,
AB é a semirreta que resulta da reunido de [AB] com todos os pontos C' de modo que
A, B e C sejam colineares e B esteja entre A e C'. Entao, como ¢ preserva segmentos
de reta ¢ AC = AB + BC, tem-se A/C" = A'B’ + B'C". Ora, p(AB) resulta da

reuniao de [A’B’| com todos os pontos C’ de modo que A’, B’ e C' sejam colineares

e B’ esteja entre A’ e C’. Temos entdo que @(AB) = A’B’, ou seja ¢ transforma
semirretas em semirretas. De modo andlogo, sendo AB a reunido de AB com BA e
como ¢ preserva semirretas entdao ¢(AB) é a reunido de A’B’ com B'A’, ou seja, é
igual a A’B’. Concluimos assim que a isometria ¢ transforma retas em retas. Sendo
A[ABC] definido pela reunido dos segmentos de reta [AB], [BC| e [C'A], e como
¢ preserva segmentos de reta, entdo ¢(A[ABCY) fica caracterizado pela reunido dos
segmentos de reta [A'B’], [B'C'] e [C"A'], ou seja, p(A[ABC]) = A[A’B'C']. Logo,
¢ transforma triangulos em triangulos congruentes. Como os tridangulos A[ABC]|
e A[A'B'C'] sao congruentes, também o sao os angulos correspondentes, ZABC e
ZA'B'C', em que ZA'B'C’ representa a imagem de ZABC por . Como consequéncia,
estes angulos tém a mesma amplitude, isto é, ABC = A'B'C". Assim, concluimos que
¢ preserva a amplitude dos angulos. Se AB L BC, entdao A’B’ 1L B'C’, uma vez
que se ABC' = 90° entdo A'B'C’ = 90°. Deste modo concluimos que ¢ preserva a
perpendicularidade. Por fim, se considerarmos duas retas paralelas e uma terceira
reta perpendicular a ambas, sabemos que ¢ preserva a perpendicularidade da terceira
reta com as duas primeiras, o que tem como consequéncia preservar o paralelismo das

duas primeiras. 0

Teorema 1.7. O conjunto das isometrias do plano verifica as sequintes propriedades:

a) O produto de duas isometrias é ainda uma isometria;
b) Para «, 5 ey isometrias, tem-se ao (o) = (o f3) o~ (associatividade);
c) A identidade v é uma isometria;

d) A inversa de uma isometria é ainda uma isometria.
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Demonstragao.  a) Sejam «, § duas isometrias e A, B dois pontos quaisquer do

plano. A distancia entre a(A) e a(B) é igual a distancia entre A e B, pois «
¢ uma isometria. Mas como ( também é uma isometria, a distancia entre as

imagens de a(A) e «(B), por meio de 3, mantém-se novamente constante.

A composicao de fungoes verifica a propriedade associativa, em particular esta

propriedade é vélida para a composicao ou produto de isometrias.

A transformacao identidade ¢ é obviamente uma isometria, dado que fixa todos

os pontos do plano.

Seja o uma isometria e sejam A, B dois pontos quaisquer do plano. Considere-se

a~! a transformacao inversa de a. Provemos que a~! também é uma isometria,

ou seja, que a~(A)a~1(B) = AB. Como a é uma isometria, em particular uma
transformacao geométrica, existem A’, B’ tais que: «(A’) = A e a(B’') = B.

Logo,

a1 (A)a1(B) = a~(a(A))a" (a(B)) = AB.

Como « é uma isometria e, portanto, preserva distancias, segue-se o pretendido:
A'B' = a(A)a(B') = AB.

O

O teorema anterior permite-nos afirmar que o subconjunto J do conjunto das

transformacoes geométricas constituido por todas as isometrias do plano, munido da

composicao de fungoes, é um grupo: o grupo das isometrias do plano.

Para demonstrar o préximo resultado necessitamos do Axioma de Pasch [2].

Lema 1.8 (Axioma de Pasch). Se uma reta | intersectar o triangulo A[ABC| num

ponto D entre A e B, entao | intersecta o triangulo num outro ponto, E, distinto

de D.

Teorema 1.9. Se uma isometria ¢ fiza dois pontos (distintos) de uma reta r, entao

¢ fixra pontualmente r. Se uma isometria ¢ fiza trés pontos nao colineares, entao

Y =L

Demonstracao. Considere-se uma isometria ¢ que fixa os pontos A e B e seja P um

ponto qualquer pertencente a reta AB, diferente de A e de B. Conhecendo AP,



1.3 Isometrias: defini¢ao e propriedades 15

existem duas possibilidades para a localizagao do ponto P, mas se conhecermos ainda
BP, entao esse ponto é determinado de modo tnico. Como a isometria ¢ fixa os
pontos A e B,

p(A)=A e ¢(B)=B.

Sendo uma isometria, ¢ preserva distancias, logo, como A e B sao pontos fixos, ¢
fixa todos os pontos P tais que A, B e P sejam colineares. Tem-se, entao, que ¢ fixa
pontualmente a reta AB. Logo, se uma isometria fixa dois pontos distintos de uma

reta, entao fixa pontualmente essa reta.

Suponhamos, agora, que a isometria ¢ fixa os pontos A, B e C nao colineares.
Entao pelo Teorema 1.6 e pelo resultado acabado de provar, a isometria fixa qualquer
ponto do triangulo A[ABC], uma vez que fixa pontualmente AB, BC' e AC. Seja P
um ponto qualquer do plano euclidiano. Considere-se, por exemplo, a reta que passa
pelo ponto P e por M, ponto médio de [AB]. De acordo com o axioma de Pasch,
esta reta passa ainda por outro ponto do triangulo A[ABC], digamos Q). Como M e
() sao pontos fixos por ¢, e P pertence a reta M), podemos concluir, pelo resultado
acabado de provar, que P ¢é fixo por . Portanto, esta transformacao fixa todos os

pontos do plano, ou seja, ¢ = ¢. O

Coroldrio 1.10. Se a e 3 sao duas isometrias tais que a(A) = B(A), a(B) = B(B),

a(C) = [(C), com A, B e C pontos nao colineares, entio o = (3.

Demonstragao. Sejam « e 3 duas isometrias, tais que a(A) = B(A), a(B) = B(B) e
a(C) = [(C), com A, B e C pontos nao colineares. Ora,

Bla(A) = B71B(A) = 1(A) = A
B7la(B) = p7'B(B) = u(B) =B
B la(C) = B71B(C) = (C)=C

Temos entao que a isometria 3~ fixa trés pontos nao colineares e pelo Teorema 1.9
concluimos que 3 'a = ¢. Multiplicando ambos os membros por 3 & esquerda, obte-

mos a = 3. O

Sao isometrias do plano a reflexdo, a translacao, a rotacao e a reflexao deslizante.

De seguida, definem-se e apresentam-se propriedades essenciais destas isometrias.
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1.4 Reflexoes

Dada uma reta [, chamamos reflezao de eixo [ a transformacgao geométrica que ao

ponto P faz corresponder o ponto P’, de tal forma que [ é a mediatriz do segmento
de reta [PP'].

Assim, a reflexao de eixo [ ¢ a funcao R; : R? — R? que a cada ponto P do plano

faz corresponder o ponto R;(P) tal que:

Ri(P) =

P se P pertence a |
P’ se P ndo pertence al

onde [ é a mediatriz de [PP’].

Figura 1.1: Definicao de reflexao.

Uma transformacao involutiva, ou involu¢do, é uma transformacao geométrica
¢ : R? — RR?, diferente da identidade ¢, que tem ordem 2, isto é, ¢? = p o = &.
Ou seja, para quaisquer dois pontos distintos P e @ tais que p(P) = @, tem-se
P = p*(P) = p(p(P)) = ¢(Q), dizendo-se, portanto, que ¢ permuta P e Q.

Teorema 1.11. A reflexao R; satisfaz as sequintes propriedades:

a) € uma transformacgao involutiva;
b) fixa pontualmente r ser =1I;

c) fizar ser=1our LI;
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d) permuta os semiplanos limitados por l;

e) € uma isometria.

Demonstragao.  a) Demonstremos que R; é uma transformagao involutiva, ou seja,

d)

)

que R? = 1e R; # 1. Aretalé, por definigao, a mediatriz do segmento [PQ] com
R;(P) = Q. Aplicando a reflexdo R; ao ponto @), vem P = R;(Q) = Ri(R;(P)).
Por outro lado, se para dois pontos P e @ tivermos R;(Q)) = R;(P), entao
Q = Ri(R(Q)) = R(R/(P)) = P, ou seja, Q = P e R, é involutiva.

Por defini¢ao temos que R; fixa um ponto P se e s6 se P pertence a reta [. Entao

R, fixa pontualmente [.

Ja vimos na alinea anterior que R; fixa pontualmente r se r = [. Suponhamos,
agora, que a reta r, diferente de [, é fixa por R;. Consideremos R;(P) = ) para
um ponto P pertencente a reta r e nao a [. Entao os pontos P e () pertencem
a r, uma vez que se supos que R; fixa r. Por outro lado, [ é a mediatriz do

segmento [PQ)], logo é perpendicular a 7.
A demonstragao é imediata tendo em conta a definicao de reflexao.

Mostremos que a reflexao R; é uma isometria, ou seja, para P e () pontos
distintos do plano e P’ = Ry(P), Q' = R;(Q), deve verificar-se P'Q' = PQ.

1.° caso Seja PQQ =1lou PQ L1
Se P() = [, provou-se em b) que R; fixa pontualmente PQ), pelo que P = P’
e @ =Q'. Logo, PQ' = PQ.
Seja, agora, PQ) L [, com A ponto de interseccao de P(@) e [. Da definicao
de reflexao, segue-se que PA= P'Ae QA= (Q'A. Se P e () pertencem ao
mesmo semi-plano, entao tem-se P'Q)' = |P’A — Q'A| = |PA— QA| = PQ
(Figura 1.2), em que |[P’A—Q'A| e |[PA—QA| representam, respetivamente,
o valor absoluto de PPA — Q’A e de PA — QA. Falta verificar o que sucede
quando P e () nao pertencem ao mesmo semi-plano. Nesta situacao, vem
P'Q'=PA+AQ = PA+ AQ = PQ (Figura 1.2). Logo, para PQ = [ ou
PQ 11 temos P'Q = PQ.

2.° caso Se PQ || I, com PQ # [, pela definigao de reflexao verificamos que o
quadrildtero [QPP'Q'] é um retangulo. Assim, P'Q’ = PQ (Figura 1.3).
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Figura 1.2: Demonstragdo do Teorema 1.11, alinea e), 1.° caso.

Figura 1.3: Demonstragdo do Teorema 1.11, alinea e), 2.° caso.
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Figura 1.4: Demonstragdo do Teorema 1.11, alinea e), 3.° caso.

Figura 1.5: Demonstragdo do Teorema 1.11, alinea e), 4.° caso.

3.° caso Suponhamos que um dos pontos P ou (), por exemplo P, pertence a
reta [. Nestas condicoes, P'Q’ = PQ resulta de P’ = P e do facto de [
ser a mediatriz do segmento [QQ)'], ou seja, o lugar geométrico de todos os
pontos equidistantes de @ e Q' (Figura 1.4). Note-se que os dois triangulos

da figura sao congruentes.

4.° caso Suponhamos, agora, que P e () nao pertencem a [ e que estao no
mesmo semi-plano definido por [, em que P(Q é uma reta que nao é per-
pendicular nem paralela a [. Consideremos o ponto R que resulta da inter-
seccao de P(Q) com [. Entao, pelo caso anterior, RP = RP' e R() = R(Q)' e,
como R, Q e P sdo colineares, assim como R, Q' e P', resulta P'Q’ = PQ

(Figura 1.5).
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Figura 1.6: Demonstragdo do Teorema 1.11, alinea e), 5.° caso.

5.° caso Suponhamos, finalmente, que os pontos P e () estao localizados um

em cada um dos semiplanos definidos por [, em que P(Q nao é perpendi-
cular nem paralela a [, e R, tal como anteriormente, é o ponto da inter-
seccao de PQ com [. Seja S o ponto médio de [PP'] e T o ponto médio
de [QQ']. Logo, ST = [. Como, em triangulos congruentes, a segmen-
tos congruentes opoem-se angulos congruentes, tem-se ZSRP = /P'RS e
ZTRQ = ZQ'RT. Além disso, ZSRP = /T RQ, porque R, P e (Q sao coli-
neares e angulos verticalmente opostos sao congruentes. Daqui concluimos
que ZP'RS = ZQ'RT, e portanto R, P’ e Q' sao colineares. Consequente-

mente,

PR=PR ¢ QR=QR,

o que implica que P'Q’ = PQ (Figura 1.6).

Provamos, desta forma, que a reflexao R; preserva distancias e, portanto, é uma

1sometria.

O

Observe-se que o conjunto das reflexdes do plano nao é um grupo uma vez que

a propriedade de fecho nao se verifica (isto porque o produto de duas reflexdes nao

é uma reflexdo, como verificaremos no Teorema 1.30), nem tao pouco a identidade é

uma reflexao.
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1.5 Translacoes

Chamamos translacdo associada ao vetor @ a transformacao, Tz, que a cada ponto
—
P = (z,y) do plano associa o ponto @ = (z/,y’) tal que PQ) = u. Por outras palavras,
—

Tz(P) =@ seesomentese PQ =u.

Analiticamente, tem-se:

r_
r=ata ,emqueﬁ:P_Q):Q—P:(a,b).
Yy =y+b

Figura 1.7: Definicao de translacao.

Admitimos que sao do conhecimento do leitor resultados elementares no ambito

da congruéncia de triangulos e do paralelismo [2, 4].

Teorema 1.12. Se A, B e C sao pontos nao colineares do plano, entao Tz = Tsp

se e sd se [CABD] é um paralelogramo.

Demonstragao. Provemos, em primeiro lugar, que se Tz = T55 entao [CABD] é um
paralelogramo. Tem-se

TA—>(C) = TC—D>

(C)=D,

RSN . - [
pelo que AB = CD. Em particular, AB = CD e AB || CD. Se considerarmos o
segmento de reta [BC', obtemos dois triangulos, AABC e ABDC que sao congruen-

tes (pelo conhecido critério LAL). Por conseguinte, AC' = BD. Como em tridngulos
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Figura 1.8: Figura de apoio ao Teorema 1.12.

congruentes, a lados congruentes opoem-se angulos congruentes, conclui-se facilmente

que AC || BD.

Provemos agora que se [CABD] é um paralelogramo entao Tz = T5p. Con-
sideremos o paralelogramo [CABD]. Temos que AB = CD e AB || CD, ou seja,
AB = C’_D), donde T = T=5. O

Teorema 1.13. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:

a) Uma translacao é uma transformagao do plano que preserva distancias sendo,

portanto, uma isometria;

b) Uma translagao Ty, com A # B, transforma uma reta v noutra reta paralela
ar. Além disso, T4z nado fiza ponto algum, mas fiva evatamente todas as retas

paralelas a AB;

¢) A inversa da transla¢io Ty, associada ao vetor U, € a translagao Tz, associada

ao vetor —1u;

d) O produto de duas translagoes Ty e Ty, associadas aos vetores U e U, respetiva-
mente, € a translacao Tz z, associada ao vetor 4+ v. O produto de translacoes

€, por isso, comutativo.

Demonstragao.  a) Seja Tz a translagao associada ao vetor 4. Considerem-se dois
pontos distintos do plano, A e B. Seja r a reta definida por estes dois pontos.
Se a reta r tem a dire¢do do vetor u, entao A" = Tz(A) e B’ = T(B) também
sao pontos da reta r, pelo que é imediato constatar que AB = A’B’. Se a reta

r nao tem a direcao do vetor #, entdo os pontos A, B e A’ nao sao colineares.
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Aplicando o teorema anterior, conclui-se que AB = A’B’, pelo que Ty é uma

isometria.

b) SejaTi a translagao associada ao vetor 4. Seja r uma reta do plano. Considerem-
-se dois pontos distintos da reta r, A e B. Se a reta r tem a direcao do vetor
i, entdao A" = Tz(A) e B’ = T(B) também sdo pontos da reta r, pelo que a
reta definida por A’ e B’ coincide com r. Se a reta r nao tem a direcao do
vetor u, entdo os pontos A, B e A’ ndo sdo colineares. Aplicando o teorema
anterior, conclui-se que a reta r, definida por A e B, é paralela a reta definida

pelos pontos A’ e B'.
c) e d) Demonstragdo imediata.

O

Note-se também que se A = B, entao Tz = . Conclui-se, portanto, que o
conjunto das translagoes do plano, munido da composicao de funcoes, é um grupo

abeliano designado por grupo das translagoes do plano.

1.6 Rotacoes

Figura 1.9: Definicao de rotagao.

Chama-se rotacao de centro O e angulo orientado 6 a transformacao geométrica,
Ro g, que fixa O, isto é Rpg(O) = O, e transforma cada ponto P, distinto de O, no

ponto P’, de tal modo que P’ = Rp¢(P) estd situado na circunferéncia de centro O
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e raio OP, tal que a medida de amplitude do angulo orientado ZPOP’, que tem por

lado-origem a semirreta OP e lado-extremidade a semirreta OP’, coincide com 6.

Usaremos indistintamente as designacoes rotacao de angulo orientado 0 e rotagao

de amplitude 6.

Chama-se meia-volta de centro O a rotagdo de centro O e amplitude 180°. A

meia-volta de centro O representa-se por Hop, isto é, Ho = Ro 1s00-

P
o
P

Figura 1.10: Definicao de meia-volta.

Vejamos algumas propriedades das rotacoes.

Teorema 1.14. a) Uma rotagio € uma transformacao do plano que preserva

distancias sendo, portanto, uma isometria;

b) Uma rotagdao diferente da identidade fiza circunferéncias com centro no seu

centro de rotagao, embora nao pontualmente;

c) A inversa da rotagdo de centro O e amplitude 0 € a rotagdo com o mesmo centro

e amplitude —0, (Rog)™"' = Ro._s;

d) O produto de duas rotagoes de centro O e amplitudes « e 3 € a rotagdo de centro

O e amplitude o + (3, independentemente da ordem de composicao:

RopgoRoaw=RoaoRopg= Roats-

Demonstragao.  a) Consideremos a rotacao de centro O e amplitude 6, Rp g. Sejam
P e @ pontos do plano e sejam P’ e @) os seus transformados por Rp g, respe-

tivamente. Por definicao PO = P'O e QO = Q'0O. Se O, P e () sao colineares,

podemos considerar dois casos distintos.
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Figura 1.11: Demonstracao do Teorema 1.14, alinea a), 1.° caso.

Figura 1.12: Demonstracao do Teorema 1.14, alinea a), 2.° caso.

1.° caso Sejam O, P e () pontos colineares do plano, tais que O — P — () ou
O —Q — P. Tem-se PQ = |QO — PO| = |Q'O — P'O| = Q'P' (Figura
1.11).

2.° caso Sejam O, P e () pontos colineares do plano, tais que P — O — Q.
Tem-se PQ = PO+ 0Q = P'O + 0Q' = P'Q)" (Figura 1.12).

Por outro lado, se O, P e ) ndo sao colineares, entao A[OPQ] = A[OP'Q'] pelo
critério LAL e, portanto, PQ = P’Q’. Concluimos assim que a transformacao

Rop preserva distancias, logo é uma isometria (Figura 1.13).

b), ¢) e d) Demonstracao imediata.
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Figura 1.13: Demonstragdo do Teorema 1.14, alinea a), caso geral.

Observe-se que o conjunto das rotacoes com um mesmo centro, munido da com-

posicao de funcoes, é um grupo abeliano designado por grupo das rotacoes do plano.

No proximo teorema, destacam-se algumas propriedades da meia-volta. Antes,

convém observar que se Hp é uma meia-volta, com O = (a,b), tem-se
Ho(P) = (2a — x,2b —y),

para um ponto arbitrario do plano P = (x,y). A verificacdo desta afirmacao é sim-
ples, tendo em conta que O, P e P’ = Hp(P) sao pontos colineares (ver Figura 1.10).
Assim, deixamos por momentos a abordagem sintética da Geometria Euclidiana e ex-
ploramos um pouco a sua vertente analitica, recorrendo a um sistema de coordenadas.

Seguimos a abordagem adotada por [13].

Teorema 1.15. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

a) Uma meia-volta Ha € uma transformagcao involutiva. Além disso, A é o ponto

médio do segmento [P, Hs(P)], para cada ponto P do plano;

b) Uma meia-volta H, fixza um ponto P se e somente se P = A. Uma meia-volta

H, fixa uma reta | se e somente se A € [;
c) O produto de duas meias-voltas € uma translagao;

d) O produto de trés meias-voltas é uma meia-volta. Além disso, se A, B e C' sdo
pontos nao colineares, entao HeHpHa = Hp, em que [ABCD] € um paralelo-

gramo;
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e) Meias-voltas, em geral, nao comutam, mas HyHgHe = HoHpH 4, para quais-

quer meias-voltas Hx, Hg e He.

Demonstragao. a) e b) A demonstragao é imediata, tendo em conta a defini¢ao

de meia-volta.

¢) Mostremos que o produto de duas meias-voltas é uma transla¢ao. Consideremos,
sem perda de generalidade, os pontos A = (a,b), B = (¢,d) e seja P = (z,y)

um ponto arbitrario do plano. Vem:

Ha(z,y) = (2a — x,2b — y),
HpHa(z,y) = (2¢c — 2a + z,2d — 2b + y)
=(x+2(c—a),y+2(d—10))
= Ta(x,y),

onde
U= (2(c—a),2(d-0)),

—
ou seja, © = 2AB. Concluimos, assim, que o produto de duas meias-voltas é

uma translagao (Figura 1.14).

Figura 1.14: Demonstracdao do Teorema 1.15, alinea c).

d) Consideremos os pontos A = (a,b), B = (¢,d) e C = (e, f), com a, b, ¢, d, e

e f numeros reais. Mostremos que HoHgH 4 é ainda uma meia-volta.  Seja
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Figura 1.15: Demonstragdo do Teorema 1.15, alinea d).

.l

-
1J¢
=1

- -

Figura 1.16: Demonstragdo do Teorema 1.15, alinea e).
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P = (z,y) um ponto arbitrario do plano. Segue-se:

HA($>y) = (2@-1’,26—'3}),
HpHa(z,y) = (2¢ —2a 4 2,2d — 2b + y),
HeHpHy(x,y) = (26 —2c+ 2a — x,2f — 2d + 2b — y)
= (

20a—c+e)—z,2(b—d+ f) —y)
:HD($>y)>

com D = (a —c+eb—d+ f). Concluimos, assim, que o produto de trés
meias-voltas é ainda uma meia-volta. Repare-se que se A, B e C forem pontos
nao colineares, entdao D é o quarto vértice do paralelogramo [ABC D], como se
pode visualizar na Figura 1.15. De facto, como é facil constatar, os lados do

quadrildtero sao congruentes e paralelos.

e) Tendo em conta as alineas a) e d) e o Teorema 1.4 f), tem-se:
HoeHpHy = Hp = HBl = (HocHpH,) ™' = HZnglHal = HsHpHc,

conforme se pretendia demonstrar (Figura 1.16).

Teorema 1.16. Se M ¢ o ponto médio de [AB], entdo HpHy = Ty = HyHay.

Demonstragao. Provou-se no Teorema 1.15 ¢) que o produto de duas meias-voltas é

uma translacao. Além disso, sao validas as igualdades

Como T3 ¢ atnica translagao que transforma A em B, concluimos que HgHy = T3

AB
e HyHy = T4z Apresenta-se na Figura 1.17 um exemplo que ilustra a tltima
igualdade. O

Em sintese, o produto de um niimero par de meias-voltas reduz-se a um produto de
translagoes, sendo portanto uma translacao. Por outro lado, o produto de um nimero
impar de meias-voltas reduz-se ao produto de uma meia-volta com uma translacao,

que é uma meia-volta. O conjunto formado pelas translagoes e meias-voltas do plano,
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Figura 1.17: Demonstracao do Teorema 1.16.

munido da composicao de fungoes, é um grupo, que se designa simplesmente por grupo

das meias-voltas do plano.

Seguem-se resultados essenciais para a posterior classificagao exaustiva das isome-

trias do plano.

1.7 Uma isometria como produto de reflexoes

Ja sabemos que se uma isometria fixa trés pontos nao colineares, ela é a identidade.

Vejamos outras situacoes.

Teorema 1.17. Se uma isometria fiza dois pontos, P e @), ela € uma reflexao relati-

vamente a reta PQ ou a identidade.

Demonstracao. Considere-se uma isometria a que fixa P e (), dois pontos distintos
do plano, e seja m a reta determinada por esses pontos, isto é, m = P(Q). Provemos
que @ = R, ou @ = . Suponhamos que a # ¢. Entao existe um ponto S que nao
é fixo por a. Logo, pelo Teorema 1.9, S nao pertence a reta m, caso contrario seria
fixo pela isometria a. Desta forma, os trés pontos P, () e S nao sao colineares. Seja
S" = a(S). Como a é uma isometria, tem-se PS = PS" e QS = QS5 pelo que o ponto
P é equidistante de S e S’ e o ponto @) é equidistante de S e S’, 0 que permite concluir
que m ¢é a mediatriz de [SS’]. Portanto, a(S) = 8" = R,.(S5), a(P) = P = R,,(P) e

a(@Q) = Q = R,,(Q). Como uma isometria fica definida por trés pontos nao colineares
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(Corolario 1.10), concluimos que o = R,,. Caso contrério, todos os pontos sao fixos

por « e, portanto, o = ¢. 0

Teorema 1.18. Uma isometria que fiza exatamente um ponto é o produto de duas

reflexoes.

Demonstracao. Considere-se uma isometria a que fixa o ponto C. Seja P # C' com
a(P) = P’ e m a mediatriz de [PP']. Como « é uma isometria, tem-se, por definigao,
CP = CP'. Desta forma, C pertence a m e R,,(C) = C, R,,(P') = P. Daqui resulta
que R,a(C) = R, (C) =C e R,a(P) = R,,(P') = P. Mas, pelo Teorema 1.17, uma
isometria que fixe dois pontos é uma reflexao ou é a identidade. Logo, R, = ¢ ou
R, = R; com | = CP, pois esta isometria fixa os pontos C' e P. Mas R« # t,
caso contrario a = R,, fixa mais do que um ponto, o que contraria a hipétese. Assim,

R,,a = Ry, pelo que R, R, = R, R, ou seja, a« = R, R;. O

Teorema 1.19. Uma isometria que fixa pelo menos um ponto € o produto de, no

mdadzimo, duas reflexoes.

Demonstracao. Seja o uma isometria qualquer. Pelo Teorema 1.18, se « fixa exa-
tamente um ponto, entao é igual ao produto de duas reflexdes. Por outro lado, se
a fixa dois pontos, pelo Teorema 1.17, o é uma reflexao ou ¢ a identidade. Note-se
que no Teorema 1.11 a), mostramos que a reflexdo é uma transformagao involutiva
e, portanto, a identidade pode ser escrita como o produto de duas reflexdes relativa-
mente a uma reta qualquer. Por tultimo, se « fixar trés ou mais pontos e se estes sao
colineares, entao, o é uma reflexao na reta que os contém. Se, por outro lado, estes
pontos nao forem colineares, entao, pelo Teorema 1.9, @ = «, sendo igual ao produto

de duas reflexoes. O

Teorema 1.20. Qualquer isometria € igual ao produto de, no mdzimo, trés reflexoes.

Demonstracao. Sabemos que a identidade pode ser escrita como o produto de duas
reflexoes. Considere-se, agora, uma isometria « diferente da identidade e um ponto P
do plano, tal que a(P) = Q. Seja m a mediatriz de [PQ)]. Nestas condigoes, tem-se
R,a(P) = R,(Q) = P, ou seja, Ry« fixa P. Como R« é uma isometria que fixa
pelo menos um ponto, pelo Teorema 1.19, sabemos que R,,« € igual ao produto de, no

maximo, duas reflexoes que representamos por 3. Tem-se R, = 3. Multiplicando
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ambos os membros a direita por R,,, obtemos R,,R,a = R,,3, pelo que a = R,,[5.

Desta forma, « é igual ao produto de, no méaximo, trés reflexoes. O

Sejam A[ABC| e A[DEF] dois triangulos congruentes. Nos teoremas que se
seguem, mostramos que é sempre possivel obter um triangulo do outro através do
produto de, no maximo, duas isometrias [12], ou especificamente do produto de, no

maximo, trés reflexdes [13].

Teorema 1.21. Se A[ABC] e A[DEF] sao dois triangulos congruentes, entdo €
sempre possivel obter um triangulo do outro através do produto de, no mdximo, duas

1sometrias.

Demonstracao. Sejam A[ABC| e A[DEF] triangulos congruentes. Vamos considerar
dois casos, que mostram que basta o produto de duas isometrias para transformar um
triangulo no outro (uma translagdo e uma rotagdo, no primeiro caso, e uma reflexao

e uma rotagao, no segundo caso).

1.° caso Suponhamos que se pretende transformar o triangulo A[ABC] no triangulo
A[DEF], e que estes triangulos estdo no plano de tal forma que um observador
percorrendo os lados dos triangulos A[ABC] e A[DEF], encontra os respetivos

interiores a sua esquerda (Figura 1.18).

Figura 1.18: Demonstracao do Teorema 1.21, 1.° caso.
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2.° caso

Aplique-se ao triangulo A[ABC] uma transla¢do associada, por exemplo, ao
—
vetor BE e, de seguida, uma rotacao de centro no ponto E ao triangulo trans-

formado para o fazer coincidir com o triangulo A[DEF].

Suponhamos que se pretende transformar o triangulo A[ABC| no triangulo
A[DEF] e que estes triangulos estao no plano de tal forma que um observador
que percorre os lados do triangulo A[ABC] encontra o respetivo interior a sua
esquerda, enquanto que ao percorrer os lados do triangulo A[DEF] encontra o

interior do triangulo a sua direita.

Aplique-se ao triangulo A[ABC] uma reflexdo em relacdo a mediatriz
do segmento [AD]. O transformado de A coincide com D. De seguida, basta
aplicar uma rotagao (de centro no ponto D) ao triangulo transformado para o

fazer coincidir com o triangulo A[DEF] (Figura 1.19).

Figura 1.19: Demonstracao do Teorema 1.21, 2.° caso.

O

Teorema 1.22. Se A[ABC] e A[DEF| sao dois triangulos congruentes, entio €

sempre possivel obter um triangulo do outro através do produto de, no mdximo, trés

reflexoes.
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Figura 1.20: Demonstracao do Teorema 1.22.

Figura 1.21: Demonstracao do Teorema 1.22.
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Demonstracao. Sejam A[ABC| e A[DEF| triangulos congruentes. Vamos mostrar
que basta o produto de, no maximo, trés reflexoes para transformar um triangulo no
outro, independentemente da orientacao desses triangulos. Sem perda de generalidade,
comecemos por transformar A em D por uma reflexao a; = R,,, em relacao a my,
mediatriz do segmento de reta [AD] (Figura 1.20). Transformamos o A[ABC] no
triangulo A[A;B1Ch], em que A1 = a1(A) = D, By = au(B) e C1 = a1(C). De
seguida, apliquemos ao triangulo A[A;B1C;] uma reflexdo as = R,,,, em que my é
a mediatriz do segmento [B;F], transformando By em E, C; em Cy. Note-se que o
transformado de A; coincide com o préprio Aj, ou seja, com D (Figura 1.21). Para
transformar o triangulo A[A2ByCs] no triangulo A[DEF| basta aplicar ao triangulo

A[AyByC5) uma reflexdo ag = Ry, com mg a mediatriz do segmento [F'Cs).

Portanto, com o produto de trés reflexdes, asascq; = Ry, R, Ry, 0 triangulo
AJABC] é transformado no triangulo A[DEF], conforme pretendido. O

O proximo teorema é, agora, de demonstracao imediata.

Teorema 1.23. Se A[ABC] e A[DEF] sao dois triangulos congruentes, entao eriste

uma unica isometria « tal que a(A) = D, a(B) = FE e a(C) = F.

Demonstracdo. A existéncia de uma isometria nas condigoes do enunciado ficou pro-
vada quer no Teorema 1.21 como também no Teorema 1.22. Note-se que o conjunto
das isometrias do plano, munido da composicao de funcoes, é um grupo, pelo que o
produto de isometrias é ainda uma isometria. Resta provar que a transformacao
que verifica as condicoes do teorema é unica. Tal é imediato tendo em conta o
Corolario 1.10, onde se provou que duas isometrias que fixam trés pontos nao co-

lineares sao iguais. 0

1.8 Produto de duas reflexoes

Nesta seccao estudam-se as diferentes possibilidades que resultam de compor duas

reflexoes.

Teorema 1.24. Se r e s sdo duas retas paralelas distintas, entao RsR, € uma
translacao cujo vetor associado tem direcao perpendicular as retas r e s e compri-

mento igual ao dobro da distancia entre r e s.
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Demonstracao. Sejam r e s duas retas paralelas distintas. Considere-se uma reta [

perpendicular a r e a s. Sejam A e B dois pontos tais que
Aelnr e Belns.

Note-se que a distancia entre as retas r e s é determinada pela distancia entre os
pontos A e B. Considere-se um ponto C' diferente de A, que pertencente a reta r.
Sejam A" = Ry(A) e C" = T:(C). Entao, pelo Teorema 1.12, temos T = T,
pois [CAA'C’] é um retangulo. Por outro lado, s é a mediatriz de [C'C’] e de [AA]],
pelo que C" = Ry (C'). Tomemos, agora, B’ = R,(B), sendo A o ponto médio de [BB’|
e B o ponto médio de [AA’]. Daqui resulta que T = T, em que T é uma
translacao cujo vetor associado tem a direcao da reta AB e comprimento igual ao

dobro da distancia entre a reta r e a reta s. Desta forma,

R.R,(B') = Ry(B) = B = T';(B'),
RsR,(C) = Ry(C) = C" = T :(C),
RoR,(A) = Ry(A) = A' = T3 (A),

como se pode visualizar na Figura 1.22.

Figura 1.22: Demonstracao do Teorema 1.24.

Pelo Coroléario 1.10, uma isometria é definida por trés pontos nao colineares e A, C'
e B’ sao pontos distintos nao colineares. Podemos, portanto, concluir que R R, =

TA—A’) = (Tﬁ)z. O
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Corolario 1.25. Dadas duas retas paralelas distintas, r e s, e uma reta | perpendi-

cular as anteriores em A e B, respetivamente, tem-se RsR, = (Tfﬁ)2 = HgHy.

Demonstragao. De acordo com o Teorema 1.16, se M ¢é o ponto médio de [AB], entao

by

ponto médio de [AA’]. Pelo Teorema 1.24, segue-se que RsR, = HpH 4. O

= HyHy, donde se conclui que T = HpHa, com A" = Ry(A), pois B é o

Vimos no teorema anterior que o produto de duas reflexdes de eixos paralelos é
uma translacao. Provemos, agora, que toda a translagao se escreve como o produto

de duas reflexoes de eixos paralelos.

Teorema 1.26. Toda a transla¢ao pode ser escrita como o produto de duas reflexoes

de eizos paralelos.

Demonstragao. Se Tz = t, o resultado ¢ trivial tendo em conta que qualquer reflexao
¢ uma transformagao involutiva. Considere-se, agora, uma translacao T3 # ¢. De
acordo com o Teorema 1.16, podemos afirmar que 153 = HyHa, em que M é o
ponto médio de [AB]. Seja a uma reta perpendicular a reta AB no ponto A e seja
m uma reta perpendicular a AB no ponto M. Entao, pelo Corolario 1.25, a e m sao
retas paralelas tais que HyyHs = R,,R,. Assim, T4z = RnR, com a | m, conforme
pretendido (Figura 1.23). O

Figura 1.23: Demonstracao do Teorema 1.26.

Teorema 1.27. Dadas as retas v, s e t, perpendiculares a l, existem duas retas
perpendiculares a l, p e q, tais que RsR, = RiR, = R,R;, e estas sao unicas. Além

disso, RiRsR, € uma reflexao de eixo perpendicular a l.
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Figura 1.24: Demonstracao do Teorema 1.27.

Demonstracao. Provemos, em primeiro lugar, que existem duas retas p e ¢ nas
condicoes do teorema. Para tal, consideremos uma reta [ e trés retas r, s e t, dis-
tintas, perpendiculares a [ nos pontos R, S e T, respetivamente. As retas r, s e t
sao paralelas entre si. Aplicando o Teorema 1.17, sejam P e () os unicos pontos de
[ tais que HeHr = HrHp = HgHr, ou seja, de modo que RS = PT = T_C)Q (Figura
1.24). Entao as retas p e ¢ perpendiculares a | que passam por P e (), respetivamente,
satisfazem as igualdades R;R, = R;R, = R,R;. De facto, pelo Corolario 1.25 e pelas

igualdades estabelecidas anteriormente, tem-se:
RSRT = HsHR = HTHP = RtRp € RSRT = HsHR = HQHT = Rth.

Em seguida, vamos mostrar que as retas p e ¢ sao as unicas que verificam as condicoes
do teorema. Para tal, consideremos as retas p’ e ¢’ que satisfazem as igualdades
RsR, = RiRy = Ry R;. Temos entao R,R, = iR, = RyR; e RR, = R Ry = Ry Ry.
Logo, R.R, = RiRy e RyR; = Ry R;, o que implica que R, = Ry e R, = R,. Desta
forma, p=p e q=¢.

Falta provar que R;RsR, é uma reflexao de eixo perpendicular a [. Sabemos que
RsR, = R,R,. Multiplicando a direita ambos os membros desta igualdade por R;,
obtemos R, RsR, = RiRiR,. Mas R, é uma transformagao involutiva, donde se con-
clui que (Rt)2 = 1. Assim, R RsR, = R,, ou seja, R,R;R, é uma reflexao de eixo

perpendicular a [, conforme pretendido. O

Vejamos, agora, o que acontece quando temos um produto de duas reflexdes de

eixos concorrentes.
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Teorema 1.28. O produto de duas reflexoes de eizos concorrentes € uma rotacdao
com centro no ponto de interseccao dos seus eixos. Em particular, o produto de duas
reflezoes de eixos perpendiculares é uma meia-volta. Reciprocamente, toda a rotagao

¢ o produto de duas reflexoes de eixos concorrentes.

Demonstracao. Provemos, em primeiro lugar, que o produto de duas reflexdes de

eixos concorrentes é uma rotacao. Sejam r e s duas retas que se intersectam

9

num ponto C. Suponhamos que o angulo orientado de r para s tem amplitude 3

(r - lado origem; s - lado extremidade). Seja L um ponto pertencente a reta r, com
L # C, e consideremos a circunferéncia C, de centro C' e raio CL. Seja M o ponto
de intersecgao da reta s com a circunferéncia Cy,. Facamos L' = Rs(L). Entao, pela
defini¢ao de reflexao, s é a mediatriz de [LL']. Usando a congruéncia de triangulos,
verifica-se sem dificuldade que L’ pertence a Cf, e que LCL' = 6 (Figura 1.25). Logo,
L' = Recp(L). Analogamente, fazendo M’ = R,.(M), r é a mediatriz de [M M']. Entao
M’ pertence a Cr, e M'CM = 6. Desta forma, M = Rco(M'). Podemos, portanto,

deduzir as seguintes igualdades:

R.R,(C) = Ry(C) = C = Reg(0),
R,R.(L) = Ry(L) = L' = Rey(L),

)

RyR,(M') = Ry(M) = M = Rep(M').

Do Corolario 1.10, sabemos que uma isometria é definida por trés pontos nao colinea-

res, concluindo-se que Ry R, = Rcy.

Considere-se o caso particular em que 7 e s sao perpendiculares. Para este caso, a
amplitude do angulo formado pelas duas retas é de 90°. De acordo com o que se
provou acima, vem Rs;R, = R gpo, isto é, o produto R;R, é uma meia-volta com

centro no ponto C, ou seja, R;R, = H¢.

Falta provar que toda a rotacao é o produto de duas reflexoes de eixos concorrentes.
Seja Rcp uma rotagao arbitraria. Consideremos, como anteriormente, duas retas r
e s que se intersectam no ponto C', de forma a que o angulo orientado de r para s
tenha amplitude g. Sejam L e M dois pontos pertencentes, respetivamente, a r e s,
diferentes de C'. Fagamos L' = Rog(L) e M' = RE}G(M) = Re_g(M). Facilmente se
verifica que MCL' = g e M'CL = g (Figura 1.26). Como, em triangulos congruentes,

a angulos com a mesma amplitude opoem-se lados com o mesmo comprimento, temos
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Figura 1.25: Demonstracao do Teorema 1.28.

Figura 1.26: Demonstracao do Teorema 1.28.
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que s é a mediatriz de [LL'], ou seja, Rs(L) = L' e, analogamente, R,(M') = M.
Logo,

Rco(C)=C = R,(C

Reo(L) = L' = Ry(L
Reo(M') = M = Ry(M) = R,R,(M").

= R:R.(C),

De acordo com o Corolario 1.10, uma isometria é definida por trés pontos nao colinea-

res, pelo que Rep = RsR,. O

Provou-se, portanto, que o produto de duas reflexoes de eixos concorrentes, Ry R,.,
¢ uma rotacao, RsR, = Rcy, em que C' é o ponto de interseccao de r e s e 0 é
o dobro da amplitude do angulo orientado de r para s. Verdadeiramente existem
dois angulos orientados de r para s, que dependem do sentido de leitura (direto ou
inverso). Contudo, esse sentido de leitura nao influencia o resultado. Vejamos o que
sucede com a ajuda da Figura 1.25 relativa a demonstracao do teorema anterior: se
lermos no sentido direto o angulo orientado de r para s, obtemos o valor g, mas se o
medirmos no sentido inverso, obtemos o valor

AN
—(180° — 2 ) = = — 180°.
(180 2) 5 — 180

Porém, a rotacao obtida é a mesma nos dois casos, uma vez que

Repg = Roy = Rep-see = Re (g _1500)-

Em geral, por uma questao de simplificacao, trabalha-se com o angulo orientado de

menor amplitude em médulo.

Teorema 1.29. Dadas trés retasr, s et concorrentes no ponto C, existem duas retas
concorrentes em C, p e q, tais que RsR, = Ry R, = R,R;, e estas sao unicas. Além

disso, RiRsR,. € uma reflexao cujo eixo passa por C'.

Demonstracao. Sejam r, s e t retas concorrentes no ponto C' e considere-se os pontos
0
2
pelo Teorema 1.28 vem Rey = RsR, (Figura 1.27). Considere-se os pontos P e Q)

R, S e T, distintos de C' e pertencentes a r, s e t, respetivamente. Como RCS =

tais que RCS = PCT =TCQ = g. Entao a reta p, que passa por P e C, e a reta g,

que passa por () e C, satisfazem as igualdades RsR, = R, R, = R,R;. Provemos estas
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Figura 1.27: Demonstracao do Teorema 1.29.

igualdades. Note-se que t e p sao retas concorrentes em C', com PCT = g. Logo, pelo
Teorema 1.28, Rcp = RiR,. Do mesmo modo, como ¢ e t sao retas concorrentes em
C, com TC’Q = g, tem-se pelo Teorema 1.28, Rcy = R,R;. Concluimos, portanto,
que RsR, = Rcyg = R4 R, e RyR, = Rep = RyRy.

Em seguida, mostramos que as retas p e ¢ sao as unicas que verificam as condic¢oes do
teorema. Para tal, consideremos as retas p’ e ¢’ que satisfazem RsR, = RR,y = Ry Ry.

Tem-se:

RSR’I‘ == RtRp == RtRp’ € RSRT = Rth = Rq’Rt-

Portanto, R;R, = RiRy e R,R, = Ry R;, o que implica R, = R,y e R, = Ry, ou seja,
p=peq=¢.

Falta provar que R,Rs;R, é uma reflexao cujo eixo passa por C. Mas R;R, = R/ RR,.
Multiplicando a esquerda ambos os membros da igualdade anterior por R;, tem-se
RiR;R, = R,R;R,. Como R, é involutiva, isto é, (R;)? = ¢, vem R,RsR, = R,, ou

seja, Ry RsR, é uma reflexao cujo eixo passa por C. O

O teorema que se segue caracteriza o produto de duas reflexoes arbitrarias.
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Teorema 1.30. O produto de duas reflexoes ou € uma translacdo ou uma rotagao.
O produto é simultaneamente uma translagao e uma rotacao apenas quando coincide

com a identidade.

Demonstracao. Dadas duas retas r e s, podemos considerar trés situagoes.

1.° caso Suponhamos que as retas r e s coincidem. Neste caso, é trivial verificar que o

produto de duas reflexdes com o mesmo eixo ¢é igual a identidade (Figura 1.28).

P=p"

Figura 1.28: Demonstracao do Teorema 1.30, 1.° caso.

2.° caso Suponhamos que as retas r e s sao paralelas. Neste caso, ja mostramos no
Teorema 1.24, que R R, é uma translacao cujo vetor associado tem direcao
perpendicular as retas r e s e comprimento igual ao dobro da distancia entre r
e s (Figura 1.29).

3.° caso Suponhamos que as retas r e s sdo concorrentes no ponto C', sendo 6/2 o angulo
orientado de r para s. Também ja provamos no Teorema 1.28, que RsR, é uma
rotagdo com centro em C' e amplitude 6 (Figura 1.30). Serd uma meia-volta

para o caso particular em que r e s sao perpendiculares.
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Figura 1.29: Demonstracao do Teorema 1.30, 2.° caso.

Figura 1.30: Demonstracao do Teorema 1.30, 3.° caso.
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1.9 Classificacao das isometrias que fixam pontos

ou retas

Facamos uma primeira classificagao das isometrias, no que concerne aos pontos ou

retas que fixam.

Teorema 1.31. Uma isometria com um unico ponto fixo é uma rotacao. Uma iso-

metria, diferente da identidade, que fixa algum ponto, ¢ uma rotacdao ou uma reflexdo.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 1.19, se uma isometria fixa algum ponto
entao é uma reflexao ou é igual ao produto de duas reflexoes. Do Teorema 1.30,
sabemos ainda que o produto de duas reflexoes é igual a identidade, a uma translagao
ou a uma rotacao. Por definicao, a identidade tem um nimero infinito de pontos fixos.
O mesmo acontece com qualquer reflexao. Por outro lado, uma translacao, distinta
da identidade, nao fixa qualquer ponto e uma rotacgao, diferente da identidade, tem
apenas um ponto fixo que é o seu centro da rotacao. Desta forma, podemos concluir
que uma isometria, diferente da identidade, que fixa algum ponto é uma reflexao ou

uma rotagao e uma isometria que tem um tnico ponto fixo é uma rotagao. ]

Teorema 1.32. Uma rotacao, diferente da identidade, que fiza uma reta é uma meia-

-volta.

Demonstracao. Considere-se Rcg # « uma rotacao de centro C' e angulo orientado 6,
tal que Rcyp fixa uma reta . Seja t a reta perpendicular a 7 no ponto C'. De acordo
com o Teorema 1.28, existe uma tnica reta s concorrente a t em C' (s # t), tal que
Rcp = RsR;. Entao

r = Repg(r) = RsRi(r) = Rs(r).

Observe-se que R;(r) = r, porque t é perpendicular a r. Concluimos, portanto, que
Ry(r) =,

logo s = rous L r. Masse s L r entao s = t, porque t é perpendicular a r
em C, o que é um absurdo, pois consideramos s concorrente com t em C' (s # t).
Por conseguinte, concluimos que s = r, com r 1L t em C', logo, pelo Teorema 1.28,
Rcg = He. O
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1.10 Classificacao das isometrias involutivas

Teorema 1.33. As isometrias involutivas sao reflexoes ou meias-voltas.

Demonstracao. Seja p uma isometria involutiva. Por defini¢ao, para qualquer ponto
P do plano com p(P) = @, tem-se P = ©?(P) = ¢(Q), ou seja, ¢ permuta P e Q.
Por outro lado, seja M o ponto médio do segmento de reta [PQ]. Como ¢ é uma

isometria, ¢ preserva distancias, pelo que podemos escrever

PM = p(P)p(M) =Qp(M) e MQ = o(M)p(Q)=p(M)P.

Mas (M) é o ponto médio de [p(P)p(Q)], pois pelo Teorema 1.6 uma isometria

preserva os pontos médios. Segue-se que

Qo(M) = %m = p(M)P.

Por conseguinte, M = ¢(M), sendo M, P = p(Q) e Q) = ¢(P) trés pontos colineares.
Pelo Teorema 1.31, como ¢ fixa algum ponto, entao ¢ é uma rotagao ou uma reflexao.
Se for uma rotagao, s6 pode ser uma meia-volta de acordo com o Teorema 1.32, uma

vez que fixa a reta definida pelos pontos P e Q). O

1.11 Classificacao das isometrias pares e impares

Como vimos anteriormente, qualquer isometria pode ser escrita como o produto de
reflexées (Teorema 1.20). Segue-se a classificacdo de uma isometria, tendo em conta

o nimero de reflexoes em que se decompoe.

Uma isometria diz-se isometria par (direta, positiva ou propria) se resulta da

composi¢ao, ou produto, de um numero par de reflexoes.

Uma isometria diz-se isometria impar (indireta, negativa ou imprdpria) se resulta

da composicao, ou produto, de um nimero impar de reflexoes.

Para que estas defini¢oes fagcam sentido é necessario verificar que uma isometria
nao pode ser, simultaneamente, par e impar, propriedade que serd demonstrada no
Teorema 1.36. Antes disso, apresentam-se dois resultados necessarios a essa demons-

tracao.
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Lema 1.34. Dados um ponto P e duas retas r e s, existem duas retast e q com

P e t, satisfazendo, RsR, = R,R;.

Demonstracao. Considere-se um ponto P e duas retas r e s quaisquer. Apresentamos

dois casos distintos.

1.° caso Se r || s, considere-se a reta t que passa por P, tal que t || r. Entao as retas r,
s e t sao paralelas, e é possivel encontrar uma reta [ perpendicular a r, s e t.
Logo, pelo Teorema 1.27, existem duas (unicas) retas p e ¢ perpendiculares a [,
tais que
RsR, = RiR, = R,R,.

Em particular, existe uma reta g perpendicular a [ satisfazendo R,R, = R,R;
(Figura 1.31).

Figura 1.31: Demonstracao do Lema 1.34, 1.° caso.

2.° caso Se 1 e s sao concorrentes num ponto C', entao considere-se a reta t que passa
por P e C. Como as retas r, s e t sao concorrentes em C, pelo Teorema 1.29,

existem duas (dnicas) retas p e ¢ concorrentes em C tais que
RsR, = RiR, = R,R,.

Em particular, existe uma reta ¢ que passa por C tal que R R, = R,R; (Figura
1.32).
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Figura 1.32: Demonstracao do Lema 1.34, 2.° caso.

Desta forma, fica provado que existem duas retas t e ¢ com P € t, tais que RyR, =
R,R;. O

Teorema 1.35. Um produto de quatro reflexdes € igual a um produto de duas re-

flexoes.

Demonstragao. Considere-se as retas r, s, p e ¢ € o produto R, R;R,R,. Seja () um
ponto pertencente a reta q. Pelo Lema 1.34, dado o ponto @) e as retas s e p, existem
s e p’ tais que RsR, = Ry R,y, com ) € p'. Novamente, pelo Lema 1.34, dado o ponto
Q e as retas r e s/, existem m e s” tais que R, Ry = R,,Rs, com Q € s”. Como q, p/
e s” sao retas concorrentes em (Q, entao, pelo Teorema 1.29, existe uma reta [ tal que

Q €le Ry#RyR, =R,. Por conseguinte,
R.R;R,R, = R,RyRyR, = R,,Rs"Ry R, = R, R,.

Desta forma, fica provado que o produto de quatro reflexoes reduz-se sempre ao pro-

duto de duas reflexoes. O
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Teorema 1.36. Uma isometria par € o produto de duas reflezoes. Uma isometria
impar € uma reflexao ou o produto de trés reflexoes. Nenhuma isometria € simulta-

neamente par e impar.

Demonstracao. Considere-se um produto de reflexoes com um nimero arbitrario de
fatores. Aplicando sucessivamente o Teorema 1.35 é possivel obter um produto de trés,
ou menos, reflexdes. Consequentemente, uma isometria par reduz-se a um produto
de duas reflexoes e uma isometria impar reduz-se ao produto de trés reflexoes ou a
uma so reflexao. Resta provar que uma isometria nao pode ser simultaneamente par e
impar. Para tal, temos que mostrar que o produto de duas reflexoes nao é igual nem
a uma reflexao nem ao produto de trés reflexdes. Suponhamos que existiam retas p,
q, 7, s et, tais que R, R R, = RsR,. Pelo Teorema 1.35, existem retas m e [ tais que
R, R = RsR,R,R,. Desta forma,

RnR = R,R.R,R, = R,R,R, = Ry,

o que é um absurdo pois R,, R; ou é uma translacao ou uma rotacao, como foi provado
no Teorema 1.30, nao podendo, portanto, ser igual a reflexao R;. Concluimos, assim,
que o produto de duas reflexdes nunca é igual a uma reflexao nem ao produto de trés

reflexoes. O

Teorema 1.37. As isometrias pares formam um grupo.

Demonstracao. A demonstracao é uma verificacao simples da definicao de grupo,
tendo em conta o Teorema 1.35 e o facto de a identidade ser uma isometria par
(Teorema 1.30). O

Teorema 1.38. Uma isometria involutiva par € uma meia-volta. Uma isometria

imvolutiva impar € uma reflexdo.

Demonstracao. A demonstracao baseia-se nos resultados anteriores. De acordo com
o Teorema 1.33, as isometrias involutivas sao meias-voltas ou reflexoes. Além disso,
classificamos as isometrias pares como sendo o produto de duas reflexdes e, portanto,
tendo em conta o Teorema 1.30, as isometrias pares sao translagoes ou rotagoes ou
a identidade. Note-se que também estao incluidas as meias-voltas pois sao um caso

particular das rotagoes. Por sua vez, as isometrias impares resultam do produto de trés
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reflexdes ou sao uma reflexao. Concluimos, portanto, que uma isometria involutiva

par é uma meia-volta e que uma isometria involutiva impar é uma reflexao. O

1.12 Produto de isometrias

Comecamos por demonstrar dois resultados que serao utilizados no decorrer desta

Seccao.

1

Lema 1.39. Sejam « e (B duas isometrias. Tem-se que afa™ € uma isometria

mwvolutiva se e somente se 3 € uma isometria involutiva.

Demonstragdo. Suponhamos que afBa~! é uma isometria involutiva. Entao
(aBa™t)? =1, ou seja, (afa1)? = aB(a ta)Bat = affBa™t = af?a! = 1. Daqui

conclui-se que % = ¢, ou seja, 3 é uma isometria involutiva. Por outro lado, se 3 é uma

1 1

isometria involutiva, isto é, 82 = 1, tem-se (afa1)? = af?a™! = awa™ = aa™! =,

logo aBa~! é uma isometria involutiva. O

1

Lema 1.40. Sejam « e  duas isometrias. Entao afa™" e 3 tém a mesma paridade.

Demonstracao. Considere-se as isometrias e 3. Em primeiro lugar, note-se que

aa™! = ¢ é uma isometria par, porque é possivel escrever a identidade como um

produto de duas reflexes iguais (com um mesmo eixo r), uma vez que a reflexao é
involutiva. Assim, ¢ = R, R,. Como aa™! é uma isometria par, concluimos que « e

a~! tém a mesma paridade, pelo que aSa~! e 3 também tém a mesma paridade. [

Teorema 1.41. Seja P um ponto, m uma reta e o uma isometria. Entdo

aRma_lzRa(m) e aHpa ™' = a(P)-

Demonstracao. De acordo com o Lema 1.39, temos que aR,,a ' e aHpa~! sdo isome-

trias involutivas, pois R,, e Hp sdo isometrias involutivas. Pelo Lema 1.40, aR,,a~*

¢ uma isometria fmpar porque R,, ¢ uma isometria impar, e a Hpa~! é uma isometria

1

par pois Hp é uma isometria par. Logo, podemos concluir que aR,,a~" é uma iso-

1

metria involutiva impar, portanto, pelo Teorema 1.38, aR,,a~" é uma reflexao. Por

outro lado, aR,,a ta(m) = aR,,(m) = a(m), isto é, aR,,a~" fixa a reta a(m). Alids,
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fixa esta reta pontualmente. Entao aR,,a~ ! ¢ a reflexdao que fixa pontualmente a reta
a(m). Logo aRnma™" = Ra(m). Seguindo um procedimento anélogo, podemos concluir
que aHpa~! é uma isometria involutiva par, portanto, a Hpa ™! é uma meia-volta. Por
outro lado, aHpa™! fixa o ponto a(P), pois aHpa 'a(P) = aHp(P) = a(P). Entao

aHpa~! é uma meia-volta que fixa o ponto a(P). Desta forma, aHpa ™ = Hypy. O
Teorema 1.42. Se o € uma isometria, entao

oTgpa™ =T ¢ aflcea™ = Ra@)o

Demonstragao. Considere-se a translagao T55. De acordo com o Teorema 1.6, se M
é o ponto médio de [AB], entao a(M) é o ponto médio de [a(A)a(B)]. Aplicando o
Teorema 1.16, vem T = Hy Ha e Tm = Ho(nyHa(a). Assim, tendo em conta
as igualdades estabelecidas e o Teorema 1.41, tem-se:

aTqpe ! = aHyHao ! = aHya aHaa™ = Hoop Hea) = I mem

De seguida, vamos mostrar que angofl = Ru(0),+6. Para tal, provamos em primeiro
lugar que, para qualquer reta [, se tem RqugRl_l = Rpg,(¢),—¢- Seja m uma reta
perpendicular a [ que passa por C. Provamos, na demonstragao do Teorema 1.28, que
existe uma reta n que intersecta m em C, em que o angulo orientado de m para n tem
amplitude 6/2, verificando-se Rcg = R, R,,. Como R; é uma isometria, temos ainda
que R;(m) e Ri(n) se intersectam em R;(C') e a amplitude do angulo orientado de
R;(m) para R;(n) é o valor simétrico da amplitude do angulo orientado de m para n

(Figura 1.33). Tendo em conta o Teorema 1.41, vem
RiRcoR; ' = RIR, Ry R " = RIR, R ' RiRnR; " = Rp,m)Rry(m) = Rry(c)—6-

Mas ja provamos que qualquer isometria pode ser escrita como o produto de, no
méximo, trés reflexdes (Teorema 1.20). Falta, assim, analisar duas situagoes. Consi-

deremos o = R;Rs. Segue-se que
aRcpo™ = Ry(RyRepR, )Ry = RiRp,c)—oR; " = Ri.r.(0)0 = Ra(c) -
Por outro lado, se @« = R;R;R,, tem-se
aRcpa™' = RiR(R.RooR, " )R;'R;" = Ra0),—0,

pelo que o resultado fica demonstrado.
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0/2

Figura 1.33: Demonstracao do Teorema 1.42.

Nos préximos resultados, averiguamos quando é que duas rotagoes comutam e
quando é que duas reflexoes comutam. Comecamos pelas rotacoes. De acordo com
o Teorema 1.14 d), duas rotagoes com um mesmo centro comutam. Verificamos, de

seguida, o que acontece quando as rotacoes apresentam centros diferentes.

Teorema 1.43. Rotacoes, nao triviais, com centros distintos nao comutam.

Demonstracao. Consideremos dois pontos distintos, C' e D. Se aplicarmos o Teo-
rema 1.42, tomando a = Rp 4, vem RD7¢RC79RE¢ = Rpg,, ,(c),—6- Multiplicando esta

igualdade a direita por Rp 4, obtém-se
RD@RQ(’RB%RD@ = Ry 4).-01D.0,
isto é,
RD,(i)RC,G = RRD,¢(C),—9RD,¢-

Ora, Rcg # Rryp ,(0),-0, Pois Rp ¢(C) # C uma vez que C # D. Podemos concluir,

portanto, que rotacoes com centros diferentes nao comutam. ]

Teorema 1.44. Dadas duas retas m e n, tem-se R,R, = R,R,, se e somente se

m=n oum L n.

Demonstracdo. Considere-se duas retas m e n tais que R,,R, = R,R,,. Aplicando
R, a ambos os membros da igualdade anterior, vem R,R,,R, = R,R,R,,. Como R,
¢ uma isometria involutiva, tem-se R, = R;' e R2 =, pelo que R,R,R,;! = R,,.
Do Teorema 1.41, vem Rpg, () = R, 0 que implica que R, (m) = m. Esta igualdade

sO é verdadeira se R, fixar a reta m e, portanto, m =n ou m L n. O



1.12 Produto de isometrias 53

O proximo resultado caracteriza o produto de duas isometrias pares.

Teorema 1.45. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

a) Uma rotagdo associada a um angulo de amplitude o seguida de uma rotagdo
associada a um angulo de amplitude 3 € uma rotacao associada ao angulo de
amplitude o + (3, exceto se a« + [ =0 (mod 360), caso em que o produto € uma

translacao;

b) Uma translagdo sequida de uma rotagdo nao trivial, associada a wm dngulo de

amplitude o, € uma rotacao associada a um angulo de amplitude o

¢) Uma rotagao nao trivial, associada a um dngulo de amplitude o, sequida de uma

translacao € uma rotacdo associada a um angulo de amplitude o;

d) Uma translagao sequida de uma translagdo € uma translagao.

Demonstragao.  a) De acordo com o Teorema 1.14 d), para C' um ponto do plano
e a, 3 dois numeros reais, tem-se RcoRcp = Reot+p. Considere-se, agora, D
um ponto diferente de C' e seja Rp g, 0 produto de duas rotagoes com esses
centros. Considere-se r = C'D. Pelo Teorema 1.28, existe uma reta ¢ que passa
por C' e uma reta d que passa por D, tais que Rco = R, R. e Rpg = RqR,.
Logo

RpsRca = RaR:R.R. = Rq4R,,

pois (R,)? = 1. Paraa+3 =0 (mod 360), as retas c e d sao paralelas. Logo, pelo
Teorema 1.24, Rp sRco = R4R. é uma translagao (Figura 1.34). Por outro lado,
quando nao se verifica a + § = 0 (mod 360), as retas ¢ e d intersectam-se num
ponto A e, pelo Teorema 1.28, RyR. é uma rotacao de centro A. Resta verificar
que esta rotacao estd associada a medida de amplitude o + 3. Concentremos a
nossa atengao nos angulos orientados de ¢ para r, de amplitude 3, e de 7 para d,
de amplitude g, no mesmo semiplano definido por 7. Sabe-se que a amplitude de
um angulo externo de um triangulo é igual a soma das amplitudes dos angulos
internos nao adjacentes. Desta forma, concluimos que o angulo orientado de ¢
para d tem amplitude 5+ g, donde resulta que o produto Ry R, é uma rotacao de
centro A associada ao angulo de amplitude a + 3, ou seja, Rp gRca = Raa+5,

como pretendido (Figura 1.35).
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al2 )

Figura 1.34: Demonstracao do Teorema 1.45, alinea a).

al2+p/2

Figura 1.35: Demonstracao do Teorema 1.45, alinea a).

b) Considere-se, agora, uma translacao seguida de uma rotagao nao trivial, associa-
da a um angulo de amplitude a. Neste produto e de acordo com o Teorema 1.17,
podemos substituir a translagao pelo produto de duas rotagoes associadas a
angulos de amplitude 180° (meias-voltas). Assim, aplicando o resultado provado
na alinea anterior, concluimos que o produto destas trés rotagoes é igual a uma
rotacao associada ao angulo de amplitude o + 180° + 180°, que é justamente

uma rotacgao associada ao angulo de amplitude a.

c¢) Tal como se procedeu na alinea b), é possivel concluir que uma rotacao, associada
ao angulo de amplitude «, seguida de uma translacao é igual a uma rotacao

associada ao angulo de amplitude a.

d) Podemos escrever o produto de duas translagbes como o produto de quatro

rotagdes associadas a angulos de amplitude 180°. Por a) e uma vez que

180 + 180 + 180 + 180 = 0 (mod 360),
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temos que o produto destas quatro rotagoes é uma translacao.

1.13 Reflexoes deslizantes

Sejam n uma reta e & um vetor nao nulo com a direcao de n. Chama-se reflexdo
deslizante de eixo n e vetor 4, D, i, a transformacao do plano que se obtém do produto
da reflex@o de eixo n com a translacao associada ao vetor @. A reta n designa-se por

eizo de deslocamento da reflexdo deslizante (Figura 1.36).

Figura 1.36: Definicao de reflexao deslizante.

No préximo teorema, mostra-se que a ordem pela qual se efetua o produto das
duas isometrias é irrelevante. Prova-se também que uma reflexao deslizante resulta

sempre do produto de trés reflexdes (Figura 1.37).

Teorema 1.46. Toda a reflexao deslizante v pode ser escrita como o produto de trés
reflexoes, R.RyR,, com a,b 1 ¢ e a#b. Além disso,

v = R.RyR, = R.Tp = Ti; R. = RyR,R.,

em que AB tem a direcao da reta c, sendo a distancia entre os pontos A e B igual
ao dobro da distancia entre as retas a e b. O eizo de deslocamento de ~y coincide com

o eizo de reflexao de R..



56 CAPITULO 1: Isometrias do plano

Figura 1.37: Uma reflexao deslizante como o produto de trés reflexdes.

Demonstracao. Este resultado é consequéncia imediata do Teorema 1.26, que estabe-
lece que uma translacao pode ser escrita como o produto de duas reflexdes de eixos

paralelos. Resta apenas verificar que R.T55 = T3 R, 0 que equivale a provar que
RC(RbRa) - (RbRa)RC7

ou seja, que R. comuta com R,R,, o produto das duas reflexoes de eixos paralelos

que determina a translacao associada ao vetor AB. Observe-se que
R,R.= R.R, e RyR.= R.Ry,

pois os eixos de reflexdo de cada par de rotagdes sdo perpendiculares (Teorema 1.44).

Logo,
R.(RyR,) = (R:.Rp)R, = (RyR.)R, = Ry(R.R,) = Ry(R.R.) = (RyR,)R...

Concluimos, assim, que ~ resulta do produto de R, com R,R, ou, em ordem inversa,

resulta do produto de RyR, com a reflexao R,. O

Vejamos algumas propriedades adicionais das reflexdes deslizantes, em que se tera

em conta o resultado acabado de provar.
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Teorema 1.47. Uma reflexao deslizante v nao fixa ponto algum mas fiza uma unica
reta, o seu eizo de deslocamento. O ponto médio M de [PP'], onde P’ é a imagem

de P pela reflexao deslizante vy, pertence ao eizo de deslocamento.

Demonstracao. Considere-se P um ponto qualquer do plano e R.R,R, uma reflexao
deslizante de eixo ccom a,b 1 ce a # b. Sejal areta que passa por P e é perpendicular
a c. Entao, pelo Teorema 1.27, existe uma reta m também perpendicular a ¢, tal que
RyR, = R,,R;. Se M for o ponto de interseccao das retas m e ¢, entao M e P sao
pontos distintos, tais que R.RyR,(P) = R.R,,R;(P) = R.R,,(P) = Hy (P). De facto,
pelo Teorema 1.28, o produto de reflexoes de eixos perpendiculares é uma meia-volta,
com centro no ponto de interseccao dessas retas. Concluimos que R.R,R.(P) =
Hy (P), com M um ponto distinto de P. Portanto, Hy(P) # P e mostramos,
portanto, que R.R,R, nao fixa pontos (Figura 1.38). Por outro lado, M é o ponto

Figura 1.38: Demonstracao do Teorema 1.47.

médio de [P, Hy(P)] e pertence a reta c. Concluimos, assim, que o ponto médio
do segmento definido por P e pela sua imagem pela reflexao deslizante, R.R,R,(P),
pertence ao eixo c. Entao a reflexao deslizante permuta os semiplanos definidos pelo
seu eixo. Note-se também que Hj;(P) ndo pertence a reta [. Logo, qualquer reta
fixa pela reflexao deslizante deve intersectar o eixo de reflexao em, pelo menos, dois
pontos, ou seja, deve coincidir com o proprio eixo. Desta forma, a reflexao deslizante

nao fixa reta alguma com a excecao do seu eixo de deslocamento. O
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Teorema 1.48. Uma reflexao deslizante v pode escrever-se como um produto Ry H 4,
em que A &€ 1. Também € possivel escrever uma reflexdo deslizante v como um produto
HaR;, em que A & 1. Por outro lado, dado um ponto A e uma reta l tais que A & 1,
entao RiH4 e HoR; sao reflexdes deslizantes com eixo de deslocamento perpendicular

a l, que passa por A.

Demonstracao. Seja v uma reflexao deslizante. Existem retas a, b e ¢ tais que
v = R.RyR,, com a e b retas distintas e perpendiculares a ¢, nos pontos A e B,

respetivamente (Figura 1.39). Entao, pelo Teorema 1.28,

Hy=R,R.=R.R, e Hp=RyR.= R.R,.

Note-se que as rotagdes comutam, pois as retas em causa sao perpendiculares (Teorema
1.44). Desta forma,

v = (RRy)R,=HpR, e 7= (R.Rp)Ry = (RpRc)Ro = Rp(R.Ro) = RpHa.

Escrevemos, portanto, a reflexdao deslizante v como o produto HgR,, com B ¢ a, ou
como o produto RyH4, com A ¢ b. Fica, assim, provado que uma reflexao deslizante

pode ser escrita como o produto de uma meia-volta com uma reflexao.

Provemos agora que, para um ponto P qualquer do plano e [ uma reta que nao passa
por P, os produtos R;Hp e HpR; sao reflexoes deslizantes. Sejam p a reta que passa
pelo ponto P, e que é perpendicular a [, e m a reta perpendicular a p em P. As retas
[ e m sdo distintas, uma vez que P nao pertence a [ mas pertence a m (Figura 1.40).
Aplicando o Teorema 1.28, podemos escrever RjHp ¢ HpR; como o produto de trés

reflexoes,
HpR, = R,R, R, ¢ R Hp=RR,R,=R,RR,,
tais que m,l L p e m # [. Observe-se que, pelo Teorema 1.44, R,R; = R;R,, pois

[ e p sao perpendiculares. Por conseguinte, os produtos HpR; e R Hp sao reflexoes

deslizantes. m



1.13 Reflex0es deslizantes 59

Figura 1.39: Demonstragao do Teorema 1.48.

Figura 1.40: Demonstracao do Teorema 1.48.

Teorema 1.49. Se uma translacdo fiza uma reta ¢, entao comuta com uma reflexao
deslizante de eizo de deslocamento c. Se v € uma reflexao deslizante de eizo de

deslocamento ¢, entdo v* € uma translagcio nao trivial que fira c.

Demonstracao. Sabemos que uma reflexao deslizante de eixo de deslocamento ¢ pode
escrever-se como R.T57 ou TozR., em que AB tem a direcao de c¢. Consideremos,
agora, uma translagio Tz5 que fixa a reta ¢ (logo CD tem a diregao de ¢). Esta
translacdo comuta com a reflexdo R., como é ficil constatar (basta seguir passos
andlogos aos empregues na demonstracao do Teorema 1.46). Por outro lado, duas
translagoes também comutam entre si, de acordo com o Teorema 1.13 d). Assim,
podemos concluir que uma translacao que fixa uma reta ¢ comuta com uma reflexao

deslizante de eixo de deslocamento ¢, ou seja, TR T 55 = TopTzpRe = Tap g Re.

Prova-se, de seguida, que se v é uma reflexao deslizante de eixo de deslocamento c,
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entdao 7?2 é uma translacao, nao trivial, que fixa c¢. Considere-se v = T" g e, em que

—

AB tem a direcao de c. Tem-se 7% = (TfﬁRC)2 =Tz RT3, Como uma translagao

que fixa a reta ¢ comuta com a reflexao R, vem % = TipRRA5z = Tz T4 Logo,
—

~?% é uma translacao nao trivial que fixa ¢, pois AB tem a direcao de c. O

Teorema 1.50. O produto R, R, R, ¢ uma reflexao deslizante se e somente se as retas

D, q €T nao sao concorrentes num ponto nem tém uma reta perpendicular em comum.

Demonstracao. Seja R, R,R, uma reflexao deslizante. Entao, pelos Teorema 1.27 e
1.29, conclui-se que p, ¢ e r nao sao retas concorrentes num ponto C, nem sao retas
perpendiculares a uma reta [, pois nestes casos o produto R,R,R, seria uma reflexao
e nao uma reflexao deslizante. Pretendemos, agora, provar que para as retas nao
concorrentes p, ¢ € r e que nao tém uma perpendicular comum, o produto R, R,R,
¢ uma reflexao deslizante. Suponhamos, portanto, que p, ¢ e r nao sao concorrentes

num ponto, nem sao todas paralelas. Existem duas situacoes a considerar:

1.° caso Considere-se que p e ¢ se intersectam num ponto ), com ) ¢ r, pois as retas
P, ¢ € T nao sao concorrentes num ponto. Seja m a reta perpendicular a r, que
passa por (), e P o ponto que pertence a m e a r. Entao, pelo Teorema 1.29,
existe uma reta [ que passa por @, tal que R,R, = R,,R;. Como p # ¢, tem-se
[ # m e, portanto, P ¢ [, pelo que R, R,R, = R, R,,R;, = HpR;. Logo, é possivel
escrever o produto R, R,R, como o produto de uma meia-volta de centro P com
uma reflexao associada a uma reta [ que nao passa por P. Conclui-se, pelo

Teorema 1.48, que R,R,R, é uma reflexado deslizante (Figura 1.41).

2.° caso Considere-se que p e g sao retas paralelas. Neste caso, r intersecta p e ¢ em
pontos distintos (ou seja, p e ¢ sdo retas estritamente paralelas), caso contrario
as retas p, g e r seriam paralelas, com uma perpendicular em comum, ou seriam
concorrentes num ponto, o que contraria a hipétese do enunciado. Suponhamos
que r intersecta a reta ¢ em (). Seja m a reta perpendicular a p, que passa em @,
e P o ponto de interseccao de m com p. Entao, pelo Teorema 1.29, existe uma
reta [, com () € [, tal que R,R, = R,,R;. Logo R,R R, = R,R,,R; = HpR,
donde resulta R.R,R, = (R,R,R,)™" = (HpR,)™' = R/Hp, por serem todas
isometrias involutivas. Novamente, pelo Teorema 1.48, estamos na presenca de

uma reflexdo deslizante (Figura 1.42). 0
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Figura 1.41: Demonstracao do Teorema 1.50, 1.°caso.

Figura 1.42: Demonstracao do Teorema 1.50, 2.° caso.

Teorema 1.51. Se v € uma reflexao deslizante com eixo de deslocamento ¢ e a é uma

1

isometria, entao aya~' € uma reflexdo deslizante com eizo de deslocamento a(c).

Demonstracao. Suponhamos que v é uma reflexao deslizante com eixo de desloca-

mento ¢ e que a é uma isometria. Pelo Teorema 1.49, 4% # ¢, pois ¥ é uma translacao
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1

nao trivial que fixa c¢. Logo, pelo Lema 1.39, aya™" nao é uma isometria involutiva.

Por outro lado, aya™ é uma isometria fmpar que fixa a(c), porque v também é uma
1

isometria impar (Lema 1.40) e ayala(c) = ay(c) = a(c). Assim, aya™' é uma

reflexdo ou é igual ao produto de trés reflexdes (Teorema 1.36). Como a reflexao é

1 ¢ igual ao produto de trés reflexdes em retas que

involutiva, concluimos que avya~
nao sdo concorrentes num ponto nem tém uma perpendicular em comum (pois se tal
acontecer, pelos Teoremas 1.27 e 1.29, o produto das tres reflexoes reduz-se a uma sé
reflexao), sendo portanto uma reflexdo deslizante (Teorema 1.50). Como fixa a reta

alc), aya™t é a reflexao deslizante de eixo de deslocamento «a(c). O

1.14 Classificacao das isometrias do plano

Nesta seccao, procedemos a classificagao das isometrias do plano.

Teorema 1.52. Uma isometria impar ¢ um reflexdao ou uma reflexao deslizante.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.36, sabemos que uma isometria impar é uma reflexao
ou o produto de trés reflexoes. Por outro lado, dos Teoremas 1.27 e 1.29, concluimos
que o produto de trés reflexdes é igual a uma reflexao no caso em que os trés eixos sao
concorrentes num ponto ou no caso em que sao perpendiculares a uma quarta reta.
Nos restantes casos, ficou provado no Teorema 1.50 que o produto de trés reflexoes é
uma reflexao deslizante. Logo, uma isometria impar é uma reflexao ou uma reflexao

deslizante, conforme se pretendia demonstrar. O

Teorema 1.53. Uma isometria par é uma rotacao ou uma translacao ou a identidade.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 1.36, uma isometria par é igual ao pro-
duto de duas reflexoes. Por outro lado, no Teorema 1.30, conclui-se que o produto de
duas reflexoes é igual a uma rotagao, a uma translacao ou a identidade. Por conse-
guinte, uma isometria par é uma rotagao, uma translacao ou a identidade, conforme

se pretendia demonstrar. O

Podemos, agora, apresentar o teorema de classificagao das isometrias do plano.



1.14 Classificagao das isometrias do plano 63

Teorema 1.54. Uma isometria nao trivial do plano é uma translagao, uma rotagao,

uma reflexao ou uma reflexao deslizante.

Demonstracao. A demonstracao é imediata tendo em conta os Teoremas 1.52 e 1.53.
U

A partir destes resultados, podemos retirar algumas conclusoes interessantes, por
exemplo, ao revisitar o Teorema 1.23. Verificou-se que, se os triangulos A[ABC| e
A[DEF]| sao congruentes, entdo existe uma tnica isometria a tal que a(A) = D,
a(B) = E e a(C) = F. No Teorema 1.21, provou-se a existéncia de uma isometria
nestas condigoes. Considerou-se, para tal, dois casos. No primeiro caso, supos-se que
os triangulos tinham a mesma orientagao e a isometria encontrada resultou do produto
de uma translagao com uma rotacao, portanto, do produto de duas isometrias pares.
Para o segundo caso, em que se considerou os triangulos com orientagoes diferentes, a
isometria foi obtida do produto de uma reflexao com uma rotagao, ou seja, do produto
de uma isometria impar com uma isometria par. Posto isto, o préximo teorema fica

demonstrado.

Teorema 1.55. Se os triangulos A[ABC] e A[DEF| sdo congruentes, entdo a unica
isometria a tal que a(A) =D, a(B)=FE ea(C)=F é:

(a) uma isometria par (uma translagao nao trivial, uma rotagdo nao trivial ou a

identidade) se os triangulos apresentam a mesma orientagdo;

(b) uma isometria impar (uma reflexio ou uma reflexdo deslizante) se os triangulos

apresentam orientacoes diferentes.

Este resultado nao é surpreendente se tivermos em conta uma propriedade das
quatro isometrias basicas, que decorre das respetivas defini¢oes: as isometrias pares
preservam a orientacao dos angulos, enquanto que as isometrias impares invertem a

orientacao dos angulos.






Capitulo 2

Simetrias de uma figura plana

2.1 O conceito intuitivo de simetria

Em todas as culturas do mundo, incluindo as que remontam aos tempos pré-
-histéricos, o ser humano desenvolveu uma compreensao intuitiva do conceito de si-
metria, interpretando-a como uma harmonia das propor¢oes. Em linguagem corrente,
“simetria” é um conceito vago, que esta em geral associado a algo que torna os objetos

e as figuras visualmente “agradaveis”.

Segundo Tan Stewart, um conhecido matematico britanico, “a mente e a cultura
humanas desenvolveram um sistema formal de pensamento para recolher, classificar e
explorar padroes. Chamamos-lhe «Mateméticas. [...| Usando a Matematica para or-
ganizar e sistematizar as nossas ideias sobre padroes, descobrimos um grande segredo:
os padroes da Natureza nao se encontram la apenas para serem admirados, sao pistas
vitais para as regras que governam os processos naturais” [27]. Os padroes criados
pelo Homem, nas suas diferentes manifestagoes artisticas, constituiram precisamente

uma forma de imitar a simetria que admirava na Natureza.

A simetria tem uma presenca importante na Natureza e na Arte e a Matematica
estd na raiz da andlise dessa presenca. A arquedloga Dorothy Washburn e o ma-
tematico Donald Crowe desenvolveram em [32, 33] um estudo exaustivo das simetrias
que caracterizam os padroes provenientes de muitas culturas a volta do mundo. Este

trabalho inspirador apresenta uma andlise da estrutura simétrica de muitos padroes

65
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em estreita ligacao com diversos aspetos culturais. Os investigadores analisam bor-
dados Nazca, téxteis Quechua, micangas Zulu, objetos de ceramica do Vale Sagrado
dos Incas, entre outros exemplos. Nesta linha, destaca-se também o trabalho de Peter
Stevens [26], que apresenta uma compila¢do muito interessante de padroes de diferen-

tes proveniéncias, organizados de acordo com a sua classificacao matematica.

Note-se que o trabalho do matematico consiste, precisamente, em encontrar, es-
tudar e classificar todo o tipo de padroes. Esta tarefa, por vezes ardua, ajuda-nos
a compreender melhor a realidade que nos rodeia. Ao tentar classificar, quanto aos
tipos de simetria, os padroes geométricos que encontramos no nosso caminho, per-
cebemos melhor como funciona o trabalho de um matematico e a sua preocupacgao
em organizar a informagao “por prateleiras”, de acordo com determinados critérios

estabelecidos previamente.

Em seguida, apresentamos uma abordagem informal ao conceito de simetria. No
livro que publicou recentemente, Eduardo Veloso [30] introduz o tema de forma ma-
gistral, apelando a intuigao do leitor. Comeca por observar que hé figuras com “mais
simetria” do que outras. Por exemplo um quadrado é “mais simétrico” do que um
retangulo. Mas qual serd o motivo por detras dessa diferenca? Por enquanto, o

conceito de “simetria” continua vago, ha que defini-lo com maior rigor.

Encontramos simetria numa figura sempre que uma determinada transformacao
mantém a figura invariante na medida em que, depois de submetida a essa trans-
formacao, a figura permanece globalmente inalterdavel!. Uma transformacio que sa-

tisfaca estes requisitos diz-se uma simetria da figura.

Desde logo, ha uma consequéncia que se destaca da definicao de simetria: as
transformacoes utilizadas tém de ser isometrias, pois para que a figura permaneca
invariante é condicao necesséaria que as distancias entre os seus pontos nao se alterem.
Desta forma, as transformacoes utilizadas terao que ser reflexoes, translacoes, rotagoes
ou reflexoes deslizantes. Contudo, esta nao é uma condic¢ao suficiente, uma vez que as
figuras deverao permanecer globalmente invariantes e, portanto, na “mesma posicao”.
Isto significa que, para que uma isometria seja uma simetria de uma figura, a figura

por ela transformada deve sobrepor-se a figura inicial.

!Esta propriedade diz respeito ao “todo” e nao as suas “partes”, o que significa que alguns dos

pontos da figura poderao nao permanecer na mesma posicao depois de aplicada a transformagao.
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Antes de apresentar uma definicdo formal de simetria, vejamos, através de um
exemplo, o valor deste conceito quando comparamos figuras. Consideremos trés

triangulos: um escaleno, um isésceles e um equilatero (Figura 2.1).

Figura 2.1: Triangulos escaleno, isésceles e equilatero.

A “harmonia” do triangulo equilatero é maior do que a do triangulo isosceles e a
deste maior que a do triangulo escaleno. Vamos contar as simetrias de cada triangulo

para fazer essa avaliacao.

Analisemos, em primeiro lugar, o triangulo escaleno. Que transformagoes podere-
mos realizar de modo a que a figura fique invariante? Percebemos rapidamente que
existe apenas uma simetria que deixa o triangulo escaleno invariante, que consiste em
nao fazer movimento algum. Ou seja, esta simetria do triangulo escaleno nao é mais

do que a isometria identidade (Figura 2.2).

B=B'

Figura 2.2: Simetrias do triangulo escaleno.

Vejamos agora quantas simetrias tem o triangulo isésceles. Além da identidade,
percebemos que temos outro modo de fazer coincidir a figura transformada com a
figura inicial. Como se reconhece imediatamente, esta simetria, em termos de iso-
metrias, corresponde a reflexdo de eixo f (Figura 2.3). Assim, identificamos duas

simetrias para o triangulo isosceles.
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Figura 2.3: Simetrias do triangulo isdsceles.

Por tltimo, analisemos quantas simetrias tem o triangulo equildtero. Recorrendo
a um procedimento analogo ao caso anterior, percebemos claramente a existéncia de
trés simetrias de reflexao: reflexao de eixo 7, reflexao de eixo g e reflexao de eixo h
(Figura 2.4).

Figura 2.4: Simetrias de reflexao do triangulo equilatero.
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Outro tipo de transformacao que deixa invariante o triangulo equilatero consiste
numa rotacao de 120° em torno do centro do triangulo equilatero. Todos os pontos
do triangulo equilédtero, exceto o centro, mudam de posi¢cao mas no entanto, depois

de aplicar a rotacao, o triangulo inicial e o triangulo final coincidem.

Note-se que a sobreposi¢ao também pode ser obtida com rotagoes, com o mesmo
centro, de 240° e de 360°. No entanto, a rotacao de 360° mantém todos os pontos do
triangulo fixos. Estamos, assim, perante uma simetria que ja tinha sido considerada,
a identidade (Figura 2.5).

Figura 2.5: Simetrias de rotacao nao triviais do triangulo equilétero.

Finalizado o estudo dos trés triangulos, a contagem das simetrias distingue-os de

forma expressiva:

e uma simetria para o triangulo escaleno: a isometria identidade (que fixa todos

os pontos do plano);

e duas simetrias para o triangulo isésceles: a identidade e uma simetria de reflexao;

e seis simetrias para o triangulo equildtero: a identidade, duas simetrias de rotagao

nao triviais e trés simetrias de reflexao.
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2.2 Definicao matematica de simetria

Considere-se uma figura § do plano (conjunto de pontos do plano). Seja o € J
uma isometria e denote-se por § a imagem de § por meio de o, § = a(F). A isometria
a diz-se uma simetria da figura § se §F' = §. Nestas condicoes, diz-se que a deixa a

figura § globalmente invariante ou que fixa §.

Seja § uma figura qualquer. Procurar as simetrias de § traduz-se, portanto, em en-
contrar as isometrias do plano que deixam § invariante. Sabemos, pelo Teorema 1.54,
que existem apenas quatro tipos de isometrias: as reflexoes, as translagoes, as rotagoes

e as reflexoes deslizantes.

Em seguida, classificamos as simetrias de uma dada figura. Antes recordamos que
uma rotacao de ordem n, para um determinado n € IN, é uma rotacao associada a

um angulo de amplitude 360/n graus.

Se uma reflexao, uma translacao, uma rotacao de ordem n ou uma reflexao des-
lizante deixa uma determinada figura globalmente invariante, diz-se que essa figura

tem, respetivamente, uma

o simetria de reflexao (ou simetria axial); o eixo de reflexdo designa-se por eizo

de stmetria da figura;
o simetria de translagao (ou simetria translacional);
e simetria de rotagdo de ordem n (ou simetria rotacional de ordem n);

o simetria de reflexao deslizante.

Se uma rotacao de ordem 2, ou seja, uma rotacao de 180°, também designada por
meta-volta, deixa uma figura globalmente invariante, dizemos que essa figura tem uma
simetria central. O centro de rotacao da meia-volta designa-se, neste caso, por ponto

de simetria da figura.

No caso geral, um ponto P diz-se um centro de ordem n de uma figura, para um
determinado n € IN, se a figura tiver uma simetria de rotacao de ordem n centrada

nesse ponto.

Definido o conceito de simetria de uma figura, é chegado o momento de aplicar

esse conceito ao estudo das simetrias das figuras do plano.
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2.3 Grupo de simetria: definicao e propriedades

Dada uma figura §, designa-se por Sim(§) o conjunto das simetrias de §, ou seja,

o conjunto das isometrias do plano que deixam § (globalmente) invariante.

Prova-se, de seguida, que este conjunto, munido da composicao de fungoes, é um

grupo (subgrupo do grupo J de todas as isometrias do plano).

Teorema 2.1. Seja § uma figura qualquer do plano. O conjunto Sim(§) das suas
simetrias admite uma estrutura de grupo em relacdo a composicao ou produto de

funcaoes.

Demonstracdao. Seja § uma figura do plano. A isometria identidade, ¢, fixa todos os
pontos do plano e, portanto, todas as figuras. Desta forma, pertence trivialmente a
Sim(F). Além disso, se a e 3 sdo simetrias de §, o seu produto a o 5 é uma simetria

de §, uma vez que
ao f(F) = a(8(F)) = a(F) =T

1

Por fim, Se a é uma simetria de §, a sua inversa a~" é também uma simetria de §,

pois

o que permite concluir o pretendido. O

Como consequéncia deste resultado e do Teorema 1.14 d), concluimos que se uma
figura tiver um centro de rotacao de ordem n num ponto C', entao o seu grupo de
simetria devera conter n simetrias de rotacao: a rotacao de centro C' e de amplitude
360/n graus e todas as outras centradas no mesmo ponto cuja amplitude é um miltiplo

desse valor.

Vejamos dois resultados que decorrem do teorema anterior.

Teorema 2.2. Se m for um eizo de simetria de uma figura § e a uma simetria de

S, entdo a(m) € um eizo de simetria de §.

Demonstracao. Seja m um eixo de simetria de uma figura §. Entao, por definicao,

R, é uma simetria de §. Como « é uma simetria de § e Sim(§) um grupo, concluimos
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que aR,,a~! pertence Sim(gF). Mas, pelo Teorema 1.41,
OszOz_1 = Ra(m).

Logo, Ra(m) também é uma simetria de §, pelo que o(m) é um eixo de simetria da
figura §. O

Teorema 2.3. Se P for um ponto de simetria de uma figura § e o uma simetria de

S, entdo a(P) € um ponto de simetria de §.

Demonstracao. Demonstracao andloga a do teorema anterior. O

2.4 Grupo de simetria: alguns exemplos demons-

trativos

Nesta seccao, pretendemos identificar grupos de simetria de figuras planas. Utiliza-
remos, para isso, alguns exemplos resultantes do levantamento efetuado nas calcadas
da ITha de Sao Miguel, nos Agores. A recolha completa sera objeto da nossa atencao
na Parte II deste trabalho.

Encontramos padrées matematicos sempre que observamos um motivo que se re-
pete sucessivamente. Para a classificacao matematica desses padroes, nao interessa
propriamente se o motivo é uma estrela, uma cobra, um desenho abstrato ou outra
coisa qualquer, mas sim o modo como se processa essa repeti¢do. Por outras pala-
vras, interessa-nos estudar as isometrias do plano que deixam uma determinada figura

invariante, caracterizando, por conseguinte, o grupo de simetria dessa figura.

Para facilitar esta andalise matematica, devemos considerar os padroes da arte
decorativa que nos interessam estudar como figuras do plano. Além disso, devemo-nos
abstrair de pequenas imperfeicoes ou irregularidades que possam existir e trabalhar
com apenas duas cores. Em cada uma das figuras estudadas, uma das cores é o fundo
(a cor do plano) e a outra cor é a que é utilizada para desenhar a figura, ou seja, é a
que corresponde aos pontos que estao assinalados no plano. Seguimos as convencoes
adotadas por Eduardo Veloso em [30]. Também é possivel trabalhar com uma maior

variedade de cores. Para um maior desenvolvimento, aconselha-se a leitura de [31, 32].
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Procuraremos as simetrias de uma dada figura seguindo sempre a mesma ordem,
por uma questao de uniformizacao de procedimento. Assim, investigaremos as sime-

trias pela seguinte ordem:

1. simetrias de translagao;
2. simetrias de rotacao;
3. simetrias de reflexao;

4. simetrias de reflexao deslizante.

Em seguida, analisam-se alguns exemplos.

Exemplo A

No exemplo da Figura 2.6, o grupo de simetria:

1. nao tem simetrias de translacgao;
2. tem uma simetria de rotagdo, a identidade (angulo de 0°);
3. tem uma simetria de reflexao, de eixo a;

4. nao tem simetrias de reflexdo deslizante.

Exemplo B

No exemplo da Figura 2.7, o grupo de simetria:

1. nao tem simetrias de translacgao;

2. tem 5 simetrias de rotacao. As 5 rotacoes tém angulos de 72° e dos seus
multiplos: 72°, 144°, 216°, 288° e 360° (a identidade);

3. ndo tem simetrias de reflexao (os X’s s@o curvos);

4. nao tem simetrias de reflexdo deslizante.
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Figura 2.6: Exemplo A.

Figura 2.7: Exemplo B.

Figura 2.8: Exemplo C.
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Exemplo C

No exemplo da Figura 2.8, podemos concluir que o grupo de simetria:

1. nao tem simetrias de translacgao;

2. tem 8 simetrias de rotacao, de centro O. As 8 rotacgoes tém angulos de 45° e dos
seus multiplos: 45°, 90°, 135°, 180°, 225°, 270°, 315° e 360° (a identidade);

3. tem 8 simetrias de reflexao, de eixos a, b, ¢, d, €, f, g e h;

4. nao tem simetrias de reflexdo deslizante.

Exemplo D

No caso da Figura 2.9, o grupo de simetria é constituido por:

—
1. simetrias de translagdo (em nuimero infinito); o vetor PQ é o vetor de menor
comprimento que permite definir uma simetria de translacao; dizemos que a
translacao T' = T 5o tem modulo minimo; todas as poténcias de expoente inteiro

de T, T™, sao simetrias de translacao da figura (note-se que T° = v e Tﬁ_1 =T z);

2. simetrias de meia-volta (em numero infinito), estando indicados no esbogo 5

pontos de simetria;
3. nao tem simetrias de reflexao;

4. nao tem simetrias de reflexdo deslizante.

Exemplo E

Em relacao a Figura 2.10, o grupo de simetria é constituido por:

—
1. simetrias de translagdo (em ndmero infinito); o vetor P() define a translagao
T=T 76 de modulo minimo; as simetrias de translacao sao todas as poténcias

de expoente inteiro de T';
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Q
- 4

Figura 2.9: Exemplo D.

Figura 2.10: Exemplo E.

k * K *
k kK k
A b 4 -

Figura 2.11: Exemplo F.
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2. simetrias de meia-volta (em nimero infinito), com os pontos de simetria per-
tencentes a reta m representada na Figura 2.10; estao assinalados 5 pontos de
simetria; dois centros de rotacao consecutivos distam entre si metade do com-

. —
primento do vetor PQ);

3. uma simetria de reflexao de eixo m e simetrias de reflexao de eixos perpendi-
culares a m (em numero infinito); estao assinalados 5 eixos: a, b, ¢, d, e ¢;

as intersecgoes destes eixos com a reta m coincidem com os pontos de simetria;

4. nao tem simetrias de reflexado deslizante que nao sejam triviais (isto é, produtos

da simetria de reflexao de eixo m com uma qualquer das simetrias de translacao).

Exemplo F
No caso da Figura 2.11, o grupo de simetria é constituido por:

—_— —
1. simetrias de translagdo (em nimero infinito); os vetores PQ) e RS definem duas
translacoes, T" e .S, com direcoes diferentes e de médulo minimo; as simetrias de

translacao sao da forma S™T™, com m,n € Z;
2. nao tem simetrias de rotacao;

3. simetrias de reflexdo (em numero infinito), de eixos paralelos; estao assinalados

7 eixos: a, b, ¢, d, e, f e g;

4. nao tem simetrias de reflexao deslizante que nao sejam triviais.

Exemplo G
Em relacao a Figura 2.12, o grupo de simetria é constituido por:

—_— —
1. simetrias de transla¢do (em nimero infinito); os vetores AB e C'D definem duas
translacoes, T" e .S, com diregoes diferentes e de médulo minimo; as simetrias de

translacao sao da forma S™T™, com m,n € Z;

2. simetrias de rotagdo (em nimero infinito), com centros de ordem 2 (angulos de
180° e 360°) e de ordem 4 (angulos de 90°, 180°, 270° e 360°); os pontos A, B,
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1000
0000

Figura 2.12: Exemplo G.
C e D sao centros de rotacao de ordem 2, enquanto que O, P, @), R e S sao

centros de rotacao de ordem 4;

. simetrias de reflexdo (em numero infinito), com eixos segundo quatro diregoes

distintas (estao representados no esboco os eixos a, b, c e d); os centros de rotacao
de ordem 4 sao pontos de intersecgao de 4 eixos de simetria, que formam entre si
angulos de 45°; pelos centros de rotagao de ordem 2 também passam dois eixos

de simetria perpendiculares;

. simetrias de reflexao deslizante ndo triviais (em nimero infinito), segundo duas

diregdes distintas (os eixos de deslocamento estdo representados a tracejado
na figura); os eixos de deslocamento sdo perpendiculares e intersectam-se nos
centros de rotagao de ordem 2; entre dois eixos de deslocamento consecutivos
existe um eixo de reflexao paralelo a ambos; a distancia do eixo de reflexao a
qualquer um dos eixos de deslocamento é metade da distancia entre os eixos de

deslocamento.

Breves consideracoes sobre os exemplos apresentados

Distinguimos claramente trés tipos de figuras:

e figuras limitadas, que nao tém simetrias de translacao ou de reflexao deslizante;

estas figuras apresentam sempre simetrias de rotacao (no minimo, a identidade),
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podendo ter ou nao simetrias de reflexdo (exemplos A, B e ('); chamam-se

rosdceas;

e figuras formadas pela repeticao de um motivo ao longo de uma faixa, estendendo-
-se indefinidamente para a esquerda e para a direita (exemplos D e E); sdo os

frisos;

e figuras formadas pela repeticao de um motivo no plano, indefinidamente e em
todas as diregoes (exemplos F' e GG); sdo os chamados padrées bidimensionais

ou papéis de parede?.

2.5 Dos grupos de rosaceas aos grupos de padroes

bidimensionais

Nesta seccao, pretende-se determinar o grupo de simetria do conjunto de pontos
formado pelos vértices de um poligono regular. Por simplificagao, passaremos a de-
signar este grupo por grupo de simetria de um poligono regular. Falaremos também

em grupos de simetria de outros poligonos. Consideremos as seguintes definicoes.

Sejam Py, P, ..., P, pontos distintos e P,,1 = P, P12 = P5. Se os segmentos de
reta [P, Pij1],i = 1,2,...,n, ndo tiverem pontos em comum para além dos extremos, a
uniao dos segmentos [P, P;11] forma uma linha poligonal fechada que define o poligono
de vértices P;, denotado por [P P, ... P,]. Este poligono tem lados [P;P,41] e angulos
/PP 1 Po,i=1,2,...,n.

Um conjunto de pontos do plano diz-se convexo se, para quaisquer dois pontos A
e B desse conjunto, todos os pontos entre A e B pertencerem também ao conjunto
considerado, ou seja, se o segmento [AB] estiver contido nesse conjunto. Um poligono

regular é um poligono convexo com todos os lados e todos os angulos congruentes.

2Alguns autores designam estas figuras simplesmente por padrées. Optou-se por ndo seguir esta
terminologia, de forma a que a palavra “padrao” possa designar, sem ambiguidade, qualquer tipo de
figura que apresente um motivo que se repita. Por outras palavras, ao longo deste texto, um padrao

pode ser uma rosacea, um friso ou um padrao bidimensional.
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Consideremos o caso particular de um quadrado [ABC D] centrado na origem do
referencial Ozy e com um vértice sobre a parte positiva do eixo Oz, conforme se

ilustra na Figura 2.13.

Figura 2.13: Simetrias do quadrado.

Conclui-se, sem dificuldade, que o quadrado permanece invariante quando sujeito
a rotacao de centro O e amplitude 90°, p = Rp oo, € a reflexao 0 = Ry, em que h
coincide com o eixo Ox. Para além disso, tem-se p* = 02 = 1. Mas, de acordo com
o Teorema 2.1, as simetrias de uma figura do plano formam um grupo, pelo que o
quadrado ¢ invariante para as quatro rotacoes p, p%, p?, p* e para as quatro isometrias
fmpares po, p*o, p*o, plo (reflexdes de eixos, respetivamente, r, s, [ e h). Observe-
-se que, pelo Teorema 1.28, uma rotagao pode ser escrita como o produto de duas
reflexdes, o que implica que po, p*o, p*o, plo sejam isometrias impares (neste caso, sao

reflexdes), enquanto que p, p?, p3, p! sao isometrias pares.

Como A e B sao dois vértices adjacentes, as suas imagens por aplicacao de uma
determinada simetria do quadrado também terao que ser vértices adjacentes do qua-
drado. Assim, hé quatro possibilidades para a imagem do vértice A. Fixada a imagem
de A, sé ha duas possibilidades para a imagem de B, ficando as imagens dos restantes
vértices completamente definidas. Logo, existem no maximo 4 x 2 = 8 simetrias dife-

rentes, precisamente as 8 simetrias que ja foram indicadas. Por conseguinte, o grupo



2.5 Dos grupos de rosaceas aos grupos de padroes bidimensionais 81

das simetrias do quadrado é gerado pela rotagao p e pela reflexao o, ou seja, o grupo
das simetrias do quadrado é (p, o), que é um grupo de ordem 8, denotado por Dj.

Note-se que (p, o) representa o grupo gerado por p e o.
As seguintes igualdades sao de facil verificacao:

p=p" p=p% pP=pT po=op’ plo=op’ plo=op.

Em seguida, construimos a tabela de Cayley do grupo Dy. O preenchimento da
tabela até & quarta linha resulta de cdlculos simples e do facto de p* = 1. Para obter
os elementos da quinta linha, usam-se as igualdades anteriores, que também podem
ser deduzidas da forma que se segue. Note-se que op* é uma isometria involutiva, o
que resulta do facto de op* ser uma reflexdao cujo eixo passa por O. De facto, pelo
Teorema 1.14 d), como p é uma rotacao de centro O, p* é ainda uma rotacio com o
mesmo centro. Aplicando os Teoremas 1.28 e 1.29, segue-se que op* tem que ser uma

reflexao cujo eixo ainda passa por O. Logo, segue-se que

opt = (op*) " = pho = p'o,

uma vez que p* = 1. Para preencher as restantes linhas, basta multiplicar a quinta

linha, respetivamente, por p, p? e p?, e ter em conta que p* = ..

Dy v | p ||| o | po|po|po
vl e p | PP | o | po|pio|pio
p |l p | PP |0 | v | po|pa|po| o
P2l e | p | po|pa| o | po
PP e | e | pP | pPa| o | po|pio
o o |plolptoc| po| ¢ | p? 2
po | po | o |polpia| p | v | p | P
plo | pto| po | o |pPo| p* | p | v |/
plo || pPa|pPa | po | a | 0P| pP | p | ¢

Passamos, agora, para o caso geral. Considere-se um n-agono regular com n > 2,
centrado na origem com um vértice no semi-eixo positivo das abcissas. O n-agono
regular ¢ fixo por p = R, s € pela reflexao o = Ry, em que h coincide com o eixo

' on

das abcissas.
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Observe-se, ainda, que p" = 02 = 1. Uma vez que as simetrias do n-dgono regular
formam um grupo, entao o n-adgono regular é invariante para as n simetrias pares
p, P2, p3, ..., p" e para as n simetrias impares po, p?c, p?o, ..., p"o, o que significa que o
grupo das simetrias do n-agono regular tem pelo menos 2n simetrias distintas. Por
outro lado, sendo A e B dois vértices adjacentes, uma simetria arbitraria do n-agono
tem que aplicar A num dos n vértices do poligono regular e B num dos dois vértices
adjacentes a imagem de A, ficando as imagens dos restantes vértices completamente
determinadas. Portanto, hd no maximo n x 2 = 2n simetrias possiveis, donde se
conclui que existem exatamente 2n simetrias que sao as que ja foram identificadas.
Por conseguinte, as simetrias p e o geram o grupo das simetrias do n-agono regular,

que tem ordem 2n e é representado por D,,:
Dn = <p> 0> = {p> ng "‘>pn>p07 P20> “"pno.} = {L> Ps /02> --->Pn_1> 0,p0, p207 "'>pn_10}‘

Os grupos D,, com n € IN, chamam-se grupos diedrais. Para cada n € IN,
podemos definir o subgrupo de D, contendo todas as isometrias pares de D,,. Este
grupo designa-se por grupo ciclico de ordem n, representa-se por C,, e é gerado por

p =Ry e, ou seja, Cp, = (p).

Prova-se que, para cada n € IN, existe um poligono com grupo de simetria C,, e
um poligono com grupo de simetria D,,. De facto, os grupos D, e Dy sao os grupos
de simetria, respetivamente, de um triangulo isoésceles, que nao seja equilatero, e de
um retangulo, que nao seja um quadrado. Os subgrupos C e Cy sao os grupos de
simetria, respetivamente, de um triangulo escaleno e de um paralelogramo, que nao

seja um losango. Para n > 2, D,, é o grupo de simetria de um poligono regular de

Figura 2.14: Poligono de 12 lados com grupo de simetria Cg.
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n lados e o seu subgrupo C), é o grupo de simetria de um poligono de 2n lados que
se obtém de um poligono regular de n lados por um processo como o ilustrado na

Figura 2.14, no caso de n = 6. Para um maior desenvolvimento, consultar [13].

Segue-se um resultado importante que é atribuido frequentemente a Leonardo Da

Vinci (1452-1519). Antes, provamos o lema que se segue.

Lema 2.4. Se um grupo de isometrias contiver uma translacao nao trivial ou uma

reflexao deslizante, entdo esse grupo € infinito.

Demonstracao. Seja G um grupo que contém uma translacao 7. Por ser um grupo,
G tem que conter T2, o produto de T por si prépria. O mesmo se passa com qualquer
poténcia de expoente inteiro de T'. Essas poténcias sao diferentes umas das outras,
de acordo com o Teorema 1.13 d), desde que T' # . Assim, existe um nimero infinito

de elementos de G.

Suponhamos, agora, que G contém uma reflexao deslizante v. Pelo Teorema 1.49,
sabemos que +? é uma translacao diferente da identidade que fixa o eixo de desloca-
mento da reflexao deslizante v. O grupo ciclico < v? > gerado pela translacao 2
¢ infinito e contém todas as poténcias pares de 7, portanto, estd contido no grupo

ciclico < v > gerado por 7, que por sua vez esta contido em G. O

Teorema 2.5. (Leonardo Da Vinci) Um grupo finito de isometrias é um grupo ciclico

C,, ou um grupo diedral D, para algum n € IN.

Demonstracao. Seja G'um grupo finito de isometrias. De acordo com o lema anterior,
G nao pode conter nem translagoes nao triviais nem reflexoes deslizantes. Logo, G
tem apenas rotagoes e/ou reflexdes. Consideremos separadamente o caso em que GG

sO contém rotagoes e o caso em que G contém pelo menos uma reflexao.

1.° caso Suponhamos que G' é um grupo finito de isometrias contendo apenas rotagoes.

Neste caso, G = Cy; = (1) ou G contém pelo menos uma rotagao diferente
da identidade, digamos R4p9. Suponhamos que, para além de R4, G contém
também a rotagao Rpg4, com B # A. Como G é um grupo, entao a com-
posicao R;LIQRE’IQ&RA’@RB@ também pertence a G. Mas, pelo Teorema 1.45, a
composicao de rotagoes com centros distintos e cuja soma das amplitudes dos

angulos é congruente com 0 mddulo 360 graus, tem que ser uma translagao.
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2.° caso

Entao RA?}GR;Q&RA,@RB,@ que pertence a (G, é uma translacao, o que é um
absurdo pois estamos a considerar o caso em que G contém apenas rotacoes.
Logo, B = A e R;LIQRE’IQ&RA’@RB@ = . Desta forma, concluimos que todas as
rotagoes diferentes da identidade em G tém centro A, ou seja, sao do tipo R4
com 0 < 6 < 360°.

Considere-se, agora, o menor inteiro positivo 0y tal que p = Rag, pertence ao
grupo (. Para qualquer rotagao R4y em G, com 6 > 0, existe um nimero
inteiro k tal que kfy < 0 < (k + 1)y, ou seja, 0 < 0 — kby < 6p. Além disso,
Rao—ro, = RAﬂRATf“GO pertence a G. Como 6y é o menor inteiro positivo tal que
Rap, € G, tem-se 0 — kb = 0, isto é, 0 = kby. Logo, Rap = R'jwo, donde se
conclui que todos os elementos de GG sao poténcias da rotacao com centro no
ponto A e angulo #y. Por conseguinte, um grupo finito de isometrias que nao

contenha nenhuma reflexao é um grupo ciclico C,, para algum n € IN.

Suponhamos, agora, que G é um grupo finito de isometrias contendo, pelo me-
nos, uma reflexao. Observe-se que: a identidade é uma isometria par, pois
resulta do produto de qualquer reflexao por si prépria; uma isometria e a sua
inversa tém a mesma paridade; e o produto de duas isometrias pares é ainda
uma isometria par. Desta forma, conclui-se que o conjunto das isometrias pares
de G é um subgrupo finito de G. De acordo com o caso anterior, este subgrupo
é o grupo ciclico C,, para algum n € IN, sendo gerado por uma rotacao p de
centro A. As isometrias pares em G sao dadas por p, p%, p?, ..., p", com p" = L.
Suponhamos que ha exatamente m reflexdes em G. Se o é uma reflexao de G,
as n isometrias impares po, p?c, p’o, ..., p"o pertencem a G e, portanto, n < m.
Por outro lado, dos produtos das m isometrias impares por ¢ a direita resultam
m isometrias pares distintas, pelo que m < n. Consequentemente, m = n, isto

é, G contém 2n isometrias geradas pela rotacao p e pela reflexao o.

Sen =1, entdao G = (o). Sen > 1, entdo p*o, com k = 1,...,n, é uma reflexao
cujo eixo passa pelo ponto A. Note-se que, de acordo com o Teorema 1.28, toda a
rotacao escreve-se como o produto de duas reflexoes cujos eixos se intersectam no
centro de rotacao. Por seu turno, pelo Teorema 1.29, o produto de trés reflexoes
com eixos concorrentes num ponto ainda é uma reflexao cujo eixo passa por esse

ponto.
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Portanto, o grupo finito das isometrias que contém, pelo menos, uma reflexao é
o grupo diedral D,,, para algum n € IN.
U

Corolario 2.6. O grupo de simetria de um poligono é um grupo ciclico C,, ou um

grupo diedral D,,, para algum n € IN.

Demonstracdo. A demonstracao é imediata se tivermos em conta o Teorema 2.5 e o
facto de um poligono com n vértices ter, no maximo, 2n simetrias, pelo que o grupo de
simetrias de um poligono é um grupo de isometrias finito. Pelo Teorema 2.5, existem

dois grupos possiveis que sao o grupo diedral D,, e o grupo ciclico C,. O

Em seguida, apresentamos as defini¢coes adotadas para rosacea, friso e padrao
bidimensional. Nos capitulos 3 e 4, deduziremos a partir destas defini¢oes propriedades
importantes para os diferentes tipos de grupos de simetria e procederemos as respetivas
classificacoes. Daremos destaque as rosdceas e aos frisos, por terem sido praticamente
estes os padroes que encontramos no levantamento realizado, que sera objeto da nossa

atencao na Parte II desta dissertacao.

Se analisarmos os grupos de simetria das figuras dos exemplos A, B e C', apresenta-
dos na seccao 2.4, chegamos a conclusao que estes sao finitos, nao existindo simetrias
de translacao nem de reflexao deslizante. Chama-se rosdcea a toda a figura do plano

cujo grupo de simetria é finito.

Dos resultados que obtivemos para os grupos de simetria das figuras dos exemplos
D e FE, apresentados na seccao 2.4, sobressai uma caracteristica comum: existe um
numero infinito de simetrias de translacao numa tunica direcao. Chama-se friso a
qualquer figura plana cujo grupo de simetria verifique a seguinte condigao: existe
uma simetria de translacdo T, de médulo minimo o # 6), tal que as simetrias de

translacao da figura sao todas as poténcias de expoente inteiro de T%.

No caso dos exemplos F' e (G, analisados na seccao 2.4, constatamos que os grupos
de simetria contém um nimero infinito de simetrias de translagao em mais do que uma
direcao. Chama-se padrao bidimensional a qualquer figura plana § que tenha duas
simetrias de translacao, 7% e T, de médulos o, v # 0 e com direcoes diferentes,

tais que as simetrias de translacao de § sejam os produtos T%T7, para m e n inteiros.
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Figura 2.15: Fluxograma geral para a classificacao de uma figura do plano.

Terminamos esta seccao com a apresentacao do fluxograma da Figura 2.15, que
consta da lista de apéndices (Apéndice A). Este é o primeiro de uma série de fluxo-
gramas, que foram desenvolvidos como forma de auxiliar a classificagao das figuras

planas quanto ao seu grupo de simetria.

O fluxograma da Figura 2.15 fornece a classificacao geral de uma dada figura do
plano, ou seja, permite identificar de uma forma rapida se a figura é uma rosacea, um
friso ou um padrao bidimensional, constituindo um resumo esquematico das defini¢oes

apresentadas.



Capitulo 3

Rosaceas

3.1 Consequéncias da definicao de rosacea

Nesta seccao, listam-se algumas propriedades importantes que sao consequéncia

da definicao de rosacea apresentada no final do capitulo anterior.

As propriedades que se seguem surgiram naturalmente da andlise dos exemplos A,
B e C' da secgao 2.4 e foram demonstradas no Lema 2.4 e no Teorema 2.5, pelo que

carecem apenas de uma reorganizacao formal.

Teorema 3.1. Uma rosdcea nao tem simetrias de translacdo nao triviais nem de

reflexao deslizante.
Teorema 3.2. As simetrias de rotagcao de uma rosdcea tém um centro comum.

Teorema 3.3. Se uma rosdcea § tem apenas simetrias de rotagao, que nao se reduzem
somente & identidade e que supomos em nimero de n, entdo Sim(F) € constituido
! tago 20 = S a si a d 10 d ingul
pelas rotagoes p, p°, p°, ..., p" =1, em que p € a simetria de rotacao de menor angulo

Positivo.

Se uma rosacea § tem apenas simetrias de rotacao, o seu grupo de simetria Sim(§)
tem, para um certo valor de n, uma estrutura de acordo com o teorema anterior,

coincidindo, por isso, com o grupo ciclico de ordem n, C),.

87
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Teorema 3.4. Se uma rosdcea § tem pelo menos uma simetria de reflexdo, entao
Sim(§) € constituido por um nimero par 2n de simetrias, tendo n simetrias de rota¢ao
2 3 no_ - s d ~ - ‘
(p, p°,p°, ..., p" = ) com um centro comum e n simetrias de reflexdo cujos eiros

passam por aquele centro.

Para as roséceas nas condigoes do teorema anterior, o seu grupo de simetria Sim(g§)
g tituid imetrias de rotaga imetrias de reflexa incidindo®
é constituido por n simetrias de rotagdo e por n simetrias de reflexdo, coincidindo®,
portanto, com o grupo diedral de ordem n, D,,.

Ficam, assim, reorganizados os varios resultados que estiveram na base da de-
monstracao do Teorema 2.5. Note-se também que todas as simetrias de uma rosacea
fixam um ponto (o centro comum das suas simetrias de rotagao, por onde também
passam os eixos de simetria, caso existam), que normalmente se designa por centro

da rosdcea.

3.2 Fluxograma para a determinacao do tipo de
rosacea

Nesta secgao apresentamos o segundo fluxograma desenvolvido (Figura 3.1), que
consta da lista de apéndices (Apéndice B). Constitui um instrumento auxiliar na

identificacao do grupo de simetria de uma rosacea.

Considere-se uma rosacea §. De acordo com o que foi provado, apenas duas
situagoes podem ocorrer: o seu grupo de simetria é um grupo ciclico C,, (sao figuras
com n simetrias de rotagao, onde se inclui a identidade) ou um grupo diedral D,, (séo

figuras com n simetrias de rotacao e n simetrias de reflexao).

Além disso, as simetrias de rotacao tém todas o mesmo centro e estao associadas a
amplitudes de 360/n graus e aos seus multiplos. Os eixos de simetria, quando existem,

passam todos pelo centro de rotagao.

3 Afirmar que “o grupo de simetria da figura § coincide com o grupo ciclico de ordem n”, ou “com
o grupo diedral de ordem n”, nao traz qualquer tipo de problema numa linguagem menos formal.
Contudo, em termos formais, é mais correto afirmar que “o grupo de simetria da figura § é isomorfo
ao grupo ciclico de ordem n” ou “ao grupo diedral de ordem n”, grupos que foram definidos na

seccao 2.5. Na verdade, os grupos sao iguais a menos de um isomorfismo.
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Figura 3.1: Fluxograma para a classificacao das rosaceas.

Na pratica, para classificar uma rosacea quanto ao seu grupo de simetria, apenas
¢é necessario identificar o motivo que se repete em torno do centro de rotagao e contar
o nimero de repetigoes (n). Depois, resta verificar se s6 ha simetrias de rotagao (C')
ou se também h4 simetrias de reflexdo (D). O fluxograma da Figura 3.1 apresenta
alguns exemplos, constituindo-se como um instrumento de apoio a classificagao de

uma rosacea quanto ao seu grupo de simetria.

Uma figura com grupo de simetria (' é considerada assimétrica (desprovida de
simetria), uma vez que a unica forma de a transformar em si prépria é através da
rotagao trivial de 360/1 = 360 graus (ou, se preferirmos, da identidade). J4 uma
figura com grupo de simetria Dy, para além da identidade, apresenta uma simetria de

reflexao.
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Para o grupo de simetria Cy, temos uma simetria de rotagdo de 360/2 = 180 graus
e a rotacao de 180 + 180 = 360 graus (ou seja, a identidade). Para o grupo D, héa

ainda a considerar duas simetrias de reflexao (com eixos de simetria perpendiculares).

Por sua vez, o grupo C5 contém as rotagoes de 360/3 = 120 graus, 120+ 120 = 240
graus e 12041204120 = 360 graus. Para o grupo D3, ha que acrescentar trés simetrias

de reflexao. E assim sucessivamente.

3.3 Exemplos de rosaceas

Observe-se, em primero lugar, que as figuras dos exemplos A, B e C' (Figuras 2.6,

2.7 e 2.8), da seccao 2.4, tém grupos de simetria Dy, C5 e Dg, respetivamente.

Ao longo desta seccao, apresentamos novos exemplos de rosidceas em calcada
portuguesa, que resultaram da recolha efetuada. Os exemplos estao organizados de

acordo com a classificacao das rosaceas.

Figura 3.2: Grupo C — Candeléria (Ponta Delgada).



Figura 3.3: Grupo C; — Agua Retorta (Povoagao).

Figura 3.4: Grupo C; — Rotunda da Autonomia (Ponta Delgada).



Figura 3.5: Grupo C; — Mosteiros (Ponta Delgada).

Figura 3.6: Grupo Cy — Largo da Igreja (Vila Franca do Campo).



Figura 3.7: Grupo C — Pico da Pedra (Ribeira Grande).

Figura 3.8: Grupo Cy — Porto Formoso (Ribeira Grande).



Figura 3.9: Grupo C5 — Algarvia (Nordeste).

Figura 3.10: Grupo Cys — Largo da Matriz (Ponta Delgada).



Figura 3.11: Grupo D; — Ginetes (Ponta Delgada).

Figura 3.12: Grupo Dy — Largo Dr. Francisco Luis Tavares (Ponta Delgada).



Figura 3.13: Grupo D3 — Rua da Crianga (Povoagao).

Figura 3.14: Grupo D4 — Pilar da Bretanha (Ponta Delgada).



Figura 3.15: Grupo D; — Largo da Matriz (Ponta Delgada).

Figura 3.16: Grupo Dg — Pilar da Bretanha (Ponta Delgada).



Figura 3.17: Grupo Dg — Campo de S. Francisco (Ponta Delgada).

Figura 3.18: Grupo D;; — Matriz (Ribeira Grande).



Capitulo 4

Frisos

4.1 Os sete grupos de frisos

Neste capitulo, pretendemos explorar as consequéncias da definicao de friso apre-
sentada no final do Capitulo 2, e proceder a uma classificacao dos diferentes tipos de

frisos que podemos encontrar.

Identificamos frisos em desenhos decorativos que se caracterizam pela presenca de
um motivo que se repete periodicamente numa tunica diregao. Isto é, os frisos sao
figuras que admitem necessariamente simetrias de translagao segundo uma mesma

diregao.

Formalmente, chama-se friso a qualquer figura plana cujo grupo de simetria veri-
fique a seguinte condicao: existe uma simetria de translacao 7%, de médulo minimo
u £ 6), tal que as simetrias de translacao da figura sao todas as poténcias de ex-

poente inteiro de T4 .

No estudo dos frisos, adotaremos algumas convencoes estabelecidas por Eduardo
Veloso em [30]. Nos frisos estudados, assumiremos, sem perda de generalidade, que a
diregao do vetor u, que determina a translacao Tz, é “horizontal” e que o friso estd
contido numa faixa limitada por duas retas horizontais, o que implica a existéncia de
uma reta horizontal m, a meia distancia entre aquelas duas retas, que designamos por
eizo central do friso (Figura 4.1). Alguns autores designam esta reta por centro do
friso [4].
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Figura 4.1: Eixo central m de um friso.

Um friso pode apresentar outras simetrias, para além das de translacao. Tendo
em conta a convencao estabelecida, podemos falar, sem ambiguidade, em reflexao
horizontal (quando o eixo de simetria coincide com o eixo central m do friso) e em

reflexdes verticais (quando os eixos de simetria sdo perpendiculares a m).

Alids, a existir alguma simetria de reflexdo do friso, ela s6 podera ser de um dos
dois tipos referidos (ou seja, o eixo de simetria terd que coincidir com m ou ser per-
pendicular a m). Da mesma forma, a existir simetria de rotagdo, a sua amplitude
terd de ser 180°: a chamada meia-volta. Além disso, o ponto de simetria tem que
pertencer ao eixo central m do friso. A razao é simples. Como o motivo se repete
ao longo de uma faixa, segundo uma tunica direcao, a aplicacao de uma rotacao com
amplitude diferente de 180 graus, ou com centro que nao pertenca a m, teria como
consequéncia deslocar o friso para “fora da faixa” (ou seja, a figura transformada nao
poderia coincidir com a figura original, pelo que a transformacao nao seria uma sime-
tria do friso). O mesmo se passaria se aplicassemos reflexoes dferentes das referidas

acima.

Também ¢é facil verificar que uma reflexao deslizante do plano apenas pode deixar
um friso invariante se o seu eixo de deslocamento coincidir com o eixo central m
do friso, o que implica que a direcao da respetiva translacao também tenha que ser
horizontal. Além disso, se a reta m de um determinado friso for um eixo de simetria,
entao esse friso apresenta um numero infinito de simetrias de reflexao deslizante, que

resultam do produto da reflexao de eixo m com uma qualquer simetria de translacao
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do friso. Dizemos que estas simetrias de reflexao deslizante sao triviais, pois os dois
fatores em que se decompoem ja sao simetrias do friso. Por isso, nao teremos em
conta este tipo de simetrias. Doravante, consideraremos apenas simetrias de reflexao
deslizante nao triviais nos diferentes exemplos de frisos que estudaremos. S6 poderao
existir simetrias de reflexao deslizante nao triviais quando o eixo central do friso nao
for um eixo de simetria (por exemplo, o eixo central m do friso da Figura 4.1 é um

eixo de simetria, pelo que as simetrias de reflexdo deslizante do friso s@o triviais).

Afirmar que um friso tem uma simetria de reflexao deslizante (nao trivial) significa,
portanto, que existe uma translacao Ty (em que ¢ tem a dire¢ao do eixo central m) que
composta com a reflexao R,,, de eixo m, resulta numa simetria de reflexao deslizante

R, T. Note-se que Ty nao pode ser uma simetria de translacao do friso, caso contrario
RngTﬁ_ L= R, T;T 3= R,,

também tem que ser uma simetria do friso, o que contradiz o pressuposto de que m
nao é um eixo de simetria do friso. Por outro lado, T2 tem que ser uma simetria de

translacao do friso. Com efeito, se R,, T3 é uma simetria da figura, entao
RnTsR, Ty = Ry Ry T Ty = T2

também é uma simetria da figura. Note-se que, no Teorema 1.46, verificou-se que
a ordem pela qual se realiza o produto dos dois fatores em que se decompode uma

reflexdo deslizante nao é relevante.

Por fim, observe-se que se T; é uma translacao do friso de médulo minimo i,
entdao T2 nao pode ser igual a uma poténcia de expoente par de T;. Caso contrério,
se T3 = T2" entao Ty = T4 seria uma simetria de translagdo do friso. Desta forma,
T2 tem que ser igual a uma poténcia de expoente fmpar de Ty, isto é, ¥ = 1/24, ou
U=3/2u,ouv =>5/2u, ...

Em sintese, num friso, além das simetrias sempre presentes de translagdo (numa

unica dire¢do), podem existir ainda as seguintes simetrias:

1. Simetrias de rotagao: as simetrias de rotacao possiveis sao simetrias de meia-

-volta (simetrias de ordem 2), com centros sobre a reta m, eixo central do friso;

2. Simetrias de reflexao: as simetrias de reflexao possiveis sao a reflexao de eixo

m ou reflexoes de eixo perpendicular a m;
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3. Simetrias de reflexao deslizante: quando existem simetrias de reflexao des-
lizante (ndo triviais), o eixo de deslocamento é sempre o eixo central m do friso
e os médulos das translacoes correspondentes assumem valores iguais a metade
dos modulos dos vetores que determinam as simetrias de translagao que sao

poténcias impares da translacao de médulo minimo do friso.

Como consequéncia, constatamos que todas as possiveis simetrias de um friso fixam

obrigatoriamente o seu eixo central.

Em seguida, demonstramos formalmente que existem apenas sete tipos distintos

de frisos. Para ja, convém clarificar quando é que dois frisos sao “do mesmo tipo”.

Para cada friso §, representamos o conjunto das suas simetrias por Sim({§). Como
sabemos, este conjunto forma um grupo, quando munido da composicao de fungoes.
Tendo em conta a definigao de friso, Sim(§) contém uma infinidade de simetrias de
translacdo numa diregao. Para além disso, vimos que Sim(§) pode conter simetrias
de meia-volta; simetrias de reflexao de eixo vertical; uma simetria de reflexao de eixo

horizontal; e simetrias de reflexao deslizante nao triviais.

Diremos que dois frisos, §1 e §2, sao do mesmo tipo se os seus grupos de simetria,
Sim(F1) e Sim(F2), forem isomorfos. Em particular, os dois grupos de simetria contém
os mesmos tipos de isometrias basicas. Note-se que se estabeleceu o mesmo tipo de

terminologia na classificacao das rosaceas, no capitulo anterior.

Vejamos, agora, quantos tipos de frisos existem. Considerando todas as com-
binagoes possiveis entre os diferentes tipos de simetrias que podem figurar no grupo
de simetria de um friso (transla¢oes, meias-voltas, reflexdes de eixo vertical, reflexao
de eixo horizontal e reflexdes deslizantes), somos conduzidos a admitir a existéncia de
dezasseis grupos de simetria. De facto, se contarmos os grupos que admitem apenas
translagoes e os que admitem dois, trés, quatro ou os cinco tipos possiveis de simetrias,

obtemos:

Co4+CH+Cy+Ci+Cl=14+4+6+4+1=16.

Todavia, tendo em conta as propriedades das transformacoes em causa e o modo
como estas se relacionam entre si, verificamos que nove das dezasseis possibilidades se
reduzem as restantes sete, por resultar de incompatibilidades ou duplica¢oes que vao

surgindo no processo de criacao de conjuntos cada vez mais amplos de simetrias.
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Facamos um estudo construtivo que nos permitira identificar e descrever os sete

grupos de frisos.

Usaremos o motivo representado na Figura 4.2 para construir exemplos demons-
trativos dos diferentes tipos de frisos e analisar os respetivos grupos de simetria. A
escolha nao foi aleatéria, pois é conveniente optar-se por motivos assimétricos, ou seja,
por motivos com grupo de simetria ', de forma a nao condicionar a classificacao a
realizar. Para cada tipo de friso encontrado, apresentaremos também um exemplo
em calgada portuguesa, obtido no levantamente realizado e que serd objeto da nossa

atencao na Parte II desta dissertacao.

Figura 4.2: Motivo usado na construcao dos frisos.

Nos esbocos dos frisos apresentados, identifica-se sempre o eixo central do friso, os
pontos e eixos de simetria e os eixos de deslocamento, caso existam. Note-se que os
simbolos utilizados nao sao parte integrante dos frisos em questao, apenas auxiliam a

identificagao das respetivas simetrias.

Iniciamos este estudo considerando uma reta m e um ponto A pertencente a m.
Apresentaremos os sete grupos de frisos com eixo central m. Na abordagem a desen-

volver, consideraremos a seguinte notagao:

o A, =T"(A), com T uma simetria de translagao associada a um vetor de médulo
minimo e n € Z (A= Ay =T°(A));

e M, é o ponto médio de [A,A,11], n € Z;

o M, =T"(M),neZ, em que M = M, é o ponto médio de [AA,] (Figura 4.3).
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Figura 4.3: Notacao utilizada na descoberta dos 7 grupos de frisos.

Grupo gerado por uma translagao

Seja T uma translagao nao trivial que fixa a reta m (ou seja, o vetor que define a
translacao deve ter a dire¢cao de m). O grupo gerado por T é constituido apenas por

translagoes da forma T", com n € Z, todas elas com a mesma direcao.

Assim, pertencem ao grupo < T > (Figuras 4.4 e 4.5):

— as translagoes 1", para todo o n € Z.

Figura 4.4: Friso que admite < T" > como grupo de simetria.

Figura 4.5: Rua Margarida de Chaves (Ponta Delgada).
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Grupo gerado por uma translacao e por uma meia-volta

Consideremos o grupo < T, Hy >, com H,4 a meia volta de centro A. Os ele-
mentos do grupo considerado siao da forma T H%..T1H"?" com i; € Z, para
j =1,2,....2n. Note-se que T'H, é uma meia-volta (Teorema 1.45). Logo, TH4 é
uma involucao, TH4 = (TH4)™!, e consequentemente TH4 = HoT . Assim sendo,

qualquer elemento do grupo < T, H4 > pode ser escrito na forma 7% H ip comi,) € Z.

As simetrias do grupo sao:

~ se j for par, T'H’, = T"

— se j for fmpar e i for par, T"H, = T'Hx = Ha, ;
2

— se j for impar e ¢ for impar, Tin =T'Hy = HMiEﬁ

Qualquer elemento do grupo é uma translagao ou uma meia-volta. E de notar que

<T,Hy>=< Hp,Hy >, poisT = HyHy e THy = Hy (Teorema 1.16).

Assim, pertencem ao grupo < T, Hy >=< Hy, Hy; > (Figuras 4.6 e 4.7):

— as translagoes do grupo < T >;

— as meias-voltas de centros A, e M,, paran € Z.

Figura 4.6: Friso que admite < T, H4 > como grupo de simetria.
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Figura 4.7: Rua Dr. Guilherme Pocgas (Ponta Delgada).

Grupo gerado por uma translagao e por uma reflexao de eixo

horizontal m

Consideremos o grupo < T, R,,, >. A translacao T fixa a reta m, o que implica que
TR,, = R, T (Teoremas 1.26 e 1.44). Todo o elemento do grupo é da forma T'R/
com 1,j € Z.

As simetrias que fazem parte deste grupo sao:
— se j for par, T'R} =T
— se j for impar e i = 0, T°R}, = R,,;

— se j for impar e i #£ 0, T"R/, = T'R,,, ¢ uma reflexao deslizante (trivial), tendo

como eixo a reta m e que aplica A em A;.
Assim, pertencem ao grupo < 7T, R,, > (Figuras 4.8 e 4.9):

— as translagoes do grupo < T >;
— a reflexao R, tendo como eixo a reta m;

— as reflexdes deslizantes (triviais) 7" R,,, para n € Z\{0}.
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Figura 4.8: Friso que admite < T, R,,, > como grupo de simetria.

Figura 4.9: Mosteiros (Ponta Delgada).

Grupo gerado por uma translacao, uma meia-volta e uma re-

flexao de eixo horizontal m

Consideremos o grupo < T, H4, R,, >. Analisando as isometrias geradoras, veri-
ficamos que o grupo admite, como seus subgrupos, os grupos de frisos apresentados
até ao momento. Assim, sao isometrias do grupo em estudo, todas as isometrias iden-
tificadas nos grupos anteriores. No entanto, as isometrias de < T', H4, R,, > nao se
reduzem as referidas anteriormente. Os elementos do grupo em questao sao da forma
THH2RS. T2H% " Ris» comi; € Z, paraj=1,2,...,3n. Como THy = HyT™",
TR,, = R, T e HyR,, = R,,H4, todo o elemento do grupo pode ser escrito na forma

Tinan, com i, j, k € Z (a tultima igualdade deve-se aos Teoremas 1.28 e 1.44).
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Assim,

se j for par, Tinan = T'RE serd um elemento de < T, R,, >, para quaisquer

inteiros 7 e k;

se k for par Tin;an = Tin; serd um elemento de < T, H4 >, para quaisquer

inteiros 7 e j;

se i for par e j e k forem ambos fmpares, T°H4RF, = T'HaR,,, = Ha, Ry = Rs
2 2
com s:i a reta perpendicular a m no ponto A.:; note-se que podemos escrever
2 2
R, = Hy, R, ,;
2 2

se i, j e k forem fmpares, Tin;an =T'HsR,, = Hy, , Ry = Ry, |, com ta
i1 i1

2
a reta perpendicular a m no ponto Mi-1; note-se que R,,, = Hyr, |, Ry, ;.
2 2 =

Importa relembrar que no estudo do grupo < T, H4 >, concluimos que T°Hs = Hy , ,
2

quando ¢ é par, e T°Hy = Hy, ,, quando ¢ é fmpar.

2

E também de referir que < T, Ha, R,, >=< T,Rs,R,, >, pois Hy = R, R, e

Ry =

R,,H4. Assumiremos s = sg, assim como t = tg.

Assim, pertencem ao grupo < T, Ha, R,, >=<T, R, R,;, > (Figuras 4.10 e 4.11):

as translacoes do grupo < T >;

a reflexao R,, tendo como eixo a reta m;

as reflexdes tendo como eixos as retas s, e t,, para todo o n € Z,
as meias-voltas de centros A, e M, para todo o n € Z,

as reflexoes deslizantes (triviais) T"R,,, para n € Z\{0}.

Grupo gerado por uma translagao e por uma reflexao segundo

uma reta perpendicular a m

Consideremos a reta s, perpendicular a m no ponto A. Analisemos o grupo

< T,Rs; >. A isometria TR, é uma reflexao segundo uma reta perpendicular a m
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Figura 4.10: Friso que admite < T, H4, R,, > como grupo de simetria.

Figura 4.11: Rua do Contador (Ponta Delgada).

(Teoremas 1.26 e 1.27), portanto é uma involugao e consequentemente TR, = R,/T .
Assim, os elementos do grupo em questao sao da forma T°RJ, com i e j nimeros
inteiros. Como qualquer elemento do grupo se escreve como um produto de reflexoes
segundo retas paralelas, de acordo com a paridade da isometria, o produto serd uma
reflexao segundo uma reta perpendicular a m ou uma translagao com a direcao de m.

Identifiquemos, as isometrias que compoem o grupo < 1T, Ry >:

— se j for par, T°R, = T¥

— se j for impar e i for par, T'R} = T'R, = Rs, RsR; = Rs,, com s: a reta
2 2

perpendicular a m no ponto A i
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Figura 4.12: Friso que admite < T, Ry > como grupo de simetria.

Figura 4.13: Rua Mae de Deus (Ponta Delgada).

— se j for fmpar e i for impar, TR/ = T'R, = R;, , R;Rs = R;, ,, com taa
2 2
reta perpendicular a m no ponto M it

Assim, pertencem ao grupo < 7T, Ry > (Figuras 4.12 e 4.13):

— as translagoes do grupo < T >;

— as reflexoes tendo como eixos as retas s, e t,, para todo o n € Z.

Grupo gerado por uma translagao, uma meia-volta e por uma

reflexao segundo uma reta perpendicular a reta m

Seja | uma reta perpendicular a m num ponto P. Consideremos o grupo
< T ,Hy, R >. O grupo < T, H4 > é um subgrupo de < T, Hy, R; >, como tal

fazem parte do grupo em questao as meias-voltas de centros A, e M,, para todo o
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inteiro n. Como vimos na péagina 108, R,, obtém-se do produto de uma meia-volta
centrada num ponto A; ou M; com uma reflexao de eixo vertical que passa por esse
ponto. Logo, se P = A; ou P = M;, para algum inteiro 7, a reflexao R,, pertencera ao
grupo, que coincidird, por isso, com o grupo < T, Hy, R, >, anteriormente estudado.
Suponhamos, por isso, que P # A, e P # M, para todo o n € Z. Pelo Teorema 2.3,
B = R;(A) é o centro de uma meia-volta do grupo em questao. Como pretendemos
que o grupo admita < 7' > para seu subgrupo, HgH, = T, para algum inteiro %, isto
é, Hp(A) = A; e, portanto, B é o ponto médio de [AA;]. Assim, B = A, ou B = M;,

para algum inteiro j. Analisemos os dois casos.

Se Ri(A) = Aj, para algum j, a reta [ é a mediatriz de [AA;], consequentemente
[ interseta m num ponto A; ou num ponto My, para algum inteiro k£, o que nao nos

interessa visto que caimos num grupo ja estudado.

Consideremos R;(A) = M;. A reta [ é a mediatriz de [AM;]. De acordo com o
modo como definimos os pontos A, e M,, concluimos que a reta [ interseta m no
ponto médio de [A;Mj] ou no ponto médio de [Mj_1 Ax], para algum inteiro k. Pelo
Teorema 2.2, concluimos que as mediatrizes de [A,,M,] e [M,,—1 A,], para todo o inteiro

n, sao eixos de reflexdo do grupo, em particular a mediatriz de [AM].

Sem perda de generalidade, suponhamos que [ é a mediatriz de [AM]. Averiguemos
se < T, Hy, Ry > admite outras reflexoes para além das mencionadas. Seja p uma
reta perpendicular a m e suponhamos que R, faz parte do grupo em questao. Nestas
condigoes, a translagao R,R;, pertence a < T >, isto é, R,R, = T, para algum
inteiro i. Consequentemente, R,(M) = R,(Ri(A)) = A; e, portanto, p é a mediatriz
de [MA4;]. Concluimos que as unicas reflexdes de eixos perpendiculares a m sao as

anteriormente identificadas.

Note-se que a reflexao R, nao faz parte do grupo em questao, caso contrario
pertenceria a este grupo a meia-volta Hp = R;R,,, sendo P o ponto médio de [AM],
0 que nao é possivel, uma vez que a translacao que aplica A em M teria que pertencer

a0 grupo.

A reflexao deslizante v = RjH4, com A ¢ [ (Teorema 1.48), que tem como eixo a
reta m e que aplica A em M, faz parte do grupo. Consequentemente, fazem também
parte do grupo todas as reflexoes deslizantes de < v >. E de notar que v2 =T, como

tal <T >C< v >. Porsua vez, <T,Hs, R >=< Ha, R; >.
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Figura 4.14: Friso que admite < T, H4, R; > como grupo de simetria.

Figura 4.15: Miradouro do Escalvado (Ponta Delgada).

Assim, pertencem ao grupo < T, Ha, R} >=< H,, R, > (Figuras 4.14 e 4.15):

- as translagoes do grupo < T >;
- as meias-voltas de centros A, e M,, para todo o n € Z;

- as reflexbes tendo como eixos, respetivamente, as mediatrizes de [A,M,] e

[M,,—1A,], para todo o n € Z;

- as reflexoes deslizantes do grupo < v >, com 7 a reflexao deslizante tendo como

eixo a reta m e que aplica A em M.
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Figura 4.16: Friso que admite < é > como grupo de simetria.

Figura 4.17: Rua Luis Soares de Sousa (Ponta Delgada).

Grupo gerado por uma reflexao deslizante

Seja v uma reflexao deslizante nao trivial tendo como eixo a reta m. Consideremos
o grupo < T,y >, que admite < 7' > como seu subgrupo. Nestas condicoes, 72 ¢ uma

translacao de < T' > e consequentemente 72 = T? ou 4% = T**! para algum i € Z.

Suponhamos que 72 = T?%. Consideremos a isometria fmpar v7'~%. Como
(VT2 = 42T~ = T*T~* = 4, concluimos que v7T'~* é uma involucao e, portanto,
¢ uma reflexao (Teoremas 1.33, 1.52 e 1.53). Sendo vT~* uma reflexdo de < T,y >, o
seu eixo serd a reta m ou uma reta perpendicular a m. Suponhamos YI'~* = R,, com
a uma reta perpendicular a m. Assim, v = R,T% = R}, com b uma reta perpendicular

a m (Teoremas 1.26 e 1.27), o que contradiz o facto de termos suposto que 7 é uma
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reflexdo deslizante tendo como eixo a reta m. Suponhamos que YI'™* = R,,. Temos

v = R,T, isto é, v é uma reflexao deslizante tendo como eixo a reta m e que aplica

A em A;. Nestas condicoes, < T.v >=<T,~, R,, >=< T, R,,, >, caso que nao nos
Q ) 9 ’y ) 77 9 ) q.

interessa visto ja ter sido anteriormente estudado.

Consideremos 72 = T**l. Como T~ e v comutam (Teorema 1.49), tem-se
(T7)? = T%y2 = T-2T?+ = T isto é, T 'y é uma isometria impar cujo qua-
drado é T. Desta forma, § = T %y tem que ser uma simetria de reflexao deslizante
(Teoremas 1.11 e 1.52), tendo como eixo a reta m e que aplica A em M. Como tal,

<T,y>=<T,§ >=<§ >, comd>="T.

Assim, pertencem ao grupo < T,y >=< § > (Figuras 4.16 e 4.17):

- as translagoes do grupo < T >;

- as reflexoes deslizantes geradas pela reflexao deslizante tendo como eixo de des-

locamento a reta m e que aplica A em M.

Existirao mais grupos de frisos?

Demonstremos, agora, a inexisténcia de outros grupos de frisos com eixo central
m e subgrupo infinito das translagoes < T >, que se distingam dos 7 grupos atras
apresentados em termos de isometrias admitidas. Para tal, s6 nos resta analisar

algumas extensoes do grupo < ¢ > obtido anteriormente.

Consideremos o grupo < 6, R,, >. Como (R,,0)* = 6%, concluimos que R,,0 é
uma simetria de translagao do friso que fixa o eixo m (Teoremas 1.49 e 1.53) e tal
que R,0(A) = R, (M) = M. Logo, R, = Ty;. Consequentemente, < 0, R, >
nao admite o grupo < 1" > como o seu subgrupo das translagoes. Assim, a hipotese
considerada ¢ excluida. No entanto, < 0, R, >=< T, R, >, isto ¢, o grupo em
causa admite o mesmo tipo de simetrias do grupo < T, R,, > ja estudado.

Analisemos o grupo < 0,H4q >. Como Hy = R, Rs, com s a reta
perpendicular a m no ponto A (Teorema 1.28), e 6 = RRsR,, com [ a
reta perpendicular a m no ponto médio de [AM] (Teoremas 1.26 e 1.46),
0oHy = RR,R,R,Rs = R; faz parte do grupo em questao. Entao
<0, Hy >=< 6, Ha, Ry >=< T, Ha, R} > e, portanto, o grupo em questao coincide
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com um dos grupos anteriormente apresentados.

Consideremos, agora, o grupo < 4, R, >, com a uma reta perpendicular a m.
Segue-se que R,0 = R R, RyR,, = RyR,,, para uma determinada reta b perpendicular
a m, é uma meia-volta que pertence ao grupo de simetrias do friso (Teorema 1.28). Se
o centro de R,0 pertencer a um eixo de reflexao do grupo, a reflexao R,, e a translacao
T fardo parte de < d, R, >. Como tal, este grupo nao sera considerado visto nao
admitir < T > como o seu subgrupo das translagoes. Notemos que, nestas condigoes,
o grupo admitiria o mesmo tipo de simetrias do grupo < T, Ha, R,, >. Consideremos
a hipdtese de o centro de R,0 nao pertencer a um eixo de reflexao. Se assim for,

tem-se

<0,R, >=<0,Ry, Hp >=<T,R,, Hp >,

com Hp = R,0, para um determinado ponto P. Como tal, o grupo em causa coincide
com o grupo < T, H 4, R; >, anteriormente apresentado, pois sao gerados pelos mesmos

tipos de isometrias.

Esgotamos as possibilidades de combinar as simetrias admitidas por um friso, o
que nos leva a admitir a existéncia de apenas 7 tipos de frisos, que se distinguem

tendo em consideracao as respetivas simetrias que compoem o seu grupo de simetria.
Estamos, agora, em condi¢oes de enunciar o teorema que se segue.
Teorema 4.1. Se § for um friso, entao § admite como grupo de simetria um dos

sequintes sete grupos distintos: < T >, < T,Hq >, < T,R,, >, < T,Ha, R, >,
<T,Rs>, <T,Ha, R > ou <6 >.

4.2 Fluxograma para a determinacao do tipo de

friso

Nesta secgao, apresentamos o fluxograma dos grupos de frisos (Figura 4.18), que
consta da lista de apéndices (Apéndice C) e que sistematiza a classificacdo dos frisos
quanto ao seu grupo de simetria, tendo em conta as conclusoes obtidas no tltimo

teorema.

Ao longo dos anos, tém sido propostas diferentes notacoes para identificar os 7
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grupos de frisos. Adotamos duas delas. A primeira notacgao utilizada, e a qual demos
maior énfase por ser ficil de memorizar, é a notacdo de Fejes Toth [28]. De acordo
com esta notagao, os sete grupos de simetria sao representados pela letra F'. Quando
ha meia-volta coloca-se 2 em indice, caso contrario coloca-se 1. Em expoente, coloca-
-se 1 quando héa reflexao horizontal, 2 quando hé reflexao vertical, ou 3 quando ha
reflexdao deslizante. A auséncia de um expoente indica que nao existem simetrias de

reflexao, nem de reflexao deslizante.

A segunda notagao utilizada é apresentada por Washburn e Crown [32] e designa-
-se por notacao cristalogrdfica, a qual descrevemos em seguida. A cada tipo de friso é

atribuido um conjunto de quatro simbolos pxyz, satisfazendo as seguintes condigoes:

— x=m, se o friso tiver simetrias de reflexao de eixo vertical;

— x=1, se o friso nao tiver simetrias de reflexao de eixo vertical;

— y=m, se o friso tiver uma simetria de reflexao de eixo horizontal;
— y=a, se o friso tiver simetrias de reflexao deslizante nao triviais;
— y=1, se nao se verificar nenhum dos dois casos anteriores;

— z=2, se o friso tiver simetrias de meia-volta;

— z=1, se o friso nao tiver simetrias de meia-volta.

Obtemos a seguinte correspondéncia entre as diferentes notagoes utilizadas:

<T>=F =plll

<T,Hy>=F,=pll2

<T,R,, >= F} = plml

<T,Ha, R, >= F} = pmm2
o <T,R, >= F=pmll

<T,Hp, Ry >= F} = pma?2

<6 >=F} = plal
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Figura 4.18: Fluxograma para a classificagao dos frisos.

Por abuso de linguagem, diremos, por exemplo, que um friso § é do tipo F}, o que

significa em termos formais que o seu grupo de simetria é isomorfo ao grupo F?}.

4.3 Exemplos de frisos

Observe-se, em primero lugar, que as figuras dos exemplos D e E (Figuras 2.9 e

2.10), da seccao 2.4, sao frisos do tipo Fy e F, respetivamente.

Ao longo desta seccao, apresentamos mais alguns exemplos de frisos, que resulta-
ram do levantamento efetuado. Primeiramente, figuram exemplos de calcada portu-
guesa, recolhidos um pouco por toda a ilha de S. Miguel, e, em seguida, exemplos de

varandas do centro histérico da cidade de Ponta Delgada.



118 CAPITULO 4: Frisos

Figura 4.19: Grupo F; — Rua Margarida de Chaves (Ponta Delgada).

Figura 4.20: Grupo F; — Ribeirinha (Ribeira Grande).

Figura 4.21: Grupo F; — Rua 1° Barao das Laranjeiras (Povoagao).

Figura 4.22: Grupo F}! — Arrifes (Ponta Delgada).
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Figura 4.23: Grupo F! — Ginetes (Ponta Delgada).

Figura 4.24: Grupo F!' — Mosteiros (Ponta Delgada).

Figura 4.25: Grupo F? — Largo da Matriz (Ponta Delgada)
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Figura 4.26: Grupo F2 — Pilar da Bretanha (Ponta Delgada).

Figura 4.27: Grupo F2 — Porto Formoso (Ribeira Grande).

Figura 4.28: Grupo F} — Rua Luis Soares de Sousa (Ponta Delgada).
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Figura 4.29: Grupo F, — Av. Gaspar Furtuoso (Ponta Delgada).

Figura 4.30: Grupo F, — Largo de Camoes (Ponta Delgada).

Figura 4.31: Grupo F; — Rua dos Clérigos (Ponta Delgada).

Figura 4.32: Grupo F} — Rua Agoriano Oriental (Ponta Delgada).
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Figura 4.33: Grupo Fy — Rua de Lisboa (Ponta Delgada).

Figura 4.34: Grupo Fy — Rua do Aljube (Ponta Delgada).

Figura 4.35: Grupo Fy — Rua Dr. Bruno Tavares Carreiro (Ponta Delgada).

Figura 4.36: Grupo F — Miradouro do Escalvado (Ponta Delgada).
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Figura 4.37: Varanda do Coliseu Micaelense.

Figura 4.38: Varanda sita na Rua Mae de Deus.

Figura 4.39: Varanda sita na Rua Dr. Aristides da Mota.

Figura 4.40: Varanda sita na Rua Dr. Gil Mont’Alverne Sequeira.
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Figura 4.41: Varanda sita na Rua Dr. Aristides da Mota.

Figura 4.42: Varanda sita na Rua Margarida de Chaves.
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Figura 4.43: Varanda sita no Largo Vasco Bensatde.

Figura 4.44: Varanda sita na Rua do Peru.
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4.4 Para além dos frisos

No final do Capitulo 2, adotamos defini¢oes para cada um dos trés tipos de figuras

da arte decorativa: rosaceas, frisos e padroes bidimensionais.

No decurso da recolha de padroes nas calcadas, nas varandas e nas fachadas
em azulejo, verificou-se que as figuras analisadas eram essencialmente de dois tipos:
rosaceas e frisos. Além disso, os padroes bidimensionais que foram identificados eram
quase todos do mesmo tipo, ou seja, pertenciam a um mesmo grupo de simetria.
Por isso, concluimos nao se justificar uma analise mais aprofundada dos grupos de

padrdes bidimensionais na fundamentagao tedrica.

Sendo assim, nesta sec¢ao pretendemos apenas apresentar uma breve referéncia
aos grupos de padroes bidimensionais. Para um maior aprofundamento deste tema, o

leitor podera consultar [13] ou [30].

Quando analisamos uma figura §, no sentido de percebermos se se trata de um
padrao bidimensional, um primeiro passo importante é verificar se existem simetrias
de translacao em mais de uma dire¢ao, o que tem como consequéncia a pavimentacao
de todo o plano. Deveremos escolher relativamente a § duas simetrias de translagao,
Ty e Ty, tais que seja possivel obter qualquer simetria de translacao 1" de § como
produto de duas poténcias de expoente inteiro de T; e T3, que podemos exprimir
dizendo que T7 e T geram o grupo das simetrias de translacao de §. Se tal acontecer,

entao § é, por definicao, um padrao bidimensional.

Tal como acontece com os frisos, os padroes bidimensionais podem apresentar
outros tipos de simetrias. Prova-se que existem apenas 17 tipos diferentes de grupos

de padroes bidimensionais.

O fluxograma dos grupos de padroes bidimensionais, disponivel no Apéndice D,
permite classificar, de forma sistematica, o grupo de simetria de um dado padrao
bidimensional. A semelhanca do fluxograma dos grupos de frisos, usamos também aqui
duas notagoes, a de Fejes Toth [28] e a notagao de origem cristalogréfica referenciada

por Washburn e Crowe [32].

Ao consultar o Apéndice D, constata-se facilmente que as figuras dos exemplos F’
e G (Figuras 2.11 e 2.12), da secgao 2.4, sao padroes bidimensionais do tipo W2 e W,

respetivamente, se tivermos em conta a andlise que foi feita nessa seccao.
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Capitulo 5

Procedimentos metodolégicos

5.1 A pesquisa bibliografica

Na elaboracao deste estudo tivemos um especial cuidado com a bibliografia consul-
tada. Deste modo, aqui destacamos as referéncias bibliograficas que nos inspiraram e

ajudaram na sua concretizagao.

J& aqui referimos que uma das obras inspiradoras do nosso trabalho é da autoria de
Washburn e Crowe [32]. O livro Symmetries of Culture, escrito por uma antropéloga e
por um matematico, é dirigido a nao-matematicos e de leitura extremamente acessivel
e clara. Com numerosos exemplos de frisos e de padroes bidimensionais de diversas
civilizagoes, contém uma descricao muito completa de como se faz a classificacao dos

mesmos. Podemos ler na introdugao do livro:

O uso dos principios da geometria para a descri¢ao e compreensao das formas da
arte decorativa representa a unido de duas disciplinas habitualmente separadas
— matematica e design. A tnica limitagdo aos tipos de figuras que podem ser
descritos por estes principios é que elas devem consistir em motivos regularmente
repetidos. Isto é, devem ser figuras com partes sujeitas a movimentos rigidos.
Neste livro demonstramos como é possivel utilizar os principios geométricos
da cristalografia para construir uma classificagdo descritiva dessas figuras |...]
Este tipo especial de andlise classifica a estrutura subjacente as figuras da arte
decorativa, ou seja, o modo como as suas partes (elementos, motivos, unidades

da figura) sdo organizadas em toda a figura pelas simetrias geométricas que

129



130 CAPITULO 5: Procedimentos metodoldgicos

as repetem. A classificacao salienta o modo como os elementos da figura se

repetem, nao a natureza em si propria desses elementos.

Entendemos que este texto caracteriza, de forma simples e eficaz, como se pro-
cessa a classificacao dos desenhos de arte decorativa que apresentam um motivo que
se repete, desenhos esses que constituiram o objeto do presente estudo. Destacamos
igualmente outros livros de interesse que despertaram a nossa curiosidade investiga-
tiva: [7, 8, 10, 26, 27, 33, 34, 40].

Para a escrita da Parte I desta dissertacao, optou-se por consultar obras de re-
feréncia na area, das quais se destaca o livro de George Martin [13], Transforma-
tion Geometry, que influenciou de forma decisiva o percurso trilhado no ambito da
fundamentagao tedrica deste trabalho. A nivel nacional, os trabalhos de Eduardo
Veloso [29, 30, 31] e de Ana Breda et. al [4] sdo de consulta obrigatéria. Também

foram utilizadas outras publicagoes [2, 19, 20, 28|.

No decurso do desenvolvimento das propostas de atividades para o ensino, pa-
tentes no Capitulo 7, foram consultadas varias obras, incluindo alguns programas e
orientagoes curriculares [3, 16, 17, 18, 24, 25, 41].

Maior dificuldade tivemos na obtencao de bibliografia especializada sobre as dreas
do Patrimoénio Cultural analisadas nesta dissertacao, na sua maioria desenvolvidas

fundamentalmente sob as dpticas da Arquitectura e da Histéria da Arte.

Para o caso da calgada portuguesa, por exemplo, veja-se o estudo de autoria de
Cabrera e Nunes [5], intitulado Olhar o chdo, que faz uma abordagem histérica sa-
lientando os antecedentes da calgada em Portugal, que reportam a época do dominio
romano. Podemos ainda encontrar neste livro um registo fotografico da calcada por-
tuguesa existente a nivel nacional e, em particular, na cidade de Lisboa. Da nota das

autoras destacamos um paragrafo que ilustra na perfeicao o nosso sentimento:

Olhdamos o chao...descobrimos uma riqueza que se impos de tal forma que
se tornou irresistivel. A partir dai, valorizar e promover a calcada-mosaico,
como forma de apreco pela capacidade criativa especifica da cultura portuguesa,

seduziu-nos.
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Ao nivel da Regiao Auténoma dos Acores, tém sido feitos, a semelhanca do que
acontece no continente portugués, diversos trabalhos com levantamentos fotograficos
da calgada portuguesa nos Acores. Sao exemplos disso as obras: Calcada Portuguesa
nos Agores, da autoria de Ernesto Matos [15]; Calcada artistica nos passeios de Ponta
Delgada, da autoria de Rego e Sousa [22]; e Os ladrilhos da cidade da Horta, de Carlos
Lobao [11].

E de referir que, apesar de existir diversa bibliografia, onde podemos encontrar
um levantamento histérico e fotografico de passeios e pracas em calgada portuguesa,
registamos uma lacuna no que diz respeito a sua classificacao matematica. Em Por-
tugal continental, foi possivel identificar dois trabalhos dessa natureza provenientes
da Universidade de Coimbra [6, 12], em que se estuda alguns padrdes dos mosaicos
romanos de Conimbriga. No que aos Acores diz respeito, nao existia qualquer estudo

do género a data de conclusao desta dissertacao.

Para a andlise das varandas, foi ainda mais dificil a recolha de bibliografia es-
pecifica. A consideracao da varanda como uma zona de fronteira entre o piblico
e o privado remete-a para andlises sobre construgoes arquitectonicas e os materiais

utilizados, nomeadamente reflexdes sobre a arquitectura em ferro forjado.

Note-se, para o caso dos Acores, a importancia das varandas na estética urbana,
com realce para o seu papel como marca identitaria do Patriménio Classificado da
Zona Historica de Angra do Heroismo, como refere o Art.5° do Decreto Legislativo
Regional n.° 15/2004/A.

No conjunto dos trés elementos patrimoniais que abordamos, as referéncias publi-
cadas sobre a azulejaria sao as mais frequentes, salientando-se as valéncias desenvol-
vidas pelo Museu do Azulejo. Todavia, nao sé se percebe que o trabalho esta particu-
larmente centrado na construcao de um Inventario do patriménio azulejar de Portugal
continental, deixando a margem os dois arquipélagos portugueses, mas acima de tudo
verifica-se que as andlises identificativas sao, acima de tudo, construidas com base em
referéncias artisticas (correntes estéticas, técnicas de elaboragao, paletas cromaticas).
A propria referéncia no Inventario de azulejos deste Museu, com referéncia aos res-
pectivos padroes, aborda somente uma descri¢ao dos motivos do azulejo, suas cores e

variantes.

Destacam-se algumas referéncias consultadas: [1, 9, 14, 21, 23, 35, 36, 37, 38, 39].
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5.2 Os temas escolhidos

Porqué classificar os padroes existentes nas varandas, azulejos e calcadas

dos Acores?

Quando iniciamos o nosso estudo deparamo-nos com uma diversidade de padroes
existentes a nossa volta. Eles estao presentes nas varandas, nos azulejos e nas cal¢adas,
mas também, nos bordados regionais, nas colchas artesanais das nossas avos, em pecas
de ceramica, tapetes de arraiolos, enfim num conjunto infindavel de elementos. Sen-
timos entao a necessidade de restringir o nosso estudo. Uma das primeiras restri¢oes

foi a de optar por classificar apenas o que se encontrasse em espacos publicos.

Dada a grande beleza estética e valor cultural presentes na calcada portuguesa,
esta surge como o nosso primeiro objeto de estudo. Rica em padrdes, permitiu-nos

classificar rosdceas, frisos e padroes bidimensionais (estes tiltimos em menor nimero).

Por limitagoes logisticas, nao nos foi possivel efetuar uma recolha que abrangesse
todas as ilhas dos Acores, como era de inicio nossa intencao. A recolha efetuada

limita-se apenas a ilha de Sao Miguel contemplando todos os seis concelhos.

Da mesma forma que as calcadas embelezam as nossas ruas, também as varandas
acrescentam riqueza as fachadas das moradias, basta para tal levantarmos a cabeca
do chao para podermos observar tamanha variedade e beleza de padroes. A presenca

dos frisos impera.

Por ultimo, mas nao menos importante, surge a classificacao dos azulejos presentes
nas fachadas de muitas casas sitas na ilha de S. Miguel, em particular na cidade de
Lagoa. Este facto deve-se a localizacao, nesta zona, de uma fabrica de ceramica com

grande relevancia histérica e econémica, cuja histéria recua a segunda metade do
século XIX.

Podemos encontrar painéis de azulejos com pinturas que homenageiam profissoes
ou retratam acontecimentos histéricos ou religiosos, no entanto, do ponto de vista
matematico, interessa-nos sobretudo analisar painéis ou fachadas em que hd um de-
terminado motivo que se repete. E o caso das fachadas em azulejo encontradas em
varias moradias na Lagoa. Podemos classificar estes padroes bidimensionais de acordo
com o seu grupo de simetria, embora os exemplos encontrados abranjam apenas trés

dos dezassete tipos que existem.
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5.3 Recolha e organizacao dos dados

Definido o nosso objeto de estudo, fez-se o levantamento fotografico de todas as

imagens que constam nesta dissertacgao.

Relativamente a calcada portuguesa procedeu-se a uma recolha exaustiva, pas-
sando por todas as freguesias dos seis concelhos da ilha de Sao Miguel. Aquando da
recolha, pudemos verificar a presenca de calcada em todos os concelhos, embora nem
todas as freguesias a possuam. Os concelhos micaelenses que possuem mais regis-
tos de calcada sao, sem duvida, Ponta Delgada e Ribeira Grande. Na generalidade
das freguesias, observamos a sua presenca, sobretudo, junto as igrejas e aos coretos.
De destacar o nosso maior feito: foi possivel encontrar todos os 7 tipos de frisos no
concelho de Ponta Delgada, 5 deles na cidade de Ponta Delgada e os restantes 2 nos

Mosteiros.

Encontramos uma grande diversidade de motivos, nomeadamente: elementos liga-
dos ao mar (peixes, caravelas, ancoras, bussolas); elementos ligados a terra (frutos,
instrumentos de trabalho agricola); elementos religiosos (coroas do Divino Espirito
Santo, cruzes, simbolos papais); elementos musicais (notas e instrumentos); estrelas,

brasoes e motivos abstratos.

Numa fase posterior, procedeu-se a elaboracao dos roteiros de simetria para cada
concelho (Apéndices H a M). Nestes, podemos encontrar um mapa do concelho onde
se destacam as freguesias que possuem calcadas e, ainda, a classificacao matematica

das mesmas.

Ponta Delgada sendo a capital administrativa do arquipélago dos Acores e sede de
municipio da ilha de Sao Miguel, possui um rico patriménio cultural, arquitetonico
e historico, dai que se entenda o facto de este ser o concelho que apresenta o maior
numero de calgadas. Logo sentimos a necessidade de elaborar, para além do roteiro
de simetrias deste concelho, roteiros especificos para a cidade de Ponta Delgada, a
saber: um roteiro de roséceas (Apéndice E); um roteiro de frisos (Apéndice F) e um

roteiro de padrées bidimensionais (Apéndice G).

No roteiro de frisos da cidade de Ponta Delgada, tentamos aliar a matematica
um pouco da histéria, fazendo com que o trajeto, percorrido para a classificagao das

calcadas, contemplasse alguns pontos de interesse cultural como: o Museu Carlos
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Machado, a Igreja do antigo Colégio dos Jesuitas, o Coliseu Micaelense, o Campo de

S. Francisco, as Portas da Cidade, entre outros.

Relativamente ao tema dos azulejos, seguimos duas abordagens. Primeiro
procedeu-se a recolha dos azulejos presentes nas fachadas de muitas casas da cidade
de Lagoa. Acresce referir que alguns nao se encontram em bom estado de conservacao
dada a sua antiguidade. A semelhanca do que foi feito para as calgadas, elaboramos
também um roteiro (Apéndice N) contemplando a classificacdo matemética destes
azulejos e uma breve nota historica. Outra recolha efetuada esta relacionada com a
exposicao permanente de azulejaria patente no Museu Municipal da Ribeira Grande.
Nesta exposicao podemos encontrar uma vasta recolha de azulejos que datam dos

séculos XIX e XX. Foi nossa intencao proceder a classificacao de alguns destes regis-
tos (Apéndice O).

No que concerne as varandas, procedemos também a recolha de uma amostra
representativa do que se pode encontrar por toda a cidade de Ponta Delgada, uma
vez que muitos dos motivos usados estao visiveis em diversas moradias, por todas as
ruas da cidade. Esta recolha encontra-se também documentada num roteiro (Apéndice
P). Analisando os frisos presentes nas varandas podemos observar que seis dos sete

tipos de frisos estao presentes. Faltam varandas com frisos do tipo F}.

De salientar que, no tratamento das imagens fotograficas, recorreu-se ao Microsoft
Office Picture Manager 2010 e ao GIMP 2 e, na construcao de figuras de apoio
as demonstracoes e aos exemplos apresentados, foram utilizados o Tess 1.74 e o
GeoGebra 4. Todas as fotografias utilizadas neste estudo sdo da nossa autoria (Vera

Moniz e Ricardo Cunha Teixeira).

Por fim, destacamos o nosso investimento na escrita em KETEX, utilizada ampla-
mente na producao de textos matematicos e cientificos devido a sua alta qualidade
tipografica. Em relacao aos editores e compiladores, foram utilizados o WinEdt 8, o
MiKTex 2.9 e o PcTeX 6.1.



Capitulo 6

A descoberta de simetrias: um
olhar matematico sobre calcadas,

azulejos e varandas

O Patrimonio Cultural de um pais, de uma regiao ou de uma cidade esta em cons-
tante transformacao. Perante este facto, a sociedade tem vindo a chamar a atencao

para a importancia deste, reclamando a sua protecao ou mesmo a sua classificagao.

Todavia, a par deste Patrimonio classificado, hd uma imensa riqueza patrimonial
que nos rodeia que ainda nao esta classificada. Os exemplos sao muitos, quer no
campo do Patriménio Material Imével, Mével e Integrado, quer na area do Patriménio
Cultural Imaterial. Isto nao significa que este Patriménio nao seja valioso, mas apenas

que ainda nao foi institucionalmente reconhecido como tal.

E neste contexto que estao as calgadas, que diariamente pisamos, e as varandas e
os azulejos, que ornamentam as fachadas das nossas casas. Neste caso em particular,
estamos perante um Patriménio Imével (cal¢adas) e Patriménio Integrado (varandas
e azulejos). Se lhes dedicarmos um olhar mais atento, podemos apreciar interessantes
padroes decorativos, ricos e diversificados, e que constituem uma excelente oportuni-

dade para aplicar o conceito matematico de simetria.

Deste modo, surge o casamento, aparentemente pouco provavel, entre a Ma-

tematica e o Patrimoénio.
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6.1 Patrimonio Cultural: conceitos e omissoes

De acordo com o artigo 2.° da Lei n.° 107/2001 de 8 de setembro, integram o
Patriménio Cultural todos os bens que, sendo testemunhos com valor de civilizacao
ou de cultura portadores de interesse cultural relevante, devam ser objeto de espe-
cial protecao e valorizagao. O interesse cultural relevante, designadamente histérico,
paleontoldgico, arqueoldgico, arquiteténico, linguistico, documental, artistico,
etnografico, cientifico, social, industrial ou técnico, dos bens que integram o pa-
trimonio cultural refletira valores de memoria, antiguidade, autenticidade, origina-

lidade, raridade, singularidade ou exemplaridade.

Consideram-se bens culturais os bens moveis e iméveis que representem testemu-
nho material com valor de civilizacao ou de cultura. Os bens imdveis podem pertencer
as categorias de monumento, conjunto ou sitio, nos termos em que tais categorias se
encontram definidas no direito internacional. Consideram-se bens culturais méveis
integrantes do patriménio cultural aqueles que constituam obra de autor portugués
ou sejam atribuidos a autor portugués, hajam sido criados ou produzidos em ter-
ritério nacional, provenham do desmembramento de bens iméveis al situados, tenham
sido encomendados ou distribuidos por entidades nacionais ou hajam sido proprie-
dade sua, representem ou testemunhem vivéncias ou factos nacionais relevantes a que
tenham sido agregados elementos naturais da realidade cultural portuguesa, se en-
contrem em territorio portugués ha mais de 50 anos ou que, por motivo diferente
dos referidos, apresentem especial interesse para o estudo e compreensao da civi-
lizacao e cultura portuguesas. Os bens culturais moéveis referidos constituem espécies
artisticas, etnograficas, cientificas e técnicas, bem como espécies arqueologicas, ar-
quivisticas, audiovisuais, bibliograficas, fotograficas, fonograficas e ainda quaisquer

outras que venham a ser consideradas.

Os bens moéveis e imdveis podem ser classificados como de interesse nacional,
de interesse publico ou de interesse municipal. Um bem considera-se de interesse
nacional quando a respetiva protecao e valorizagao, no todo ou em parte, represente
um valor cultural de significado para a Nacao. Um bem considera-se de interesse
publico quando a respetiva protecao e valorizacao represente ainda um valor cultural
de importancia nacional, mas para o qual o regime de protecao inerente a classificagao

como de interesse nacional se mostre desproporcionado. Consideram-se de interesse



6.2 A calcada portuguesa 137

municipal os bens cuja protecao e valorizacao, no todo ou em parte, representem um

valor cultural de significado predominante para um determinado municipio.

Na sequéncia da legislacao nacional, a Regiao Auténoma dos Acores também pro-
cedeu a publicagao de legislagao sobre inventariacao e proteccao dos bens culturais,
através da Republicacao do Decreto Legislativo Regional n.° 29/2004/A, de 24 de
Agosto. Neste sentido, ha um vasto trabalho a realizar por entidades a titulo cole-
tivo ou individual, designadamente no processo da valorizacao do Patrimonio regional
nao apenas na sua componente histérica ou artistica, mas também pela sua dimensao
pedagdgica e cultural. Alids, na lista de Patrimoénio Classificado acoriano, nao estao
presentes calgadas, varandas ou painéis de azulejos, o que reflete as omissoes ainda
presentes no olhar institucional sobre a diversidade patrimonial, com escassa atengao

sobre o Patrimoénio Imével com leituras horizontais e sobre o Patrimoénio Integrado.

6.2 A calcada portuguesa

Os passeios e pracas em calcada portuguesa ou mosaico portugués sao um dos
aspetos mais caracteristicos do patrimonio de muitas cidades portuguesas. Pisamo-
-los diariamente, mas, na maioria das vezes, nao lhes damos a devida importancia

face a sua riqueza histérica, artistica e geométrica.

Os padroes utilizados pelos calceteiros que se destacam nas calcadas de diversas
cidades podem ser estudados tanto no seu conteiido artistico como no matematico. E
a luz da Matematica que pretendemos analisar os padroes e as suas simetrias presentes
nos passeios e pracgas existentes um pouco por toda a ilha de Sao Miguel, nosso objeto

de estudo.

Segundo Rego e Sousa [22], “o mosaico é tdo antigo como a mais remota civi-
lizacao histérica”. No entanto, foi com a civilizacao romana que este se expandiu na

pavimentacao das “domus” e das “villae”.

Em Portugal, a sua utilizacao, com fins decorativos, ¢ uma derivagao oitocentista
da via romana. Foi em Lisboa que, pela primeira vez, em 1848, surge a sua aplicagao
a espacos urbanos, com o projeto “Mar Largo”, composicao em forma de ondas,

construido na Praca D. Pedro IV, hoje Rossio. Mas, seis anos antes deste projeto,
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Figura 6.1: Calceteiros executando um pavimento.

numa iniciativa do tenente-general Eusébio Candido Cordeiro Pinheiro Furtado, foram
mandadas calcetar com pedras brancas (calcario) e escuras (basalto) as vielas de acesso

ao Castelo de S. Jorge.

A calgada portuguesa rapidamente se espalhou por todo o pais, chegando um
pouco mais tarde aos Arquipélagos da Madeira e dos Agores. Também ultrapassou as
fronteiras nacionais, sendo solicitados mestres calceteiros portugueses para executar
e ensinar a sua arte no estrangeiro. A sua aplicacao pode ser apreciada em projetos
como o do Largo de S. Sebastido, construido em Manaus (Brasil), e o famoso calgadao
da Praia de Copacabana no Rio de Janeiro; em Macau; na Cidade do Cabo (Africa

do Sul); e em muitas outras paragens.

Nos Agores, o empedrado artistico surge entre o final do século XIX e o inicio do
século XX, tendo vindo substituir lajeamentos basalticos que compunham os passeios
dos antigos e principais arruamentos das cidades. Alastrou-se também a pracas e lar-
gos e, nos nossos dias, a atrios e jardins particulares, com motivos artisticos diversos,
contrastando o negro do basalto com o branco do calcario. Segundo Rego e Sousa [22],
por razoes economicas, predominam os fundos escuros da pedra baséltica de extracao
local, reservando-se o calcério branco (importado de Lisboa) para as partes menos

amplas.

Na figura 6.1, apresenta-se uma foto de mestres calceteiros executando um pavi-

mento em Ponta Delgada, com a técnica de desenho a duas cores. Utiliza-se um molde
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em madeira com a configuracao a implementar. Depois de colocada a pedra basaltica

no exterior do molde, retira-se o molde e coloca-se o calcario branco no interior.

Nos Apéndices E a M apresentam-se os roteiros de simetria da cidade de Ponta
Delgada (roteiro de rosiceas, roteiro de frisos e roteiro de padrdes bidimensionais),
bem como roteiros gerais dos 6 concelhos da Ilha de Sao Miguel. Utiliza-se preferen-

cialmente a notacao de Fejes Toth [28].

Foi possivel encontrar os 7 tipos de frisos em calcada na Ilha de Sao Miguel. Numa
analise por concelhos, o concelho de Ponta Delgada é o tinico que apresenta todos os
7 tipos de frisos: 5 podem ser observados na cidade de Ponta Delgada (exceto F} e
F}) e os outros 2, nos Mosteiros. Também existem frisos do tipo F} nos Ginetes,
nos Arrifes e nas Capelas. Em relacdao as restantes sedes de concelho, foi possivel

encontrar:

LAGOA: 3 tipos de frisos (exceto Fy, F, Fy e F});
e NORDESTE: 4 tipos de frisos (exceto Fy, F e F});

PovoAGAO: 3 tipos de frisos (exceto F}, F}, Fy e F3);

RIBEIRA GRANDE: 4 tipos de frisos (exceto F}!, F}} e Fy);

ViLa FrRANCA DO CAMPO: 4 tipos de frisos (exceto FZ, F} e F3).

Também foram identificados diversos exemplares fora das sedes de concelho, em muitas

freguesias junto a igrejas, coretos e triatos®.

Por curiosidade, refira-se que o tunico exemplar de um friso do tipo F na ilha de
Sao Miguel foi identificado na Rua Luis Soares de Sousa, na cidade de Ponta Delgada.

Em relagao aos frisos mais comuns, estes sao essencialmente dos tipos Fy e Fj.

Em geral, os frisos em calcada na ilha de Sao Miguel sao feitos em calcério, apre-
sentando o fundo em basalto, precisamente ao contrario do que sucede com os frisos

em calcada que normalmente encontramos no continente portugués, em particular,

40s triatos do Espirito Santo estdo associados as festividades em honra do Divino Espirito Santo
nos Agores. Destinam-se a exposicao dos simbolos do Espirito Santo, nomeadamente a coroa real
encimada por uma pomba, a bandeira, o ceptro, o estandarte e as varas. Sao construidos em planta

retangular com um so6 piso.
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em Lisboa. Como ja foi referido, supomos que a diferenca se deve ao facto de o ba-
salto ser muito abundante nos Acores. Esta tendéncia para a escolha da cor da pedra
apenas é contrariada na Vila da Povoacao, sede de concelho, onde muitos dos padroes
encontrados em calcada apresentam o fundo branco. O mesmo se passa com alguns

exemplares da Vila do Nordeste.

Por fim, refira-se a quase inexisténcia de padroes bidimensionais na calgada pes-
quisada. Por exemplo, na cidade de Ponta Delgada apenas foi possivel identificar dois

tipos: W} e W2. Exemplos destes dois tipos foram analisados nas Figuras 2.11 e 2.12

6.3 O azulejo na arte decorativa

O termo azulejo designa uma peca de ceramica de pouca espessura, geralmente
quadrada, em que uma das faces é vidrada, resultado da cozedura de um revestimento
habitualmente denominado como esmalte, que se torna impermeavel e brilhante. Esta
face pode ser monocromatica ou policromaética, lisa ou em relevo. O azulejo é especi-
almente usado em grande niimero como elemento associado a arquitetura em revesti-

mento de superficies interiores ou exteriores ou como elemento decorativo isolado.

Foram os drabes que introduziram o azulejo em Portugal. As primeiras utilizagoes
conhecidas do azulejo no nosso pais, como revestimento monumental das paredes, fo-
ram realizadas com azulejos hispano-mouriscos, importados de Sevilha por volta de
1503. Esta cidade espanhola foi um grande centro de producao de azulejos, muito ex-
portados para Portugal. Ja nos séculos XVII e principios de XVIII, um dos principais

mercados abastecedores do pais era a Holanda.

A vinda de ceramistas de outros pontos da Europa para Lisboa originou o inicio
de uma producgao portuguesa a partir da segunda metade do século XVI. Os pintores
de azulejos serviam-se de gravuras vindas do estrangeiro para criarem revestimentos

ceramicos em grandes paredes, trabalho que obrigava a uma transposicao de escala.

Em meados do século XVIII, assistiu-se a um aumento do fabrico de azulejos, o
que se ficou, também, a dever a grandes encomendas do Brasil. Neste periodo, foram

executados inimeros painéis historiados em Portugal.

O uso de técnicas semi-industriais ou industriais permitiu uma maior rapidez e ri-
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gor de producao. Na segunda metade do século XIX, o azulejo de padrao, mais barato,
cobriu milhares de fachadas, delimitando portas e janelas. Os temas oscilam entre os
relatos de episodios histéricos, cenas mitoldgicas, iconografia religiosa e uma extensa
gama de elementos decorativos aplicados a paredes, pavimentos e tetos de edificios
civis (paldcios, jardins, habitagoes,...) e religiosos (ermidas, igrejas, mosteiros ou

conventos,. . . ).

De forte sentido cenografico descritivo e monumental, o azulejo é considerado hoje
como uma das producoes mais originais da cultura portuguesa, onde se da a conhecer,
como num extenso livro ilustrado de grande riqueza cromatica, nao sé a historia, mas

também a mentalidade e o gosto de cada época.

A existéncia de um Museu Nacional do Azulejo em Lisboa torna bem evidente o
valor desta Arte em Portugal, ndo sé pelo imenso Patriménio existente por todo o
pais e pelas antigas partes do Império, entre o Brasil, as Africas e até a fndia, mas
também pelo que representa, no passado e ainda na atualidade, da inteligéncia pratica

e da sensibilidade dos portugueses.

Nos Acores, inicialmente, os azulejos eram importados do continente portugueés.
Os exemplares mais antigos conhecidos nos Acores datam do século XV e foram

importados para a ermida de Nossa Senhora dos Remédios da Lagoa.

Nos Acores, as fabricas de ceramica surgiram nas duas principais ilhas, Sao Mi-
guel e Terceira. As primeiras tentativas de uma fabrica de ceramica em Sao Miguel
foram na zona da Pranchinha, em Ponta Delgada, no ano de 1823 e depois em 1851,

funcionando somente durante alguns anos, com pouca relevancia.

Anos mais tarde, surge a primeira fabrica na Lagoa, fundada em 1862 por Ber-
nardino da Silva e Manuel Leite Pereira, naturais de Vila Nova de Gaia, Tomas de
Avila Boim, natural da ilha do Pico, e Manuel Joaquim d’Amaral, natural da Vila da
Povoacao. Foi construida junto ao Porto dos Carneiros. Alguns anos depois, Manuel
Leite Pereira separou-se da sociedade acima referida e construiu uma nova fabrica
no local das Alminhas, na entdo Vila da Lagoa, em 1872, com o nome de “Fabrica
Agoriana”, que rapidamente se afirmou pela qualidade dos seus produtos e pela sua

producao, que justificava o emprego de 25 operarios, em 1907.

Uma terceira fabrica surge em 1885, na antiga rua de Sao Sebastiao, atual Avenida
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Pocas Falcao, também na Lagoa, por Joao Leite Pereira, natural de Vila Nova de
Gaia e irmao de Manuel Leite Pereira, co-fundador da primeira fabrica e fundador da

segunda.

A producao micaelense de azulejo inspirou-se no que se fabricava no norte de
Portugal, mais concretamente na zona do Porto. Ainda hoje em dia, muitos dos
azulejos que se encontram nas fachadas da atual cidade de Lagoa tém muito em
comum com os da cidade nortenha, nomeadamente ao nivel das cores, realcando-se o

uso do azul e branco; e no que respeita as dimensoes, em geral, 13 x 13 cm.

Do ponto de vista matematico, interessa-nos analisar painéis ou fachadas de azu-
lejos em que ha um determinado motivo que se repete. Em geral, esses painéis sao
constituidos por um tnico tipo de azulejo (com um desenho tnico). O desenho do
azulejo utilizado e a forma como se distribuem as suas cépias na superficie plana

determinam as simetrias de todo o painel ou fachada.

Apresenta-se no Apéndice N o roteiro do azulejo da cidade de Lagoa. No
Apéndice O, analisam-se alguns exemplares existentes no Museu Municipal da Ribeira
Grande. Dedicamos particular atencao a classificacao das simetrias que encontramos
numa simples peca de azulejo ou que se formam pela composicao de varias pecas,
com destaque para a analise de diversas rosaceas, frisos e padroes bidimensionais. No

roteiro do azulejo, demos particular atengao a analise de rosaceas.

Em relagao aos padroes bidimensionais, é de notar que foi possivel identificar 3
tipos no roteiro do azulejo. O mais abundante é do tipo W/}, existindo também um
exemplar do tipo Wy e outro do tipo W. J& no Museu Municipal da Ribeira Grande

também foi possivel identificar mais dois tipos: Wi e W3.

6.4 As varandas em ferro fundido

O trabalho em ferro fundido alcancou particular importancia a partir do século
XIX, com o desenvolvimento da industrializacao europeia. Com efeito, os industriais
ampliaram as potencialidades do ferro: utilizado apenas com fins utilitarios desde a
Antiguidade, agora era cada vez mais usado e apreciado com fins estéticos e artisticos.

Além disso, a fundicao do ferro permitiu a sua producao em série. Deste modo, o
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consumidor podia encomendar esta nova arte a precos mais acessiveis, permitindo
que cada vez mais familias endinheiradas pudessem configurar as suas habitagoes
com ferro forjado, entre grades, portoes e varandas. E neste contexto que, ao longo
dos séculos XIX e XX, as casas mais nobres e senhoriais da ilha de Sao Miguel vao
ganhando fachadas enriquecidas com as modas do ferro que vinham dos principais

centros urbanos europeus, como Paris e Londres.

Parte desta realidade é ainda observada por nés quando caminhamos pelo centro
histérico da cidade de Ponta Delgada e nos deparamos com uma elevada quantidade
e variedade de varandas. De diferentes estilos e materiais, mais ou menos contem-
poraneas, trabalhadas minuciosamente por habilidosos artesaos ou ja por processos

mecanizados, todas elas emprestam as ruas da nossa cidade um encanto especial.

A semelhanca das calcadas e dos azulejos, as nossas varandas, sao igualmente ricas
em padroes, e caracterizam-se pela repeticao de um motivo ao longo de uma faixa, tal
como acontece com muitos passeios em calcada. A classificagao destes frisos constitui

algo apelativo, do ponto de vista matematico.

No Apéndice P, apresenta-se o roteiro de varandas da cidade de Ponta Delgada.
Foi possivel identificar 6 dos 7 tipos possiveis de frisos (exceto F!). De notar que os

frisos mais comuns sao do tipo F? e Fj.






Capitulo 7
Aplicacoes no ensino

Nao foi nossa pretensao elaborar este capitulo com a minuciosidade que se espera
de um manual destinado aos ensinos basico e secundario. Pretendemos, apenas, e
como complemento ao trabalho desenvolvido, apresentar sugestoes de atividades que

podem ser desenvolvidas dentro e fora da sala de aula.

Deixamos ao critério do professor a selecao das atividades em fungao do nivel de

aprendizagem, bem como a elaboracgao de fichas de trabalho ou de outros materiais.

7.1 Programas e orientacoes curriculares

Com o Programa de Matematica do Ensino Bésico [17], homologado em dezembro
de 2007, o conceito de simetria ganhou relevo, passando a ser considerado um conceito-
-chave no ensino-aprendizagem da Matemadtica. Ficaram para tras os longos anos em

que o conceito de simetria se resumia, muitas vezes, apenas a nocao de simetria axial.

O estudo deste tépico no tema Geometria, em associacao a um maior cuidado dado
as transformagoes geométricas (cujo tratamento no programa homologado no inicio
dos anos 90 era limitado e superficial), pode tornar-se, no ambito da experiéncia
matematica dos alunos ao longo do ensino béasico, num fator relevante para o seu
desenvolvimento matematico e cultural, integrando-se assim plenamente nos objetivos

do ensino da Matematica.

145
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Entretanto, foi aprovado recentemente um novo Programa de Matematica do En-

sino Basico [18] e, nesse programa, o tema continua a ter a devida importancia.

Em geral, as isometrias sao trabalhadas no 1.° ciclo em associacao com a ex-
ploracao das simetrias de figuras e nao na qualidade de transformacoes do plano,
com um determinado nimero de propriedades que as caracterizam. Os objetivos es-
pecificos situam-se, para este ciclo, na identificacdo de simetrias (axial, rotacional e
translacional) e na construcao de figuras que possuam um determinado tipo ou tipos

de simetria.

A partir do 2.° ciclo, as isometrias aparecem ja como objetos matemaéticos in-
dependentes. Numa primeira etapa, trata-se a reflexao e a rotagao e numa etapa
posterior, a translacao e a reflexao deslizante. Dos objetivos especificos para o 2.°
ciclo fazem parte, para além da construcao e identificacao de figuras com um determi-
nado conjunto (grupo) de simetrias, a identificagao, previsao e descrigao da isometria
que transforma um dado objeto num que lhe é congruente, estando reservado ao 3.°
ciclo o reconhecimento das propriedades comuns das isometrias e o estudo formal do

conceito de vetor.

As situacbes a propor aos alunos, tanto numa fase de exploracao de um con-
ceito como na fase de consolidacao e aprofundamento, devem envolver contextos ma-
tematicos e nao matematicos e incluir outras areas do saber e situagoes do quotidiano
dos alunos, recorrendo, por exemplo, a calcada portuguesa, as varandas e azulejos,

que constituiram o objeto de estudo desta dissertacao.

As conexbes matemaéticas desempenham um papel nuclear na aprendizagem dos
alunos e devem refletir-se ao longo de todo o seu percurso escolar. Alids, os progra-
mas e orientagoes curriculares, nacionais e internacionais, apontam nesse sentido. O
conceito de conexao matematica é abrangente e pode ser perspetivado e explorado
de variadas formas. As pontes entre diferentes temas matematicos, a ligacao da Ma-
tematica com a vida do dia a dia e a sua relagao com outras areas do saber sao exemplo
disso. Alids, o sentido que damos a uma ideia matematica depende das conexbes que

estabelecemos entre essa ideia e outras ideias matematicas que possuimos.

As atividades que se seguem estao organizadas por ciclos de escolaridade, no en-
tanto, efetuando pequenas alteracoes, as mesmas podem ser adaptadas a qualquer

nivel de ensino.
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7.2 Exploracoes no 1.° Ciclo do Ensino Basico

Nesta seccao, partimos da nog¢ao intuitiva que cada aluno possui do que é a simetria
e pretendemos chegar ao conceito matematico de simetria, usando uma sequéncia de
atividades. As atividades propostas tém como objetivos: identificar a presenca de
simetrias nas formas geométricas; “desenhar” figuras a partir do seu eixo de simetria;
tragar um ou mais eixos de simetria que sejam identificados nas figuras; perceber que
o eixo de simetria divide a figura em partes iguais, no sentido de serem a imagem uma

da outra por um espelho.

Proposta 1

Sugerimos que o professor faca uma recolha de fotos que contenham figuras
simétricas e assimétricas. De entre as simétricas, escolham-se imagens que contenham

simetrias de translacao, rotacao, reflexao e reflexao deslizante.

Uma vez na sala de aula, o professor deve agrupar os alunos em grupos de trés ou

quatro e desenvolver a atividade como se descreve de seguida:

1.1 Observa atentamente as fotos apresentadas.
1.2 Separa-as em dois grupos, conforme as consideres simétricas ou nao.
1.3 Divide as figuras simétricas em grupos que te parecam semelhantes.

1.4 Quais foram os critérios utilizados?

No final da atividade deve-se comparar a classificacao entre os varios grupos de
trabalho e aferir se os critérios usados foram os mesmos. A partir dessas comparagoes,

pretende-se chegar ao conceito matematico de simetria.

Proposta 2

Observa a Figura 7.1. Desenha a imagem de cada uma das subfiguras por reflexao

segundo o eixo 7.
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Figura 7.1: 1.° Ciclo — Proposta 2.

Figura 7.2: 1.° Ciclo — Proposta 3.
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Proposta 3

Observa as subfiguras da Figura 7.2. Usando um espelho, descobre em que posi¢oes

o podes colocar de forma que consigas visualizar cada figura por completo.

Note-se que também é possivel aproveitar esta atividade para analisar, com es-
pelhos, exemplos reais na nossa calgada, na sequéncia de uma determinada visita de

estudo.

7.3 Exploracoes no 2.° Ciclo do Ensino Basico

E neste ciclo que os tépicos “Nocao e propriedades da reflexao, da rotacao e da

translacao” e “Simetria axial e rotacional” sao trabalhados.

As atividades propostas tém como objetivos especificos: identificar e descrever a
isometria em causa, dada a figura geométrica e o transformado; construir o transfor-
mado de uma figura, a partir de uma isometria ou de uma composicao de isometrias;
compreender as nocoes de simetria axial e rotacional e identificar as simetrias numa
figura; completar, desenhar e explorar padroes geométricos que envolvam simetrias;

identificar as simetrias de frisos e rosaceas; construir frisos e rosaceas.

Proposta 1

Realizacao de uma visita de estudo, por exemplo, ao centro histérico da cidade de
Ponta Delgada. Os alunos, munidos dos roteiros de simetria (por exemplo, do roteiro
de rosdceas, do roteiro de frisos ou do roteiro das varandas de Ponta Delgada), bem
como dos fluxogramas, sao convidados a percorrer o caminho indicado analisando ao

pormenor os exemplos expostos nos roteiros e classificando-os.

Se possivel, os alunos deverao fazer-se acompanhar de um bloco de notas e de uma

maquina fotografica para registar outros exemplos que nao se encontram nos roteiros.

Com o material recolhido, os alunos poderao organizar uma exposi¢ao para di-

vulgacao dos seus trabalhos junto da comunidade educativa.
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Proposta 2

Imagina que a praca principal da tua localidade vai ser remodelada. As obras de
remodelagao incluem a repavimentacao do centro da praga, em calcada portuguesa.
Usando papel quadriculado ou o software Tess (www.peda.com/tess), cria um motivo
simples. Com esse motivo constréi uma rosacea e apresenta a tua proposta a entidade
responsavel pela repavimentagao do centro da praga. Com o mesmo motivo (ou outro
a tua escolha), constrdi agora um friso para a repavimentacao do passeio, em calcada

portuguesa, da rua onde moras.

Proposta 3

Observa as seguintes rosaceas (Figura 7.3):

Figura 7.3: 2.° Ciclo — Proposta 3.

Caracteriza as simetrias que possuem e, caso existam, desenha os seus eixos de

simetria.

Proposta 4

Observa os seguintes frisos, recolhidos no concelho de Ponta Delgada (Figura 7.4).

Identifica, em cada friso, o motivo e as simetrias que possui.
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Figura 7.4: 2.° Ciclo — Proposta 4.

Proposta 5

Observa o painel constituido pelos azulejos D, E; F, G, H e I. (Figura 7.5)

5.1 Se aplicares ao azulejo D uma rotacao de centro O e amplitude —90° (rotagao
de sentido negativo), seguida de uma reflexdo de eixo AC, qual é o azulejo que

encontras?

5.2 Indica o centro, a amplitude e o sentido do angulo de uma rotacao que poderia

levar o azulejo H a coincidir com o azulejo E.

5.3 Indica o centro, a amplitude e o sentido do angulo de uma rotacao que poderia

levar o azulejo H a coincidir com o azulejo F.

5.4 Indica o centro, a amplitude e o sentido do angulo de uma rotacao que poderia

levar o azulejo H a coincidir com o azulejo 1.
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Figura 7.5: 2.° Ciclo — Proposta 5.

7.4 Exploracoes no 3.° Ciclo do Ensino Basico e

Ensino Secundario

No 3.° ciclo sao retomados os topicos explorados no ciclo anterior fazendo-se uma
revisao e aprofundamento dos mesmos, com especial destaque para a translagao e

reflexao deslizante. O principal enfoque é dado as propriedades das isometrias.

As atividades propostas tém como objetivos especificos: identificar e descrever a
isometria em causa, dada uma figura geométrica e o seu transformado; construir o
transformado de uma figura, a partir de uma isometria ou de uma composicao de
isometrias; reconhecer as propriedades comuns das isometrias; identificar as sime-
trias de rosaceas, frisos e padroes bidimensionais; construir rosaceas, frisos e padroes

bidimensionais.

Com as devidas adaptacoes, as atividades que se seguem podem também ser apli-

cadas no ensino secundario na disciplina de Matematica B.



7.4 Exploragoes no 3.° Ciclo do Ensino Basico e Ensino Secundério 153

Proposta 1

Realizacao de uma visita de estudo, por exemplo, ao centro histérico da cidade
de Ponta Delgada. Os alunos, munidos dos roteiros de simetria (por exemplo, do
roteiro de rosaceas, do roteiro de frisos, do roteiro de padroes bidimensionais ou do
roteiro das varandas de Ponta Delgada), bem como dos fluxogramas, sdo convidados
a percorrer o caminho, analisando ao pormenor os exemplos expostos nos roteiros e

classificando-os.

Se possivel, os alunos deverao fazer-se acompanhar de um bloco de notas e de uma

maquina fotografica para registar outros exemplos que nao se encontram nos roteiros.

Com o material recolhido, os alunos poderao organizar uma exposi¢ao para di-

vulgacao dos seus trabalhos junto da comunidade educativa.

Proposta 2

O professor podera elaborar um projeto, em parceria com as entidades locais, para

a repavimentacao de uma rua ou de uma pracga, em calgada portuguesa.

Para tal, serd pedido a cada aluno que construa, em papel quadriculado ou usando
o software Tess (www.peda.com/tess), uma proposta para uma rosacea, para um friso
ou para um padrao bidimensional (de acordo com a area a pavimentar). Recolhidas
as diferentes propostas, estas ficarao expostas, de modo a envolver toda a comunidade
escolar que votard na proposta vencedora. A selecionada serd apresentada a entidade

camararia que procedera a sua execucao.

Proposta 3

Esta proposta é adaptada do “Projecto 1001 itens”, do GAVE [41]. A figura
Figura 7.6 representa parte de um revestimento em azulejo de uma fachada de uma

moradia na cidade de Lagoa.
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Figura 7.6: 3.° Ciclo e Secundario — Proposta 3.

Figura 7.7: 3.° Ciclo e Secundério — Proposta 3.1.

3.1 Na Figura 7.7, é reproduzido um elemento-base do revestimento anterior.

(a) Assinala os eixos de simetria axial da figura;

(b) Justifica que a figura tem simetrias de rotacao, indicando o centro e as suas

amplitudes;

(c) Classifica a rosdcea quanto ao seu grupo de simetria.

3.2 Identifica as restantes simetrias do padrao bidimensional da Figura 7.6 e

classifica-o.
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Proposta 4

Esta proposta é adaptada do Teste Intermédio de Matematica B, 10.° ano, 2010.
No campo de S. Francisco, em Ponta Delgada, podemos encontrar, em calgada por-

tuguesa, varias rosdceas como a que ilustramos na figura seguinte (Figura 7.8).

Figura 7.8: 3.° Ciclo e Secundario — Proposta 4.

4.1 Através de uma rotacao de centro no ponto O pode obter-se, a partir do poligono
[ABCO], o poligono [EFGO]. Apresenta um valor da amplitude, em graus,

dessa rotacao. Justifica a tua resposta.

4.2 Qual é a imagem do triangulo [GHO] por uma reflexdo com eixo de reflexao
EM? E com eixo de reflexao AI?

4.3 Qual ¢é o eixo de simetria da reflexao que transforma o ponto K no ponto C?

4.4 Justifica que a figura apresentada tem simetria rotacional. Na tua justificagao,

refere as amplitudes possiveis para as simetrias de rotacao centradas no ponto O.

4.5 Classifica a figura apresentada, usando o fluxograma para a classificacao de

rosaceas (Apéndice B).
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Proposta 5

Observa os seguintes frisos (Figura 7.9), recolhidos no concelho de Ponta Delgada.

Figura 7.9: 3.° Ciclo e Secundario — Proposta 5.

5.1 Identifica, em cada friso, o motivo e as simetrias que possui.

5.2 Usando o fluxograma para a classificacao de frisos (Apéndice C), classifica-os.

Esta atividade também pode ser realizada tendo como suporte o roteiro de varan-

das da cidade de Ponta Delgada e os seus exemplos de frisos.



Consideracoes finais

O estudo apresentado pretende mostrar que a Matematica esta presente no quoti-
diano e que, através da realidade que nos rodeia, podemos motivar os nossos alunos
para a aprendizagem desta ciéncia. Fomentar o gosto pela Matemética tem sido uma
das grandes preocupacoes, quer por parte de educadores e professores como de en-
carregados de educacao. Sem duvida que uma das solugoes pode passar por aliar as

vivéncias didrias dos alunos aos seus conhecimentos matematicos.

Ao mostrar a presenca da Matemédtica nas nossas varandas, passeios e azulejos,
estamos a dar um exemplo pratico da sua aplicabilidade. Além disso, podemos motivar
os jovens a trabalhar conceitos fundamentais de Geometria como as isometrias do

plano (reflexdo, translacao, rotacao e reflexao deslizante) e o conceito de simetria.

Como é sabido, em 2013, comemora-se o Ano Internacional da Matematica do
Planeta Terra (MPT 2013). A intengao é promover, por todo o mundo, iniciativas
que alertem para o papel primordial que a Matematica pode desempenhar em muitas
questoes relacionadas com o Planeta Terra. Em Portugal, o Ministério da Educacao e
Ciencia, em parceria com o Ministério dos Negocios Estrangeiros, liderou o processo de
criacao de um Comité Nacional, com o apoio da Comissao Nacional da UNESCO. Um
dos projetos criados pelo Comité Nacional, no ambito do MPT 2013, é a “Matematica
Urbana”, que tem como finalidade, entre outros aspetos, o levantamento matematico
da calgada portuguesa. Deste modo, e até ao encerramento desta iniciativa, todas as

atencoes estao voltadas para a Matematica das nossas calcadas.

Atendendo a este facto, podemos afirmar que a instituicao deste Ano Internacio-
nal da Matematica do Planeta Terra, vem demonstrar a pertinéncia do tema desta
dissertacao e, ao mesmo tempo, validar todo o trabalho desenvolvido. Acresce referir

que os roteiros de rosiceas e de frisos de Ponta Delgada (Sao Miguel), desenvolvidos
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no ambito desta dissertacao, se encontram disponiveis no site oficial do MPT 2013

www.mat.uc.pt/mpt2023/matematica-urbana.html

e constituem um precioso contributo para a concretizacao dos objetivos que nos pro-
pusemos alcancar. Estes roteiros também foram divulgados no encontro internacional
de Matematica Recreativa, Recreational Mathematics Colloguium III, que se realizou
em abril deste ano, em Ponta Delgada, e que reuniu matematicos de todo o mundo.
Para além disso, o levantamento realizado tem sido divulgado, junto de professores e
alunos, mediante algumas palestras de divulgacao que proferimos nos ltimos meses.
Todos os roteiros desenvolvidos no ambito desta dissertagao também estao disponiveis
em:

http://sites.uac.pt/rteixeira/simetrias/

A informacao recolhida no ambito da construcao de roteiros pode ter vérias utilida-
des. Para além da sua utilizagao no processo de ensino-aprendizagem da Matematica,
nomeadamente, na consolidacao do conceito de simetria, também deve ser aprovei-
tada pelas autoridades camararias que, ao procederem a trabalhos de repavimentacao,
podem adotar os frisos que estao em falta na sua cidade. H4, ainda, a possibilidade
de se potenciar um tipo de turismo aliado ao patriménio e a Matematica — o tu-
rismo matematico. Uma opc¢ao podera passar pela elaboracao de guias turisticos, em
varias linguas, que aliem a explicacao dos conceitos de simetria ao contexto histérico

e cultural.

Em jeito de conclusao podemos afirmar, com toda a veemeéncia, que a exploracao
da Matematica presente nas nossas calcadas, varandas e azulejos é um investimento
com frutos garantidos por conseguir estabelecer um cruzamento entre a ciéncia, o

ensino e a cultura.
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simetria, 70
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