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Resumo

Nesta dissertagao ¢ nosso objectivo estudar questoes sobre congruéncias e

coberturas de semigrupos V—semi-reticulados inversos.

Se G é um [—grupo, o semigrupo LY(G) das classes laterais dos [—ideais
de G, e o semigrupo CV(S) constituido pelo conjunto vazio e pelos sub-
conjuntos permissiveis de um semigrupo inverso S, com a relacao de in-
clusao e a sua inversa, respectivamente, constituem exemplos de semigrupos

V —semi-reticulados inversos.

Dado um semigrupo V—semi-reticulado, nao necessariamente inverso,
apresentamos um critério que permite verificar se uma dada congruéncia é ou
nao uma V—congruéncia. Num semigrupo inverso, se p ¢ uma congruéncia
normal definida nos idempotentes sao conhecidas as congruéncias p, i, € Prax;
respectivamente, a menor e maior congruéncia com trago p. Se S é um semi-
grupo V—semi-reticulado inverso descrevemos as congruéncias normais que
sao trago de V—congruéncias em S. Se o semigrupo S é E—unitario, mostra-
mos que a congruencia p,;,, associada a uma dada congruéncia V—normal
p, € uma V—congruéncia, pelo que é a menor V—congruéncia com esse trago.
Este resultado pode nao ser verdadeiro se S nao é E—unitario. No caso
em que o semigrupo S é V—acessivel, dada uma congruéncia V—normal
p, a relagao p,.. € a maior V—congruéncia com trago p. Descrevemos as
V—congruéncias que separam idempotentes através dos respectivos sistemas
de nucleo. Em particular, mostramos que o reticulado destas V—congruéncias

¢ distributivo e, como consequeéncia, o reticulado das V—congruéncias com
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iv Resumo

um dado trago é também distributivo. No entanto, o reticulado de todas
as V—congruéncias nao €, sequer, modular. Caracterizamos ainda, através
dos respectivos ntcleos, as congruéncias de [—grupo e as congruéncias de
[—grupo com zero associadas a um dado ideal primo de S.

Quanto ao estudo de coberturas EY —unitédrias de semigrupos V—semi-re-
ticulados inversos, obtemos uma condicao necessaria e suficiente para a sua
existéncia. Construimos uma cobertura EY—unitdria para os semigrupos
V—semi-reticulados inversos LY(G) e CV(S), quando S é E—unitério.

Estudamos também os semigrupos inversos totalmente ordenados, con-
cluindo que estes possuem uma cobertura £ —unitéria totalmente ordenada
se e 86 se sao F—unitarios. Utilizando este ultimo resultado mostramos que
0 quociente de um semigrupo inverso E'—unitario totalmente ordenado por

uma sua V—congruéncia arbitraria é sempre um semigrupo E—unitério.



Abstract

Given an [—group G, the semigroup LY(G) consisting of all the cosets of
the [—ideals of GG, and the semigroup CV(S) constituted by the empty set
together with the permissible subsets of an inverse semigroup S, with the in-
clusion relation and its reverse, respectively, are important natural examples

of V—semi-lattice inverse semigroups.

In a V—semi-lattice semigroup we present conditions for a congruence
to be a V—congruence. If S is an inverse semigroup and p is a normal
congruence on the idempotents of S the congruences p,;, and p, .., respecti-
vely the smallest and the largest congruence with trace p, are known. In
a V—semi-lattice inverse semigroup S we describe the normal congruences
which are traces of V-congruences in S. If the semigroup S is F—unitary, we
show that the congruence p, ., associated to a given V—normal congruence p,
is also a V—congruence, and thus the smallest VV-congruence with that trace.
This result may not be true if S is not E-unitary. In case the semigroup S
is V—amenable, given a V-normal congruence, p, the relation p, .. is the lar-
gest V—congruence with trace p. We describe V—congruences which separate
idempotents through their kernel systems. In particular, we show that the
lattice of these congruences is distributive and, as a consequence, the lattice
of V—congruences, with a given trace, is also distributive although the lattice
of all V—congruences need not even to be modular. We also characterize, in
terms of their kernels, the [—group congruences and the [—group with zero

congruences associated to a given prime ideal of S.



vi Abstract

We obtain a necessary and sufficient condition for the existence of EY —uni-
tary covers for V—semi-lattice inverse semigroups. Using these conditions we
build an EY—unitary cover for the V-semi-lattice inverse semigroups LY(G)
and CVY(S), when S is E—unitary.

We also study the totally ordered inverse semigroups concluding that
they have totally ordered EY—unitary covers if and only if they are al-
ready E—unitary. Using the latter result, we show that the quotient of
an F—unitary totally ordered inverse semigroup by one of its arbitrary

V—congruences is always an F—unitary inverse semigroup.
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Introducao

Num semigrupo inverso S as congruéncias estao intrinsecamente ligadas as
suas imagens homomorfas, pelo que a sua descricao é preciosa. De todas
as classes de semigrupos nas quais as congruéncias tém sido estudadas, é na
classe dos semigrupos inversos que sao conhecidos mais resultados. Em parti-
cular, num semigrupo inverso as congruéncias admitem duas bem conhecidas
caracterizagoes: uma por sistemas de ntucleo normais e outra por pares de
congruéncia. A primeira, inicialmente apresentada por Wagner em [Wag53],
foi posteriormente completada por Preston em [Preb4] e a segunda deve-se a
Petrich [Pet78].

Dada uma congruéncia # em S, o seu traco, tr 6, é a sua restricao a banda
comutativa E(S), dos idempotentes de S, o seu nicleo, Ker 6, é o conjunto
dos elementos de S relacionados com algum idempotente de .S e o seu sistema

de nicleo, K(0), é o conjunto das classes dos idempotentes de S.

As congruéncias em S com um mesmo trago formam um reticulado com-
pleto e modular, mais ainda, formam um intervalo fechado no reticulado de
todas as congruéncias. Reilly e Scheiblich [RS67] descreveram pi, € Prax

respectivamente, a menor e a maior congruéncia com trago p.

A descricao de coberturas de um semigrupo inverso S é, de certo modo, o
problema oposto ao do estudo das congruéncias, ja que, neste caso, se procura
encontrar semigrupos dos quais S é agora imagem homomorfa. Nesta area
poem-se imediatamente duas questoes: saber se existem coberturas de um

dado tipo e encontrar métodos de construcao. No que respeita a existéncia



2 Introducao

de coberturas E—unitérias, é bem conhecido que todo o semigrupo inverso
possui uma cobertura E'—unitéria [McAT74a]; quanto a técnicas de construgao
existem varias, nomeadamente as de McAlister e Reilly [MR77]. Recorde-

mos ainda que todo o semigrupo E—unitario é isomorfo a um P—semigrupo

[McAT74b].

Generalizando o conceito de [—grupo, definimos semigrupo V—semi-reticu-
lado inverso como sendo um semigrupo parcialmente ordenado que é um
V—semi-reticulado e em que a multiplicacao no semigrupo ¢ distributiva em
relacao a operagao V. Sobre a teoria dos [—grupos muito se sabe, mas em
relacao a teoria dos semigrupos V—semi-reticulados inversos ha pouca in-
formacao disponivel.

Esta dissertacao tem por objectivo efectuar um estudo de V—congruéncias
e coberturas de semigrupos V—semi-reticulados inversos, em paralelo com os
resultados conhecidos para semigrupos inversos. Na abordagem de muitas
questoes fomos bem sucedidos tendo obtido respostas completas. Algumas
perguntas postas foram parcialmente respondidas e outras nao chegaram a ser

consideradas, esperamos, no entanto, vir a obter mais resultados no futuro.

No primeiro capitulo comegamos por apresentar conceitos e resultados,
de ordem geral, ja conhecidos, que julgamos indispensaveis para a compre-
ensao do conteudo dos capitulos subsequentes. E também neste capitulo que
construimos, na seccao 1.4, ja constituida por material original, exemplos
de semigrupos V—semi-reticulados inversos, nomeadamente K(G), KY(G),
LY(G) e CY(95).

Se G é um grupo, entdo o conjunto K (G) das classes laterais dos sub-
grupos de G, com a ordem inclusao, é um semigrupo V—semi-reticulado
inverso. Se, além disso, G ¢é finito, mostramos que K(G) é o semigrupo
V—semi-reticulado inverso livre sobre G.

Dado um [—grupo G, os semigrupos K" (G) e LY(G), formados pelas clas-



ses laterais, respectivamente, dos [—subgrupos convexos de GG, e dos [—ideais
de G, com a ordem inclusao, sao também exemplos de semigrupos V—semi-re-

ticulados inversos.

O semigrupo C"Y(S) é constituido pelo conjunto vazio e pelos subconjuntos

permissiveis de um semigrupo inverso .S, com a relagao inversa da inclusao.

No segundo capitulo estudamos V—congruéncias num semigrupo V—se-
mi-reticulado inverso. Comegamos por considerar um semigrupo V—semi-re-
ticulado S e apresentamos um critério que permite verificar se uma dada con-
gruéncia é ou nao uma \V—congruéncia; aplicando este resultado descrevemos
os ideais de S associados as congruéncias de Rees que sao V—congruéncias.
Passando ao caso em que S é inverso, com conjunto de idempotentes E(S),
provamos que a menor congruéncia de grupo o é também a menor con-
gruéncia de [—grupo; descrevemos a maior V—congruéncia em S contida
numa dada equivaléncia; e apresentamos uma condi¢ao necessaria e sufi-
ciente para que uma congruéncia normal em FE(S) seja o trago de uma
V—congruéncia. Se S, além de inverso, é F—unitario, mostramos que a
congruéncia p,;., associada a uma dada congruéncia V—normal p em FE(S)
¢ uma V—congruéncia, pelo que é a menor V—congruéncia com esse trago.
Este resultado pode nao ser verdadeiro se S nao é E—unitario. No caso em
que o semigrupo S ¢ inverso e V—acessivel, dada uma congruéncia V—normal

p em E(S), arelagdo p,,., ¢ a maior V—congruéncia com trago p.

Ainda no segundo capitulo, caracterizamos as V—congruéncias que sepa-
ram idempotentes num semigrupo V—semi-reticulado inverso. Inspiramo-nos
na descri¢ao das congruéncias via sistemas de nicleo normais, mostrando que
toda a V—congruéncia que separa idempotentes esta associada a um sistema
de nicleo normal de [—grupos. Neste caso, o reticulado das V—congruéncias
com um dado traco é distributivo, o que nao sucede com o reticulado de todas
as V—congrueéncias. Em seguida descrevemos as congruéncias de [—grupo,

através dos respectivos nucleos, a semelhanga do que sucede no caso das
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congruéncias de grupo num semigrupo inverso. Terminamos este capitulo
considerando as congruéncias de [—grupo com zero. Neste caso, zero ou é o
elemento maximo do conjunto quociente ou é o seu elemento minimo. Des-
crevemos estas congruéncias, bem como os sobre-ideais e sob-ideais primos

que lhes estao associados, respectivamente.

No terceiro capitulo abordamos o estudo das coberturas EY—unitérias
de um semigrupo V—semi-reticulado inverso. A primeira questao que se le-
vanta é a de saber se todo o semigrupo V—semi-reticulado inverso admite
uma cobertura EY—unitdria. Obtemos uma condicao necessdria e sufici-
ente para a existéncia de uma tal cobertura, fazendo uso de um resultado
de McAlister e Reilly [MR77]. Em seguida, quando na presenca de cer-
tos pré-homomorfismos, apresentamos um método para construir cobertu-
ras. Em particular, construimos uma cobertura EY—unitdria para o semi-
grupo LY (@) e para o semigrupo CV(.S), quando S é E—unitério. Estudamos
também os semigrupos inversos totalmente ordenados que admitem uma co-
bertura EY—unitdria totalmente ordenada, concluindo que tais semigrupos
sao exactamente aqueles que a partida ja sao E—unitarios. Utilizando este
resultado, provamos que o quociente de um semigrupo inverso F—unitario
totalmente ordenado por uma sua V—congruéncia arbitraria é sempre um

semigrupo F—unitario.



Capitulo 1
Preliminares

Todas as seccoes deste capitulo, a excepcao da seccao 1.4, sao dedicadas a
apresentacao das defini¢oes e dos resultados basicos que usaremos ao longo
do texto.

Na secgao 1.4, ja constituida por trabalho original, construimos exemplos
de semigrupos V—semi-reticulados inversos, nomeadamente os semigrupos
CY(S) e K(G) construidos a custa dos semigrupos inversos C'(S) e K(G), dos
subconjuntos permissiveis de um semigrupo inverso S e das classes laterais
de um grupo G, respectivamente. Se G é um [—grupo, apresentamos, ainda,
os semigrupos V—semi-reticulados inversos KY(G) e LY(G) formados, no
primeiro caso, pelas classes laterais dos [—subgrupos convexos de G, e no

segundo, pelas classes laterais dos [—ideais de G.

1.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Comegamos por considerar conjuntos parcialmente ordenados. A maioria
dos conceitos aqui apresentados podem ser encontrados em [DP90], [Cal00]
e [Gra78].

Um conjunto parcialmente (totalmente) ordenado é um par (P, <) for-

mado por um conjunto P nao vazio e uma relacao de ordem parcial (total)

>
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< em P. Se (P,<) é um conjunto parcialmente ordenado, dizemos que o
conjunto P estd ordenado pela relacao <.

Dados conjuntos X e Y, uma aplicacao f de X em Y e um elemento
x € X, denotamos por zf a imagem de x por meio de f.

Se P e () sao conjuntos parcialmente ordenados, dizemos que uma aplica-

cao p : P — @) é isdtona se
a<b=ap < by,
para quaisquer a,b € P. Se ¢ ¢é bijectiva e
a<b<s ap <bp,

para quaisquer a,b € P, dizemos que ¢ é um isomomorfismo de ordem.

Um subconjunto N de um conjunto parcialmente ordenado P diz-se con-
vexo se sempre que s,t € Nes <z <tem P, entao z € N. Um subcon-
junto I de um conjunto parcialmente ordenado P ¢é um ideal de ordem se,

para quaisquer s € Pex € [,
s<zrx=sel.

Num conjunto parcialmente ordenado X dizemos que um elemento a de
X é mazimal se ndo existe qualquer elemento z de X tal que a £ x. Um
elemento b de X é minimal se nao existe qualquer elemento x de X tal que
x5 b

Se em X existe um elemento a tal que a < z (z < a), para qualquer
x € X, entdo a diz-se elemento minimo (mdzximo) de X. E claro que estes
elementos, se existirem, sao unicos.

Seja P um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado X. Dize-
mos que um elemento a de X é um majorante de P se x < a, para qualquer
x € P. Umn majorante a de P diz-se supremo de P se a < da/, para qualquer
majorante a’ de P. Dualmente, dizemos que um elemento a de X é um mi-

norante de P se a < x, para qualquer x € P. Um minorante a de P diz-se
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infimo de P se a' < a, para qualquer minorante a’ de P. O supremo e o
infimo de P podem nao existir, mas se existem sao unicos. O supremo de
P é usualmente designado por VP e o infimo por AP. Se P = {a,b}, entdo
representamos o supremo de P por a V b e o infimo por a A b.

Um conjunto parcialmente ordenado P é um V—semi-reticulado se, para
quaisquer a,b € P, existe a V b. Analogamente define-se A—semi-reticulado.
Se P é um V—semi-reticulado e um A—semi-reticulado dizemos que P é um
reticulado.

Num V—semi-reticulado P, dizemos que M C P é um V—subsemi-reticu-
lado de P se, para quaisquer a,b € M, temos a Vb € M. Num reticulado L,
dizemos que M C L é um subreticulado de L se, para quaisquer a,b € M,
temosaVbe MeaNbe M.

Notemos que, um subconjunto de um reticulado L pode ser um reticulado
sem ser um subreticulado de L, como mostra o exemplo seguinte.

Consideremos o reticulado L = {a,b,c,d, e} com a ordem definida pelo

diagrama

Seja M = {a,b,c,e}. Com a ordem definida em L o conjunto M é um
reticulado. No entanto, bV ¢ # bV, ¢, pelo que M nao é um subreticulado
de L.

Um reticulado L diz-se completo se, qualquer subconjunto nao vazio de
L tem supremo e infimo.

Num reticulado L, temos, para quaisquer a,b,c € L,

a<c=(aVb)Ac>aV (bAc).
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Se num reticulado L, para quaisquer a,b,c € L,
a<c=(aVb)ANc<aV(bAc),

dizemos que L é modular.
O préximo resultado, pode ser encontrado em [Cal00], Teorema 1.3, e é

uma das caracterizagoes dos reticulados modulares.

Proposicao 1.1.1 Um reticulado L é modular se e s6 se, para quaisquer

a,b,ce L,

aANb=cAb
a<c e = a=_c.
aVb=cVb

Dizemos que um reticulado L é distributivo se (aVb)Ac = (aAc)V (bAc),
para quaisquer a,b,c € L.

Todo o reticulado distributivo é modular.

Apresentamos a seguir uma caracterizacao dos reticulados distributivos

(veja-se [Cal00], Teorema 1.6).

Proposicao 1.1.2 Num reticulado L, as sequintes condigoes sao equivalen-
tes:

i) L € distributivo;

N ) aVb=aVe

i1) para quaisquer a,b,c € L, =b=c.

aNb=alc

Se P e () sao V—semi-reticulados, dizemos que uma aplicacao ¢ : P — @)

é um homomorfismo de V—semi-reticulados se ap V bp = (a V b)p, para

quaisquer a,b € P.

1.2 Semigrupos

Nesta secgao usamos como referéncias principais os livros [How95], [Pet84] e
[Law98].
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Um semigrupo é um par (S,-) formado por um conjunto S nao vazio (dito
o suporte do semigrupo) e uma operagao bindria - em S, a qual é associa-
tiva. Nao havendo perigo de ambiguidade, nao usamos qualquer simbolo para
designar a operacao e representamos o semigrupo apenas pelo seu suporte.

Dado um semigrupo S, um elemento e € S diz-se idempotente se e = e2.
Um idempotente e diz-se central se, ae = ea, para qualquer a € S. Dizemos
que um semigrupo S é comutativo se xy = yx, para quaisquer x,y € S. Um
semigrupo comutativo formado apenas por idempotentes diz-se um semi-re-

ticulado. Esta designagao deve-se ao resultado seguinte.

Proposicao 1.2.1 Seja (F, <) um A—semi-reticulado. Entao (E,N) € um

semigrupo comutativo de idempotentes e, para quaisquer a,b € F,
a<b&eaNb=a.

Reciprocamente, se E € um semigrupo comutativo de idempotentes, entao a

relacao definida em E por
a<b<sab=a,

para quaisquer a,b € E, ¢ uma relacao de ordem parcial em relagao a qual

E ¢ um N—semi-reticulado, tendo-se a A b = ab.

Representamos o conjunto dos idempotentes de um semigrupo S por
E(S), ou simplesmente, por E. Um elemento u € S tal que zu = ux = =z,
para qualquer x € S, diz-se uma identidade de S. Tal elemento, se existir,
¢ necessariamente unico. Chamamos mondide a um semigrupo com identi-
dade. Em geral, representamos a identidade de um mondide S por 1g, ou
simplesmente por 1. Se S é um semigrupo e 1 ¢ S, denotamos por St o
“menor” mondide que contém S, isto é, se S é um mondide entdo, S = 9,
caso contrario S' = SU {1}, com a multiplicacao de S e onde s.1 = 1.5 = s,
se s € St. Dizemos que um elemento u € S é um zero de S se, para qualquer

s € S, su = us = u. KEste elemento, se existir, é unico e, usualmente é
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denotado por 0. Definimos o semigrupo com zero S°, de modo andlogo ao
mondide S*.

Dizemos que um mondéide G é um grupo se, para qualquer elemento g € G,
existe (também necessariamente unico) ¢ € G tal que g¢ = ¢'g = 1. E
evidente que F(G) = {1}, para qualquer grupo G.

Sejam S um semigrupo e S’ um subconjunto nao vazio de S. Dizemos
que S’ é um subsemigrupo de S se for fechado para a operacao de S, isto
é, ab € S’, para quaisquer a,b € S’. Um subsemigrupo de S que é grupo
(para a operagao induzida pela de ), diz-se um subgrupo de S. Se X for um
subconjunto nao vazio de um semigrupo S, dizemos que um subsemigrupo
S" de S é gerado por X, e representa-se por (X), se S’ for o menor (para a
relagdo de inclus@o) subsemigrupo de S que contém X.

Sejam S e T semigrupos. Dizemos que uma aplicacao ¢ : S — T é um
homomorfismo (de semigrupos) se apbp = (ab)y, para quaisquer a,b € S.
Se S e T sao mondides, dizemos que ¢ : S — T é um homomorfismo de
monaides se ¢ ¢ um homomorfismo de semigrupos que preserva a identidade.
Um homomorfismo ¢ : S — T diz-se um isomorfismo se é uma aplicagao
injectiva e sobrejectiva. Neste caso, dizemos que os semigrupos sao isomorfos
e escrevemos S = T. Se ¢ : S — T é um isomorfismo, entao a aplicacao
inversa ¢! : T — S ¢ também um isomorfismo.

Dada uma aplicacao ¢ : S — T, designamos por nicleo de ¢ a relagao de

equivaléncia © definida em S por, para quaisquer s,t € S,
(s,t) € P < sp = to.

Sejam S um semigrupo e A e B dois subconjuntos de S. Denotamos por AB
o subconjunto de S definido por AB={abe S|a€ A, be B}.

Dizemos que um subconjunto nao vazio I de S é um ideal (respectiva-
mente, um ideal esquerdo, um ideal direito) de S se S'IS' C I (respecti-
vamente, ST C I, IS' C I). Um ideal (respectivamente, ideal esquerdo,

ideal direito) de S diz-se gerado por um subconjunto X de S se for o menor
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ideal (respectivamente, ideal esquerdo, ideal direito) de S que contém X.
Um ideal (respectivamente, ideal esquerdo, ideal direito) de S gerado por um
tnico elemento de S diz-se um ideal principal (respectivamente, ideal princi-
pal esquerdo, ideal principal direito). Se a € S, o ideal principal (respectiva-
mente, ideal esquerdo, ideal direito) gerado por a é S'aS" (respectivamente,
Sta, aSt).

Um ideal I # S diz-se primo se, para quaisquer a,b € S,

abel=ae€loubel.

A nocao de ideal leva naturalmente a consideracao de certas relagoes
de equivaléncia num semigrupo. Tais relacoes, estudadas inicialmente por
J.A.Green em 1951, desempenham um papel fundamental no estudo dos

semigrupos. Seja S um semigrupo. Em S, definimos as seguintes relagoes de

equivaléncia:
1. (a,b) € L& S'a=S"
2. (a,b) € R aS'=0bS";
3. (a,b) € H< (a,b) € Le(ab)eR;
4. (a,b) € J & StaS' = S5'bS".

para quaisquer a,b € S.

Definimos ainda a relagao D como a menor equivaléncia de S que contém
L eR. Como L e R comutam, entao D = LR = RL. As relagoes L, R, H,
D e J sao as relacoes de Green.

Dados um semigrupo S e uma relacao de equivaléncia p em S, dizemos

que p é uma congruéncia em S se, para quaisquer s, t, u,v € S,
(s,t) € p, (u,v) € p= (su,tv) € p.

Esta condicao é equivalente a afirmar que p é compativel a esquerda e a

direita com a multiplicacao no semigrupo, isto é, para quaisquer s,t,a € S,

(s,t) € p = (sa,ta) € pe (as,at) € p .



12 Preliminares

Num semigrupo 5, dada uma sua congruéncia p, no conjunto quociente
S/p definimos [z],[y] , = [xy], , onde [2] , representa a p—classe dum elemento
x € S. E fécil verificar que com esta operagao S/p constitui um semigrupo.
Além disso, a relacdo pf : S — S/p, definida por zp* = [z] ,» bara qualquer
x € S, é um homomorfismo (dito candnico), de semigrupos. Se p é uma
congruéncia tal que S/p é um grupo, dizemos que p é uma congruéncia de
grupo.

Dado um semigrupo S, o conjunto C(S) das suas congruéncias com a
ordem inclusao é um conjunto parcialmente ordenado. Além disso, se a, 3 €
C(9), entao a N @ € C(S) e é o seu infimo, quanto ao seu supremo, este,
pode ser caracterizado pelo resultado seguinte (veja-se [How95], Proposigao
1.5.11).

Proposicao 1.2.2 Sejam o« e [ congruéncias num semigrupo S. FEntao

(a,b) € (aV B) se e so se existem n € N, x1, Ta, ..., Tap—1 € S tais que
(a,71) € a, (1, m2) € B, ..., (T2p_1,b) € [.

Assim, podemos afirmar que C(S) é um reticulado com elemento minimo

1lg e elemento maximo S x S.

1.2.1 Semigrupos inversos

Seja S um semigrupo. Dizemos que um elemento s € S é reqular se existe
um elemento z € S tal que s = sxs. Se, além disso, o elemento x verificar a
condicao x = xsx, dizemos que x é um inverso de s em S. E evidente que
todo o elemento regular possui pelo menos um inverso. De facto, se = é tal
que s = sxs, entao xsr é um inverso de s .

Um semigrupo S diz-se regular se todos os seus elementos sao regulares.
Se S é um semigrupo regular tal que cada elemento s possui um tnico in-
verso, que denotamos usualmente por s, dizemos que S é um semigrupo

inverso. Podemos demonstrar que um semigrupo regular é inverso se e so
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se os seus idempotentes comutam. Logo se S é um semigrupo inverso E é
um subsemigrupo de S. Assim, num semigrupo inverso S, se « e 3 sao con-
gruéncias em E, entdo aNf e aV 3 também o sdo, pelo que o conjunto C(E)
das congruéncias em F é um reticulado.

Num semigrupo S definimos uma relacao de ordem < em F por
e< fee=ef = fe

para quaisquer e, f € E. Esta relacao é uma relacao de ordem parcial em F,
usualmente designada por ordem natural nos idempotentes.

Se S é um semigrupo inverso, entao F com a ordem natural constitui
um A—semi-reticulado, tendo-se e A f = ef, pelo que, num semigrupo in-
verso S, o conjunto FE dos seus idempotentes é usualmente designado por
semi-reticulado dos idempotentes de S. Notemos que este facto é também
uma consequéncia da Proposicao 1.2.1, uma vez que num semigrupo inverso
S o conjunto E é um semigrupo comutativo de idempotentes.

Seguidamente, apresentamos algumas propriedades elementares de semi-

grupos inversos, que enunciamos nas proximas proposigoes.

Proposicao 1.2.3 Seja S um semigrupo inverso. FEntao, para quaisquer
eeFeabels,

i) (ab)~' =b"ta™l;

ii) a ‘ea,aea™! € E;

iii) (a,b) € L < a ta=b"1b;

) (a,b) € R & aa™' =bb~!;

v) (a,b) e H& aa ' =bb™! eala=b"1b;

La se e 56 se a pertence a um subgrupo de S.

vi) aa”t = a”
Proposicao 1.2.4 Sejam S e T semigrupos. Se ¢ : S — T € um homomor-
fismo e S € inverso, entao S¢ também é inverso, tendo-se (ap)™t = a o,

para qualquer a € S.
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Proposicao 1.2.5 Sejam S um semigrupo inverso, p uma congruéncia em

S e s,t €8 tais que (s,t) € p. Entao (s~ t71) € p.

Num semigrupo inverso S, as suas congruéncias admitem duas bem co-
nhecidas descrigoes: uma via pares de congruéncia e outra via sistemas de
nicleo normais. A primeira deve-se a Petrich [Pet78] e a segunda, inicial-
mente apresentada por Wagner em [Wagb3|, foi posteriormente completada
por Preston em [Pre54]. Vamos, a seguir, recordar essas duas caracterizagoes.

Seja S um semigrupo inverso. Um subconjunto de S diz-se cheio se contém
todos os idempotentes de S. Um subsemigrupo inverso S’ é um subsemigrupo
de S fechado para inversos, isto é, tal que se s € S', entao s~! € S’. Um
subsemigrupo inverso N de S diz-se conjugado se, s"*Ns C N, para qualquer
s € S. Um subsemigrupo de S inverso, conjugado e cheio diz-se normal.

Num semigrupo inverso .S, dizemos que uma congruéncia p, definida no

semi-reticulado E dos idempotentes de S, é normal se, para qualquer a € S,

(e,f) € p= (aea,a ' fa) € p.

Se p e 6 sao congruéncias normais, entao pV8 e pNO também o sao. Logo,
num semigrupo inverso S, o conjunto C,(FE) das suas congruéncias normais
constitui um subreticulado do reticulado C(E).

Seja € uma congruéncia num semigrupo inverso S. Designamos por trac¢o
de 6, e representamos por tr 6, a restricao de 6 ao semi-reticulado £ dos
idempotentes de S. E claro que o traco de uma congruéncia em S é uma
congruéncia normal.

O préximo resultado pode ser encontrado, por exemplo, em [Pet84], Teo-
rema [I1.2.5.

Proposicao 1.2.6 Sejam S um semigrupo inverso e «, 3 congruéncias em
S. Entao

traNtrf =tr(anpB)

tra Vitrg =tr(aV ).
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Num semigrupo inverso S, dada uma congruéncia p, designamos por

niucleo de p, e representamos por Ker p, o conjunto
{a€eS|Jee€E:(ae)€p}.

O nucleo de uma congruéncia é um subsemigrupo normal.

Um par de congruéncia (N, p), num semigrupo inverso S, consiste num
subsemigrupo normal N e numa congruéncia normal p, definida em E, que
satisfacam as condigoes seguintes, para quaisquer ¢ € K e a € S,

1) se ae € N e (e,a'a) € p, entao a € N;

2) se a € N entao (aa™',a™'a) € p.

O préximo resultado pode ser encontrado, por exemplo, em [Pet84], Teo-
rema III.1.5, e permite-nos caracterizar uma congruéncia, num semigrupo

inverso, através do seu traco e do seu nticleo.

Proposicao 1.2.7 Seja S um semigrupo inverso.

i) Se (N,v) € um par de congruéncia, entdo a relagdo py ., definida por
(a,0) € py,,) = ab™' € N e (ata,b7'b) € v

é uma congruéncia em S com nicleo N e traco 7.
ii) Se p € uma congruéncia em S, entao (Ker p,tr p) é um par de con-

gruéncia e, além disso, p = p(rerpirp)-

Sejam S um semigrupo inverso e p uma sua congruéncia. Designamos

por sistema de nicleo de p, e denotamos por K(p), o conjunto

{[e]p\eeE}.

Certas familias de subsemigrupos de S com determinadas propriedades
dizem-se um sistema de nicleo normal de S. Dado um semigrupo inverso S,

¢ conhecida a existéncia de uma bijecgao entre o conjunto dos seus sistemas
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de nicleo normais e o conjunto das suas congruéncias em S, pelo que cada
congruéncia fica determinada pelo seu sistema de nicleo [CP67]. No caso
particular das congruéncias que separam idempotentes, isto é, cujo tracgo ¢é
a relacao identidade, o seu sistema de nicleo sera uma familia de subgrupos

de S com determinadas propriedades, de acordo com a seguinte definicao.

Definigao 1.2.8 Sejam S um semigrupo inverso e N={N.|e € E} uma
familia de subgrupos de S, disjuntos dois a dois, tais que, para quaisquer
e,feEFeacs,

1) N.-Ny C Ny

2) a™*Nea C Ny-1q.

Uma tal familia diz-se um sistema de nicleo normal de grupos
(s.n.n.g.) de S.

Nesta representacao N, denota um subgrupo de S com identidade e.

O préximo resultado da-nos uma bijeccao entre o conjunto dos sistemas
de ntucleo normais de grupos de um semigrupo inverso e o conjunto das
suas congruéncias que separam idempotentes, pelo que cada congruéncia fica

determinada pelo seu sistema de nicleo (veja-se [CP67], Teorema 7.55).

Proposigao 1.2.9 Sejam S um semigrupo inverso e N={N.|e € E} um

seu s.n.n.g. Entao a relagao py definida por
(a,b) € ppr < b € Nyy-1a

€ uma congruéncia em S que separa idempotentes cujo sistema de nicleo é
Reciprocamente, dada uma congruéncia p em S que separa idempotentes,

entdo o seu sistema de nicleo € um s.m.n.g. de S, tendo-se p = pr(,-

Num semigrupo inverso S é conhecida a maior congruéncia em S que
separa idempotentes, usualmente representada por u, e que pode ser definida

por, para quaisquer a,b € S,

(a,b) € p & atea=b""eb, (Ve € E).
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E também conhecida a menor congruéncia de grupo, usualmente representada

por o, que pode ser definida por, para quaisquer a,b € S,

(a,b) € 0 < Jee€ E(S) :ea=ceb .

1.2.2 Semigrupos parcialmente ordenados

Aqui, vamos usar como referéncias [McA98] e [GGMOO].
Um semigrupo S diz-se parcialmente (totalmente) ordenado se admite
uma relagdo de ordem parcial (total) < compativel com a operacao de S,

isto é, para quaisquer a,b € S e x,y € S*,
a<b=zay < zby .

Um semigrupo S parcialmente ordenado diz-se um semigrupo com uma ordem
de V—semi-reticulado, ou apenas um semigrupo V—semi-reticulado se, para
quaisquer a,b € S, existe a V b, e se a operacao no semigrupo S é distributiva

em relacao a operacao V, isto é, para quaisquer a,b,c,d € S,
clavb)=caVchbe (aVb)d=adVbd.

Analogamente, define-se semigrupo com uma ordem de NA—semi-reticulado,
ou abreviadamente semigrupo A—semi-reticulado.

Notemos que um semigrupo parcialmente ordenado pode ser um V—se-
mi-reticulado sem ser um semigrupo V—semi-reticulado. Com efeito, se con-
siderarmos um reticulado (S, <), entao sob a ordem < e o produto definido
por ab = a A b, para quaisquer a,b € S, o conjunto S ¢é um semigrupo

parcialmente ordenado e um V—semi-reticulado. Além disso,

{ a(bVe)=aAN(bVec)

abVac= (aNb)V(aAc),
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pelo que, o semigrupo S é um semigrupo V—semi-reticulado se e s6 se o
reticulado S é distributivo.
Se S é um semigrupo parcialmente ordenado e é um V—semi-reticulado

temos o resultado seguinte.

Proposicao 1.2.10 Seja S um semigrupo parcialmente ordenado que é um

V—semi-reticulado. Entao, para quaisquer a,b,c € S, temos

caVchb <c(aVb)
acVbe < (aVb)e.

Desta proposi¢ao podemos concluir que um semigrupo parcialmente or-
denado S é um semigrupo V—semi-reticulado, se S é um V—semi-reticulado

e, para quaisquer a, b, c € S, se verificam as condigoes:

caVchb > c(aVb)
acVbe > (aVb)e.

Dados semigrupos V—semi-reticulados S e T', uma aplicacao ¢ : S — T
diz-se um homomorfismo de semigrupos V—semi-reticulados, ou simples-
mente um V—homomorfismo, se apbp = (ab)p e ap V by = (a V b)p, para
quaisquer a,b € S.

Num semigrupo V—semi-reticulado S, uma relagao de equivaléncia p

diz-se compativel com V se, para quaisquer s,t,a € S,
(s,t)ep = (aVs,aVt)ep.

E facil verificar que esta condicao é equivalente a afirmar que, para quaisquer

S7t7u7v€S7
(s,t)ep, (u,v)€Ep=(sVu,tVuv)ep.

Designamos por V—-congruéncia toda a congruéncia compativel com V. Se
¢ : S — T é um V—homomorfismo, entao o seu nicleo, p, é claramente uma

V—congruéncia em S.
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Dados um semigrupo V—semi-reticulado S e uma sua V—congruéncia
p, no conjunto quociente S/p definimos [z] [y], = [zy], e [2], V [y], =
[z VY] ,» bara x,y € S. E facil verificar que com estas operacoes o semigrupo
S/p constitui um semigrupo V—semi-reticulado. Além disso, a aplicagao
canénica p* : S — S/p, definida por xp* = [7] ,» bara qualquer z € S, ¢ um
V—homomorfismo.

Num semigrupo V—semi-reticulado S, denotemos por C¥(S) o conjunto
das suas V—congruéncias. Se a, 3 € CY(S), temos a N B,V 3 € C(S), pelo
que CY(S) é um subreticulado do reticulado C(.S).

Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S, o conjunto E dos seus
idempotentes ¢ um V—subsemi-reticulado de S (veja-se [McA98], Proposi¢ao
3.1.7). Com este facto, é facil provar que, se p é uma V—congruéncia em S,
entao o seu traco é uma V—congruéncia em E e o seu nicleo, Ker p, ¢ um

V —subsemi-reticulado de S.

1.2.3 Algebras livres

Em [Gra79] podemos encontrar os principais conceitos e resultados associados

ao estudo de algebras livres. Recordemos a defini¢ao de algebra livre.

Definicao 1.2.11 Seja S uma classe de dlgebras tipo-C. Sejam F € §, X
um conjunto ndo vazio e f uma aplicagio de X em F. O par (F, f) diz-se
uma dlgebra tipo-C' livre sobre X se, para quaisquer S € S e aplicacdo

0 de X em S, existe um e um so homomorfismo ¢ tipo-C' de F' em S tal que
fo=0.

Designamos por variedade uma classe de algebras tipo-C fechada para

subalgebras, imagens homomorfas e produtos directos.

Proposicao 1.2.12 Seja X um conjunto nao vazio. Se § é uma variedade
tipo-C', entao existe uma dlgebra tipo-C' livre sobre X, gerada por X como
uma dlgebra tipo-C. Mais ainda, uma tal dlgebra é unica a menos de iso-

morfismo.
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Tendo em conta a proposigao anterior, denotamos apenas por F(X) uma
algebra livre (F, f) sobre X.

1.3 Grupos parcialmente ordenados

Nesta seccao, vamos recordar alguns resultados especificos sobre grupos par-
cialmente ordenados que podemos encontrar em [Dar95] e [McA98].
Dados um grupo GG e uma relacao de ordem parcial <, dizemos que G é

um grupo parcialmente ordenado se, para quaisquer g;,gs, %,y € G,

g1 < g2 = g1y < TGay.

Apresentamos, a seguir algumas propriedades de grupos parcialmente or-

denados.

Proposicao 1.3.1 Seja (G, <) um grupo parcialmente ordenado. FEntdao,

para quaisquer a,b € G, temos a < b se e s6 se b~ < a~ L.

Corolario 1.3.2 Seja G um grupo parcialmente ordenado com identidade 1.

Se g <1 (g=>1), para qualquer g € G, entao G = {1}.

Proposicao 1.3.3 Seja G um grupo parcialmente ordenado e a,b € G.
Entao existe a Vb em G se e s6 se existe a Nb em G e existe a ANb em
G se e so se existe aV b em G. Além disso, para quaisquer a,b, g € G,

i) aVb=a(aAb) b

i) a ANb=0b(aVb)a;

i) aNb= (a"t Vo)

iw)aVb=(a"t Ab71)7L;

v) g(aVb)=gaVgb, (aVb)g=agV bg;

vi) g(a ANb) = ga A gb, (a Nb)g=ag A bg.

Como consequéncia da Proposicao anterior, temos:
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Corolario 1.3.4 Seja G um grupo parcialmente ordenado. As sequintes
condicoes sao equivalentes:
i) G é um V—semi-reticulado;

it) G € um N—semi-reticulado.

Designamos por grupo com uma ordem de reticulado ou, abreviadamente,
[— grupo, um semigrupo V—semi-reticulado (ou semigrupo A—semi-reticulado)
que é grupo.

Ja observamos que um semigrupo parcialmente ordenado pode ser um
V—semi-reticulado sem ser um semigrupo V—semi-reticulado. No entanto,
se 0 semigrupo parcialmente ordenado é um grupo e é um V—semi-reticulado
(ou A—semi-reticulado), atendendo & condi¢do v) (ou wi) da Proposicao
1.3.3, é necessariamente um [—grupo.

Um subgrupo A de um [—grupo G diz-se um [—subgrupo de G, se A for
um subreticulado de GG. Designamos por [—ideal um [-subgrupo normal e
convexo.

Ja referimos que, um subconjunto de um reticulado L pode ser um reti-
culado sem ser um subreticulado de L. No entanto, se o subconjunto for um

subgrupo de um [—grupo G temos o resultado seguinte.

Proposicao 1.3.5 Sejam G um [—grupo e N um subgrupo V —subsemi-reti-
culado de G. Entao N € um subreticulado de GG.

Apresentamos, a seguir, algumas propriedades de [—grupos.

Proposicao 1.3.6 Seja (G, <) um l—grupo com identidade 1. Entao, para
quaisquer g € G en € N, se g" > 1 entao g > 1.

Tendo em conta que num grupo finito todos os seus elementos tém or-
dem finita, podemos concluir da proposi¢ao anterior e do Corolario 1.3.2, o

seguinte:

Corolario 1.3.7 Qualquer l—grupo finito € trivial.
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Proposicao 1.3.8 Seja (G, <) um l—grupo com identidade 1. Um subgrupo
H de G é um V—subsemi-reticulado de G se e sé se a1 € H, para qualquer
a € H.

O proximo resultado é uma consequéncia da decomposicao de Riesz, que

pode ser encontrada em [Dar95], Teorema 3.11.

Proposicao 1.3.9 Sejam (G, <) um l—grupo com identidade 1 e z € G tal
que 1 <z <mn, com1<nel<m. Entao existem n, e m; € G tais que

r=mny, ondel <ny <nel<m <m.

Demonstragao

Como 1 <z < mn, entao m~t < m~1z <n. Logo
1§m_1x\/1§n\/1:n,

pelo que, se ny = m~1z V 1, obtemos 1 < ny < n.

Seja my = xnl_l. Entao x = miny e
mi=x(m eV =z 'mAL) =mAx.

Mas, uma vez que 1 < m, x, concluimos que 1 < mAx=m; <m U

Deste ultimo resultado podemos concluir o seguinte:

Corolario 1.3.10 Seja (G, <) um l—grupo com identidade 1. Se N e M
sao l—subgrupos convexos de G, entdo o subgrupo (M, N), gerado por M e

N, € também um [—subgrupo convexo de G.

O préximo resultado é semelhante a caracterizacao das congruéncias, num

grupo arbitrario, através dos seus subgrupos normais.

Proposicao 1.3.11 Seja G um l—grupo com identidade 1. Se H € um

l—ideal de G, entao a relagdo py definida por

(a,b) € py = ab' € H
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¢ uma congruéncia em G compativel com V e com N.
Reciprocamente, se 0 € uma congruéncia em G, compativel com \V e com

A, e H € a 0—classe de 1, entao H € um l—ideal de G e, além disso, 0 = py.

Demonstragao

Como H é um subgrupo normal, temos que py ¢ uma congruéncia no
grupo G. Por outro lado, sabemos por [McA98], Lema 1.3.2, que py é com-
pativel com V e com A, visto que, sendo H um [—ideal, entao H é [—subgrupo
convexo de G. Logo py é ao mesmo tempo congruéncia e respeita V e A.

Quanto a condicao reciproca, o raciocinio é analogo. O

Podemos pois afirmar que, num [—grupo existe um isomorfismo de or-
dem (inclusdo) entre o reticulado dos seus [—ideais e o reticulado das suas
congruéncias compativeis com V e A. Assim, uma vez que, num [—grupo, o
reticulado das suas congruéncias compativeis com V e A constitui um reticu-

lado distributivo (veja-se [McA98], Corolario 1.3.4) concluimos o seguinte:
Proposicao 1.3.12 O reticulado dos l—1ideais de um [—grupo é distributivo.

Se GY é um grupo parcialmente ordenado com zero 0 em que G é um
V—semi-reticulado (ou A—semi-reticulado) dizemos que G° é um [—grupo

com zero 0.

1.4 Exemplos de semigrupos V—semi-reticu-

lados inversos

Nesta seccao apresentamos exemplos de semigrupos V—semi-reticulados in-
versos, nomeadamente CV(S), K(G), KY(G) e LY(G).
Se G' é um grupo, entao o conjunto K (G), das classes laterais dos subgru-

pos de GG, com a ordem inclusao, é um semigrupo V-semi-reticulado inverso.
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Se, além disso, G ¢ finito, mostramos que K(G) é o semigrupo V—semi-reti-
culado inverso livre sobre G.

Dado um [—grupo G, os semigrupos KY(G) e LY(G), formados pelas
classes laterais, respectivamente, dos [—subgrupos convexos de G, e dos
l—ideais de GG, com a ordem inclusao, sao também exemplos de semigrupos
V—semi-reticulados inversos.

O semigrupo C"Y(S) é constituido pelo conjunto vazio e pelos subconjuntos

permissiveis de um semigrupo inverso S, com a relagao inversa da inclusao.

1.4.1 O semigrupo C"Y(S5)

Os proximos resultados podem ser encontrados, por exemplo, em [Law98].
Seja S um semigrupo inverso. Em S definimos uma relacao de ordem

parcial < por, para quaisquer s,t € .S,
s<t& s=te

para algum e € E. Esta relagao é designada por ordem natural e o semigrupo
diz-se naturalmente ordenado.

Enunciemos algumas propriedades da relacao de ordem natural.

Proposicao 1.4.1 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado.

Entao E € um ideal de ordem de S.

Proposicao 1.4.2 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado. As
sequintes condigoes sao equivalentes, para quaisquer s,t € S,

i) s <t

it) s = ft , para algum f € F;

i) s = ss~ 't

i) s =tsts;

v) s7t <L
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Proposicao 1.4.3 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado.
Entao, para quaisquer e € E e s,t,u,v € 5,

i) se < s;

i1) set < st;

iii) se s <t eu <w, entdo su < tv.

Definicao 1.4.4 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado. Um
subconjunto nao vazio A de S diz-se permissivel se:
i) € um ideal de ordem;

i) st™l, st € B, para quaisquer s,t € A.

Um subconjunto A de S que satisfaz a condi¢ao i) da definigdo anterior

diz-se compativel.

Proposicao 1.4.5 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado e A
um subconjunto, nao vazio, compativel de S. Entao, para quaisquer i,j € A,

temos (i,j) € 0.

Demonstracgao
Sejam 7, j € A. Como A é um subconjunto compativel, temos i57*,i71j €

E. Tomemos e = ij~! € E. Entao

ei=ij i =i(77) (7)) =G ) (GT) = () = e

Logo (i,j) € o. O
Apresentamos, a seguir, algumas propriedades dos subconjuntos per-

missiveis de um semigrupo inverso naturalmente ordenado.

Proposicao 1.4.6 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado e
A um subconjunto permissivel de S.

i) Ses,t € Aesls=t"t entio s =t.

ii) Se s,t € A e ss™! =tt71 entao s = t.

iii) Temos AA™' = {aa"'|a€ A}, A7'A = {a7'a|ae€ A} e AAT!,

A~YA sdo ambos ideais de ordem de S.
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Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado. Denotamos por
C(S) o conjunto dos subconjuntos permissiveis de S. Temos o seguinte re-

sultado:

Teorema 1.4.7 Seja S um semigrupo inverso naturalmente ordenado. Entdo
o conjunto C(S) com a operagao produto de subconjuntos de S € um semi-
grupo inverso em que:

i) a ordem natural é a inclusao;

ii) com a ordem inversa da inclusio o semigrupo CV(S) = C(S)U {0} é

um semigrupo V —semi-reticulado tendo-se AV B = AN B.

Demonstragao

i) E facil provar que se 4 e B sao subconjuntos de S nao disjuntos e
permissiveis, entao a sua interseccao ¢ também um subconjunto permissivel
de S. Seja CV(S) = C(S)U{0}. E claro que CV(S) com a ordem inversa da
inclusao é um semigrupo com zero e um V—semi-reticulado tendo-se AV B =
AN B. Verifiquemos que é um semigrupo V—semi-reticulado.

Atendendo a Proposicao 1.2.10, basta verificar que, para quaisquer
A, B,C € CY(S),

ACNBC C (ANB)C
CANCB C C(ANB).

Se ACNBC =0 temos AC N BC C (AN B)C. Suponhamos que
AC N BC # () e seja x € AC N BC. Entao existem a € A,b€ Bec,de C
tais que z = ac = bd. Como C' é compativel, de=! € E, pelo que bdc™t < b.
Portanto, uma vez que B ¢ um ideal de ordem, bdc™! € B. Por outro lado,
temos (bd)c™! = (ac)c™! = alcc™) < a e, como A é um ideal de ordem,
bdc™' € A. Assim, obtemos = ac = (ac)c™tc = (bd)c'c = (bdc™')c, pelo
que z € (AN B)C.

A prova da outra condicao é andaloga. U
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1.4.2 Os semigrupos K(G), KY(G) e LY(G)

Dado um grupo G com identidade 1, representamos por K(G) o conjunto
{Hz| H é subgrupo de G e x € G}.

Em K(G) definimos, para quaisquer Hx, Ky € K(G), a operagao bindria

Hr-Ky=(HVzKx Yy,

onde HV xKx~! representa o menor subgrupo de G que contém H e xKx 1.

Entao [MR77]:

i) com esta operagao K (G) ¢ um semigrupo inverso com identidade {1},
tal que (Hz) ' = (z7'Hz)z ™Y

ii) os idempotentes de K (G) sao os subgrupos de G;

iii) a ordem natural em K(G) é a inversa da inclusao.

Mostremos que este semigrupo, com a ordem inclusao, é um semigrupo

V—semi-reticulado inverso, tendo-se, para quaisquer Hx, Ky € K(G),
HxVv Ky = <H, K,xy_1>x,

onde (H, K, zy™') representa o subgrupo de G gerado por xy~* H e K.
Comecemos por verificar que o semigrupo é parcialmente ordenado.

Uma vez que H e K sao subgrupos de G,

HCK

Hx C Ky &
vy ' e K.

Sejam Hz, Ky, Lz € K(G) e suponhamos que Hx C Ky.

Como H C K entao LV zHz"' C LV zKz~!. Por outro lado, temos
zy~' € K, pelo que (zz)(zy)™' = 2(zy ')z € zKz7' C LV zKz"". Logo
(LV zHz )22 C(LV zKz"')z2y e, portanto, Lz - Hx C Lz - Ky.

Provemos, agora, que Hx - Lz- C Ky - Lz, isto é,

(HV zLz Naz C (K VyLy Hyz.
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Uma vez que zy~' € K, entao (z2)(yz) ' =ay~t € KVyLy .

Seja | € L. Entao zlx™' = (zy Y (yly ) (yz™') € K(yLy ')K. Como
KVyLy~! é o menor subgrupo de G que contém K e yLy~!, também contém
todos os produtos de elementos de K e de yLy~'. Logo xLx~!' C KVyLy~'.
Por outro lado, como H C K, entao H C K V yLy~'. Assim, K VyLy~! é
um majorante de H e de Lz ™!, pelo que, HV xLz~! C KV yLy~'.

Concluimos que o semigrupo K(G) é parcialmente ordenado.

Provemos que K(G) é um V—semi-reticulado. Sejam Hz, Ky € K(G).

Vamos mostrar que

HxVv Ky = <H, K,xy*1>x.

E claro que Hx C (H, K, zy™') .

Seja k € K. Entao ky = (k(zy™') ")z € (H,K,zy ') z. Portanto
Ky C(H,K,zy ') x.

Provemos, agora, que (H,K,zy ')z ¢ o menor majorante de Hr e de
Ky.

Seja Lz € K(G) tal que Hx C Lz e Ky C Lz.

Como zz71, yz=! € L, obtemos zy~! = (z271)(yz~!)~! € L. Por outro
lado, temos H, K C L. Logo (H,K,zy~') C L. Assim, concluimos que
(H, K,y ')« C Lz.

Finalmente, verifiquemos que K(G) é um semigrupo V—semi-reticulado.
Atendendo a Proposigao 1.2.10, falta provar que, para quaisquer Hz, Ky,
Lz € K(G),

(HxV Ky)-LzC Hx-LzV Ky - Lz
{ Lz-(HxV Ky) CLz-HzxV Lz - Ky,

ou seja,

(H,K,zy " YVaLr Yoz C (HVzLz ', KVyLy ' oy ")) xz
(LVz(H K,ay ')z 2e C((LVzHz"' LV 2Kz zay~'271)) 2o

Temos (H, K,zy™') C(HV xLz™', K VyLy~' zy™').
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Por outro lado, Lz~ C H V xLz~ !, pelo que,
xLa™ C <H VaLz ' KV yLy_l,xy_1>.

Logo (HV zLx ', K VyLy ' zy~') ¢ um majorante de (H, K,zy~') e

de xLx~! e, portanto ,
<H, K, xy_1> VaLz™' C <H VaLe ' KV yLy_l,xy_1> .

Verifiquemos a outra condicao.

Temos L C (LV zHz"Y, LV 2Kz, zzy~'271). Por outro lado,

2(H, Koy ™) 27 C (zHz 2 K27 2oy 127t
(zHz' 2Kz 2oy 27y C(LV zH2z LV 2K271 2oy~ t271)

Assim, (LV zHz7' LV zKz7! zoy~1271) é um majorante de L e de

2 (H,K,zy™1) 27!, pelo que,
LV z <H, K, xy_1> 21 C <L VzHz ' LV 2Kzt za:y_lz_1> .

Logo K(G) é um semigrupo V—semi-reticulado inverso.

Além disso, podemos verificar que K (G) é uma algebra inversa completa

(veja-se [Lee95], Defini¢ao 1.1 e Exemplo 1.21(b)).

Provemos, agora, que se o grupo G é finito, entao K(G) é o semigrupo
V—semi-reticulado inverso livre sobre G. Para o provar vamos necessitar de

alguns resultados que passamos a apresentar.

Lema 1.4.8 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e G um sub-
grupo de S com identidade e. Se h € G, entao hVe pertence a algum subgrupo

de S.
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Demonstragao

Sejam h,e € G, onde ¢ é a identidade do subgrupo G de S. Entao
(hve)hve) = ((hve)h ) Vv((hve)e) ™ =(evh ) V(hve ™.

De modo anslogo, obtemos (hV e) '(hVe) = (eVh™) "V (hVe)™ . Por-
tanto, da Proposigao 1.2.3 vi), concluimos o pretendido. U

Representemos por N o conjunto dos niimeros naturais.

Lema 1.4.9 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e G um sub-
grupo de S com identidade e. Seja h € G tal que h™ = e, para algum n € N.

Entdao h Ve € um idempotente de S.

Demonstragao

Seja h € G. E facil provar, por inducao em n, que, para qualquer n € N
(hve)*=h"Vh"'V..VhVe.
Por outro lado, uma vez que h™ = e, para algum n € N, temos
(hve)"=h"tV..VhVe=(hVe) '

Mas, pelo lema anterior, h V e pertence a um subgrupo de S. Logo h Ve é a

identidade deste subgrupo e, portanto, ¢ um idempotente de S. 0

Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado e X = {z1, ..., z,} um subcon-
junto finito de S. Denotemos por \/ X o elemento z; V ... V z, de S.
Se S é um semigrupo V—semi-reticulado inverso e GG é um subgrupo finito

de S com identidade e, entao temos os seguintes resultados:

Lema 1.4.10 Sejam X = {e, 1, ..., x,} um subconjunto de G e H o subgrupo
de G gerado por X. Entao \|] X =\/ H.
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Demonstragao

Temos \/ X = (eVz1) V...V (eVux,). Como G é finito, para qualquer
g € G existe n € N tal que g" = e. Logo, atendendo ao lema anterior e ao
facto de E(S) ser um V—subsemi-reticulado de S, concluimos que \/ X é um
idempotente de S e, portanto, (\/ X)" =/ X, para qualquer n € N.

Seja H o subgrupo de G gerado por X. Como G ¢é finito, existe n € N
tal que H = X", pelo que \/ X™ = \/ H. Por outro lado, se X e Y sao
subconjuntos finitos de S, entao \/ X VY = /(XY'), pelo que, por indugao
em n, obtemos (\/ X)" =\/ X", para qualquer n € N.

Assim, para algum n € N, temos \/ X = (\/ X)" =V X" =\ H. O

Lema 1.4.11 Seja X = {xy,...,x,} um subconjunto de G. Entdo, para cada

ie{l,..,r},
\/ X = (\/ H) 2

onde H € o subgrupo de G gerado por {xlel, ...,xrxl-_l}.

Demonstragao
Seja i € {1,..,r}. Temos VX = (\/{mz;', ¢z ", 227" }) 2y
Como ; 'r; = e, temos, atendendo ao lema anterior, \/ X = (\/ H) z;, onde

H é o subgrupo de G gerado por {xlxi_l, ...,xraci_l}. O

Deste ultimo resultado podemos concluir que se 7' ¢ um semigrupo V—se-
mi-reticulado inverso, G é um subgrupo finito de 7" e a é um elemento
do subsemigrupo V-—semi-reticulado S de T gerado por G, entao
a=(\/H)x =\/ Hz para algum x € G e algum subgrupo H de G. Além

disso, temos

(Vi) (Vo) (\ He)

(Vi) (VH) (VH)a
_ (\/H)sz (\/H)m:\/Hx.

Analogamente, obtemos (\/ 2 'H) = (\/27'H) (\/ Hz) (\/ x7'H).
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Assim, \/ Hz tem inverso \/ x 'H = \/(x 'Hz)z~!. Portanto, o subse-
migrupo S de T gerado por GG é também um semigrupo V—semi-reticulado

inverso.

Teorema 1.4.12 Seja G um grupo finito. Entio K(G) é o semigrupo V—se-

mi-reticulado inverso livre sobre o grupo G.

Demonstragao

Comecemos por recordar a definicao de semigrupo V—semi-reticulado in-
verso livre sobre um grupo GG. Um semigrupo V—semi-reticulado inverso U
em conjunto com um homomorfismo f de G em U diz-se livre sobre o grupo
G se qualquer que seja o semigrupo V—semi-reticulado inverso S e qualquer
que seja o homomorfismo h de G em S existe um e um s6 V—homomorfismo
0 de U para S tal que f0 = h. Se existir, um tal objecto U é tinico a menos
de V— isomorfismo.

Vamos agora mostrar que tal objecto existe.

Como os semigrupos V—semi-reticulados inversos sao dlgebras tipo (2,2,1)
e constituem uma variedade, entao, tendo em conta a Proposi¢ao 1.2.12; e
porque G é nao vazio, existe o semigrupo V—semi-reticulado inverso livre,
F(G), sobre o conjunto G. Temos uma aplicagao injectiva, i, de G em F(G),
com as seguintes propriedades: Gi gera F(G) como &lgebra (2,2,1) e, para
quaisquer semigrupo V—semi-reticulado inverso S e aplicacao j de G em S,
existe um e um s6 V—homomorfismo ¢ de F(G) em S tal que i¢ = j.

Encaremos agora G' como um grupo. Consideremos o semigrupo V—semi-
-reticulado inverso K(G) e a aplicagao 6 de G em K(G), definida por
g0 = {g} = {1} g, para qualquer g € GG. Esta aplicagao é um homomorfismo.
Entao existe um e um sé6 V—homomorfismo 7, de F(G) em K(G), tal que
gl = giT, para qualquer g € G. Assim, para quaisquer g;,gs € G, temos

(9192)iT = (g117)(g2iT), € como 7 é homomorfismo,

((9192)))7 = ((917)(g29))7
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donde ((g192)7, (¢17)(g27)) € T, onde T é a equivaléncia nicleo do V—homo-
morfismo 7, pelo que é uma V—congruéncia em F(G).
Seja (3 a intersecgao de todas as V—congruéncias, p, em F(G) que satis-

fazem a propriedade
((9192)1, (917)(g21)) € p.

Entao 3 é uma V—congruéncia em F'(G) que satisfaz a propriedade anterior.
Assim F(G)/f é um semigrupo V— semi-reticulado inverso.

Tomemos a aplicacdo f de G em F(G)/f3 definida por, gf = (gi)5".
Provemos que f é um homomorfismo. Sejam ¢, g2 € G. Temos

(9192)f = ((9192)0)5° = ((910)(920)) 5" = (910)5*(920)5° = (91 )(92.).

Nestas condigoes é possivel provar que se S é um semigrupo V— semi-
-reticulado inverso e A é um homomorfismo de G em S, entao existe um e
um s6 V—homomorfismo ¢ tal que f¢ = h. Portanto F'(G)/f em conjunto
com f, forma o semigrupo V—semi-reticulado inverso livre sobre o grupo G.
Designemos F(G)/8 por F(G).

Seja @ o homomorfismo de G em K(G), definido por g6 = {g}, para
qualquer g € G. Entao existe um e um sé V—homomorfismo ¢, de F(G) em
K(G), tal que xzf¢p = x6 = {z}, para qualquer z € G. Como 6 é injectiva,
f também o é. Assim, concluimos que, a menos de isomorfismo, G é um
subgrupo de F(G) e podemos identificar xf com z, para qualquer = € G, a
fim de simplificar a escrita.

Provemos que ¢ mais do que um V—homomorfismo é uma bijecgao.

Uma vez que G é um subgrupo finito de F(G), concluimos, pelo lema
anterior, que todo o elemento de F(G) é da forma \/ Hx para algum z € G
e algum subgrupo H de G.

Seja H = {x1,...,x,} um subgrupo finito de G. Como ¢ é um V—homo-

morfismo, temos

(\/ Hx) ¢ = ((\/ H) x) 6= ({z} V..V {e ) {z} = H{z} = Ha.

Definimos, agora, uma aplicagao ¢ de K(G) em F(G)por (Hz)y = \/ Hz,
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para qualquer Hz € K(G). E claro que ¢ e Y sao aplicagoes inversas uma

da outra, pelo que sdo V—isomorfismos. Logo F(G) é V—isomorfo a K(G).

O

Suponhamos, agora, que G' é um [—grupo com identidade 1 e denotemos

por KY(G) o conjunto
{Hz| H é I-subgrupo convexo de G e x € G}.

E facil verificar que se H é um [—subgrupo convexo de G e x € (G, entao
xHx™! é também um [—subgrupo convexo de G. Por outro lado, sabemos
que o conjunto dos [—subgrupos convexos de um [—grupo G é um subreti-
culado dos subgrupos de G (veja-se [Dar95], Teorema 7.5). Com estes fac-
tos, podemos concluir que o conjunto KV(G) é um subsemigrupo inverso do
semigrupo K(G). Além disso, podemos provar que K" (G), com a ordem in-
clusao, é também um semigrupo V-semi-reticulado, tendo-se, para quaisquer
Hz, Ky € KY(G),

HxV Ky = (H\/ KV [xy_l}) x,
onde [g] denota o [—subgrupo convexo de G gerado por g.

Consideremos, o [—grupo nao comutativo mais simples, (veja-se [Con60])

definido por:

G = (a,b,c: ab = ba, ac = cb, bc = ca)

a'b’ct <a'b’c’ et<wout=wer<u, s<wv.

Entao o reticulado dos [—subgrupos convexos de GG tem o seguinte diagrama:
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{1}
onde 1 representa a identidade de G.
Consideremos, agora, o semigrupo inverso V—semi-reticulado, K (G),
das classes laterais dos [—subgrupos convexos de G. Este semigrupo apre-

senta uma estrutura relativamente simples. As suas D—classes sao:

{9}, 9€@G

<CL> bsc2t <CL> bsCZtJrl

<b> q? C2u+1 <b> ab CZu

(a) (b) "
¢]

com s,t,u,v,n € 7.

Se G é um [—grupo com identidade 1, podemos ainda considerar o con-
junto
{Hz| H él-ideal de G e z € G},

que iremos representar por LY(G).
Em LY(G) definimos, para quaisquer Hx, Ky € LY(G),

Hzx - Ky= (HK)zy.

Verifiquemos que esta operagao é bindaria.
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Sejam H e K [—ideais de G. Como H e K sao subgrupos normais (por
serem [—ideais), entao H K é também um subgrupo normal de G. Por outro
lado, atendendo ao Corolario 1.3.10, segue-se que H K é um [—subgrupo con-
vexo de G. Portanto HK é um [—ideal de G. Assim, L"(G) é um semigrupo
inverso, cujos idempotentes sao os [—ideais de GG, tendo-se (Har:)f1 = Haz 1,
para qualquer Hz € LY(G).

Provemos, agora, que o semigrupo LY(G) com a ordem inclusao e o pro-
duto definido é um semigrupo V—semi-reticulado.

Jé referimos que, como H e K sao subgrupos de G,

HCK

Hx C Ky &
ry ' e K.

Comecemos por provar que LY(G) é um semigrupo parcialmente ordenado.
Sejam Hz, Ky, Lz € LY(G) e suponhamos que Hx C Ky. Uma vez que
H C K temos LH C LK. Como zy~! € K e K é um subgrupo normal
obtemos 1z(xy~ 1)z~ = zz(2y) ! € LK. Logo (LH)zzx C (LK)zy. Portanto
Lz-Hzx C Lz - Ky.
De modo analogo, se prova a compatibilidade da multiplicacao a direita,
pelo que LY(G) é um semigrupo parcialmente ordenado.

Sejam Hzx, Ky € LY(G). Vamos mostrar que
HxVvV Ky=HK <xy_1> v,

onde (zy~') representa o [—ideal de G' gerado por xy~ .

Como H C HK (zy™') e zy™' € HK (xy™!), entdo Hr C HK (zy™ ') y.
Uma vez que K C HK {xy~1), temos Ky C HK (xy ') y. Logo HK (zy ')y
é um majorante de Hx e de Ky. Provemos que é o menor majorante.

Seja Lz € LY(G) tal que Hx C Lz e Ky C Lz. Entao H K C L e
xz7 yz=t € L. Logo HK (xy') C L e, uma vez que, yz~' € L, obtemos
HK (xy=')y C Lz. Portanto HK (zy~ ')y = Hz V Ky.

Finalmente, vamos provar que L"(G) é um semigrupo V—semi-reticulado.
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Uma vez que ja verificimos que LY(G) é um semigrupo parcialmente
ordenado e um V—semi-reticulado, atendendo a Proposicao 1.2.10, basta

mostrar que, para quaisquer Hz, Ky, Lz € LY(G),

(HxV Ky)-LzC Hx-LzV Ky - Lz
Lz-(HxV Ky) C Lz-HxV Lz - Ky.

Atendendo as operagdes definidas em LY(G), as condigdes anteriores sao

equivalentes as seguintes:

{ (HK (o) L)yz C (HLKL (w2(y2)"))y>
(LHK (zy™'))2y C (LHLK {(zzy~'271))zy.

Seja s € HK {xy~') L. Entao existem h € H k € K,l € L e a € {xy™!') tais
que
s = hkal = h1k(ll"")al = h1ki(I"'al) € HLKL (zy™").

Logo (HK {xy™*) L)yz C (HLKL (xy~'))yz.
Para a outra condi¢ao basta ter em conta que (zy~!) C (zay 'z71).
Concluimos, assim, que LY(G) é um semigrupo V—semi-reticulado in-

Verso.

Vamos, agora, verificar que o semigrupo LY (G) é um semigrupo de Clifford
e identificar as suas H—classes. Uma das caracterizacoes dos semigrupos de
Clifford é a de que sao regulares e todos os seus idempotentes sao centrais
(veja-se [Pet84], Teorema 11.2.6).

Sejam N um idempotente de LY(G) e Hx um elemento arbitrério
de LY(G). Como os idempotentes sao subgrupos normais de G, temos
NH = HN, pelo que, para quaisquer N, H € LY(G) e z € G,

Hyxy N=HNx=NHx=N- -Hzx.

Logo, uma vez que LY(G) é regular, por ser inverso, e todos os seus idempo-

tentes sao centrais, concluimos que LY(G) é de Clifford.
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Ora, num semigrupo de Clifford 7', temos u = H e (a,b) € H se e s6 se
aa~' = bb~!, para quaisquer a,b € T. Portanto, dados Hx e Ky em LY(G),
temos (Hz, Ky) € H se e s6 se (Hz) Y(Hz) = (Ky) '(Ky), isto é, H = K.
Assim, a H—classe de um elemento Hz de LY(G) é o grupo {Hy |y € G}.



Capitulo 2

V—Congruéncias em semigrupos

V—semli-reticulados inversos

Num semigrupo inverso S muito se sabe sobre as suas congruéncias. No-
meadamente, uma congruéncia p em S fica perfeitamente definida pelo seu
sistema de nucleo K(p) [Wagh3] e [Preb4] ou pelo seu par de congruéncia
nicleo, traco, (Ker p,tr p) [Pet78]. As descrigdes da menor e da maior
congruéncia com um dado trago p sdo também conhecidas [RS67].

As congruéncias que separam idempotentes estao associadas a sistemas
de nicleo cujos elementos sao grupos e a sua caracterizagao ¢ também bem
conhecida [CP67].

E nosso objectivo, neste capitulo, obter resultados andlogos para o caso
das V—congruéncias num semigrupo V—semi-reticulado inverso. Consegui-
mos cumprir o nosso objectivo mas apenas em parte, ja que, s6 foi possivel
encontrar as descrigoes analogas para alguns tipos de congruéncias, ou obter
resultados em classes de semigrupos particulares.

Dado um semigrupo V—semi-reticulado S, nao necessariamente inverso,
comegamos por apresentar condi¢oes necessarias e suficientes para que uma
congruéncia seja V—congruéncia. No caso de S ser inverso, usamos os resul-

tados obtidos para tirar conclusoes sobre o, a menor congruéncia de grupo

39
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em S, que provamos ser também a menor congruéncia de [—grupo em S, e
sobre as congruéncias de Rees p;. No que respeita as congruéncias de Rees
descrevemos os ideais que lhes estao associados quando sao V—congruéncias.

A seccao seguinte é dedicada a descrigao da maior V—congruéncia con-
tida numa equivaléncia. Passamos a descrever as congruéncias normais nos
idempotentes que sao traco de V—congruéncias.

No caso de S ser E—unitario, descrevemos p,;,, a menor V—congruéncia
em S com trago p. Mostramos que a descri¢ao obtida nao é vélida no caso
nao E—unitario. Quando S é V—acessivel, obtemos uma descrigao para p,,,
a maior V—congruéncia em S com trago p.

As V—congruéncias que separam idempotentes sao descritas pelos respec-
tivos sistemas de ntcleo. As congruéncias de [—grupo sao descritas através
dos respectivos ntcleos.

O resto do capitulo é dedicado a descricao das congruéncias de [—grupo
com zero. Neste caso, temos dois casos distintos a considerar, o caso em que

zero é elemento minimo e aquele em que é elemento méaximo.

2.1 Condicoes para que uma congruéncia seja
V—congruéncia

O objectivo principal desta secgao é apresentar condi¢oes para que uma con-
gruéncia, num semigrupo V—semi-reticulado, seja V—congruéncia.
Comecamos por apresentar uma caracterizacao das relagoes compativeis

com V num V—semi-reticulado.

Teorema 2.1.1 Sejam S um V—semi-reticulado e p uma relagio de equi-
valéncia em S. Entdo p € compativel com V se e so se satisfaz as condi¢oes
sequintes:

i) cada p—-classe € convexa;

i) cada p—-classe é um V—subsemi-reticulado;
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iii) se (a,b) € p e b <z, entdo existe y € S tal que a <y e (y,z) € p.

Demonstragao

Seja X uma classe de equivaléncia de p.

i) Provemos que X é um conjunto convexo. Tomemos z,y € X e z € S
tais que x < z < y. Como (x,y) € p e p é compativel com V, temos
(xV z,y V z) € p. Por outro lado, de < z < y segue-se que zV z = z e
y V z = y. Por conseguinteinte (z,y) € p e, portanto, z € X.

it) Provemos que X é um V—subsemi-reticulado. Sejam z,y € X. Entao
(x,y) € p, pelo que (x V y,y) € p, uma vez que p é compativel com V. Logo
rVyeX.

it1) Sejam a,b,x € S tais que (a,b) € pe b < z. De b < z, temos
bV x = x. Por outro lado, como p é compativel com V, de (a,b) € p segue-se
que (a V z,bV z) € p. Logo (aV x,x) € p e assim, o elemento y = a V z,
satisfaz as condigoes pretendidas.

Vejamos a condicao reciproca. Para tal vamos dividir a demonstragao
em duas partes. Mostraremos que se p é uma relagao de equivaléncia em S
satisfazendo as condigoes i) e ii), entao

1) podemos associar a cada classe de equivaléncia X de p uma relagao de
equivaléncia py em S, compativel com V; além disso N Er; /pr C p;

2) se p satisfaz também a condigao 4ii), temos y Qg /pr = p. Assim, sendo
cada py compativel com V, também p o sera.

1) Comecemos por observar que, sendo S um V—semi-reticulado, entao
S com a operacao V é um semigrupo de idempotentes comutativo, que re-
presentaremos por (S, V).

Suponhamos que p é uma relacao de equivaléncia em S, satisfazendo as
condigoes i) e ii). Seja X uma classe de equivaléncia de p. Entao X é um
V—subsemi-reticulado convexo.

Associemos a cada classe X o conjunto

Py={yeS| IreX:azvy¢ X}
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e verifiquemos que Px é um ideal primo do semigrupo (S, V).

Sejam y € Px e s € S. Suponhamos, por absurdo que y V s ¢ Px.
Atendendo & definigao de Px, como y € Py, existe a € X tal que aVy ¢ X.
Por outro lado, como yV's ¢ Px, temos xV (yVs) € X, para qualquer = € X.
Em particular a V (y V s) € X. Logo, como a <aVy<aV(yVs)elXé
convexo, a Vy € X, o que é absurdo. Entao y Vs € Px e, portanto, Px ¢
ideal.

Vejamos que Px é primo. Sejam y,z € S e suponhamos que ¥y, 2z ¢ Px.
Entao, para qualquer z € X, temos zVy € X e zV z € X. Mas, como X
é um V—subsemi-reticulado (z Vy)V (zV z) =2V (y V z) € X. Portanto,
yVz¢ Px.

Uma vez que, para cada p—classe X temos um ideal primo Py do semi-
grupo (5, V), estamos em condi¢oes de poder considerar a relagao de equi-

valéncia py , definida em S por
(a,b) € py < a,b € Px oua,b¢ Px .

Facilmente se verifica que py é uma congruéncia no semigrupo (S,V) e,
portanto, uma relacao de equivaléncia em S compativel com V. Logo, rg ) Px
XeS/p
¢ também uma relacao de equivaléncia em S compativel com V.
N C p.
Yes /pr =p

Sejam wu,v € S tais que (u,v) € N
XesS,

Verifiquemos agora que

/pX. Entao, em particular,
p

(u,v) € py e (u,v) € py,onde U = [u] , e V = [v],. Como PyNU = () (porque
U é um V—subsemi-reticulado) e u € U, segue-se que u ¢ Py. Logo v ¢ Py.
Analogamente se conclui que u ¢ Py, Assim, para qualquer u; € U, temos
(u; Vv) € U e, para qualquer v; € V, temos (v, V u) € V. Em particular,
(uVv) € (UNV) e como U eV sao classes de equivaléncia de p, entao U = V

e (u,v) € p.
2) Verifiquemos agora que se p é uma relagdo de equivaléncia em S, sa-
tisfazendo as condicoes i), i) e i), entdo p = qu/ px- Por 1), falta provar
XeS/p

ue pC N .
q P_Xes/ppx
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Sejam u,v € S, tais que (u,v) € p. Queremos provar (u,v) € py, para
qualquer X = [z] . Suponhamos que u ¢ Px e provemos que v ¢ Px.

Se u ¢ Px, temos x V u € X, para qualquer z € X. Entao (u,v) € p
e u < xVu Logo, uma vez que p satisfaz a condicao i), existe y € S
tal que v < ye (y,z Vu) € p. Como v < y, temos vV y = y e, portanto,
(vVy,zVu) € p. Por outro lado, como zVu € X e X é uma classe de
equivaléncia, v Vy € X. Assim, x <vVz < (vVy) Ve Ora, como x € X
evVy € X, temos (vVy)Vae e X. Mas, sendo X convexo, vV x € X.
Concluimos, pois, que vV € X, para qualquer = € X, isto é, v ¢ Px.
Portanto, (u,v) € px.

Logop & n Px

Ficou assim provado que se p é uma relagao de equivaléncia em S, satis-

fazendo as condigbes i), i) e i), entdo p é compativel com V. O

Deste tltimo teorema e do seu dual podemos concluir que uma equi-
valéncia p num reticulado S é uma congruéncia se e so se satisfaz as condigoes
seguintes:

i) cada p—classe é convexa;

ii) cada p—classe é um subreticulado;

iii) se (a,b) € p e b < z, entdo existe y € S tal que a <y e (y,x) € p;

iii") se (a,b) € p e x < b, entdo existe y € S tal que y < a e (z,y) € p.

Esta caracterizacao é analoga a descricao “quadrilateral” de Davey e Pries-
tley [DP90], Teorema 5.2.5, mas a demonstracao desta ultima usa simulta-

neamente a existéncia de infimo e de supremo.

No caso do V—semi-reticulado ser finito, para cada a € S, existe o maior
elemento da p—classe de a, que representaremos por @. Nesta situagao fa-
cilmente se prova que a condigao iii) é equivalente a condigdo seguinte: se

a < b entdo @ < b, para quaisquer a,b € S.
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Observemos que na situagao anterior, podemos definir em S/p uma relagao

bindria do seguinte modo: dados X,Y € S/p,
X <Y <& (xVuy,y) € p, para qualquer x € X ey € Y,

esta relacao é de ordem parcial e pode também ser definida por: dados
X, Y € S5/p,

X<Y&ezrly paraalguinsre X eyeVY.

Usando o resultado obtido, no teorema anterior, para relagoes compativeis
com V num V—semi-reticulado, apresentamos agora condi¢oes para que uma

congruéncia seja V—congruéncia, num semigrupo V—semi-reticulado.

Teorema 2.1.2 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado e p uma con-
gruéncia em S. Entao p é uma V—congruéncia em S se e so se satisfaz as
condicoes sequintes:

i) cada p—-classe € convexa;

i) cada p—-classe é um V—subsemi-reticulado;

iii) se (a,b) € p e b <z entio existe y € S tal que a <y e (y,z) € p.

Além disso, S/p € um semigrupo V—semi-reticulado e a aplicagdo candnica

Pt S — S/p, definida por xp* = [x], , € um V—homomorfismo.

P Y

Demonstracgao

E evidente, atendendo ao Teorema 2.1.1, que p é uma V—congruéncia em
S se e s6 se satisfaz as condigoes 1), i) e iii). Neste caso, S/p é um semigrupo
V—semi-reticulado, relativamente as operagoes definidas por [z], [y], = [zy],
e [z] ,V [] , = [z VY] ,» bara quaisquer z,y € S. Além disso, a aplicagao

canonica pf é, naturalmente, um V—homomorfismo. U

Observemos que uma V—congruéncia num semigrupo V—semi-reticulado
é uma congruéncia fortemente regular no sentido de Xie Xiang-Yun. Este

autor considera apenas semigrupos parcialmente ordenados e designa por



2.1 Condicoes para que uma congruéncia seja V—congruéncia 45

congruéncia fortemente regular uma congruéncia que satisfaz as condigoes i)
e 111) (veja-se [XY00], Teorema 3.6).

Se S é um semigrupo V—semi-reticulado e p é uma congruéncia de grupo
compativel com V, entdo S/p é claramente um [—grupo. Nesta situacao
dizemos que p é uma congruéncia de [—grupo.

Temos como consequéncia do teorema anterior, o resultado seguinte.

Corolario 2.1.3 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e o a
menor congruéncia de grupo em S. Entao o é a menor congruéncia de

l—grupo em S.

Demonstracgao

Verifiquemos que o satisfaz as trés condigoes do teorema anterior. Seja
A uma o—classe e a,b € A. Entao existe e € F tal que ea = eb.

i) Seja z € S tal que a < x < b. Entao ea < ex < eb = ea. Portanto,
ex =ea e x € A. Logo A é convexo.

ii) Como e(a Vb) = eaVeb = ea, entdo a Vb € A. Logo A é um
V—subsemi-reticulado.

iii) Sejam a,b,x € S tais que (a,b) € 0 e b < x. Entdo =z = bV z e,
portanto,

ex=e(bVx)=ebVer=ecaVer=e(aVr).

Logo existe y = a V z nas condicoes pretendidas. 0
Este resultado pode ser encontrado em [McA98], Teorema 3.1.8. Com

efeito, al prova-se um pouco mais:

Proposicao 2.1.4 Sejam S um semigrupo inverso parcialmente ordenado,
o a menor congruéncia de grupo em S e G = S/o. Defina-se em G uma

relacao < por, dados A, B € G,

A< B<&a<b, para alguns a € A,b € B.
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Entiao G é um grupo parcialmente ordenado e o homomorfismo candénico o,
definido de S em G, ¢é isotono.
Se S for um semigrupo V—semi-reticulado (ou AN—semi-reticulado) in-

verso, entdo G é um I—grupo e, além disso, o preserva as operacoes V' (ou

A).

Aplicando o critério que nos é fornecido pelo Teorema 2.1.2, vamos agora
estudar o caso particular das congruéncias de Rees associadas a um ideal.
Dado um ideal I num semigrupo S, sabemos que a relacao de equivaléncia

p;, definida em S por
(a,b) € py & a,beloua=hb

¢ uma congruéncia em S. O conjunto quociente S/p; coincide com
{I} U {{z} |z € S\I} e é um semigrupo com zero I. Esta congruéncia é
denominada congruéncia de Rees associada ao ideal I. Se o semigrupo for
um semigrupo V—semi-reticulado e o ideal I satisfizer determinadas proprie-
dades, entao p; vai ser uma V—congruéncia em S. Com efeito, temos o

seguinte.

Proposicao 2.1.5 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado e I um ideal
de S que é simultaneamente um V—subsemi-reticulado convexo. Entao p; €

uma V—congruéncia em S se e so se I tem a propriedade sequinte
i€l, ceS\I, i1<c=j<c¢ Vjel (A)

Se, além disso, I é um ideal de ordem, entao I € um elemento minimal de
S/pr.

Demonstragao

Suponhamos que I goza da propriedade enunciada. Provemos que p; é
uma V—congruéncia em S. Para tal, verifiquemos que p; satisfaz as condicoes
do Teorema 2.1.2.
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Representemos por [s] a p;—classe de s € S. Entao [s] = I ou [s] = {z} se
x € S\I. Logo p; satisfaz as condigoes 1) e i) do Teorema 2.1.2. Verifiquemos
agora que p; satisfaz a condigao 4ii). Sejam a,b,x € S tais que (a,b) € p; e
b < x. Entao a,b € I ou a = b. Analisemos estas duas situagoes.

1) Se @ = b, como b < x, podemos tomar y = z. Obtemos a < y e
(y.2) € pr-

2) Se a,b € I, vamos discutir dois casos possiveis:

2.1) Se x € I, entdao a V x € I e, portanto, (a V x,x) € p;. Logo existe
y = a V x nas condicoes pretendidas.

2.2) Se x € S\I, como a,b € [ e b < z, pela propriedade (A) de I, temos
a < x e, portanto, existe y = x, nas condigoes pretendidas.

Concluimos, pois, que p; é uma V—congruéncia em S.

Reciprocamente, provemos que se p; ¢ uma V—congruéncia em S, entao
I goza da propriedade (A). Sejam i € I e ¢ € S\I tais que ¢ < ¢. Seja
j € I. Uma vez que i,j € I, temos (j,i) € p; com i < ¢. Como p; é uma
V—congruéncia em S, satisfaz a condic¢ao i) do Teorema 2.1.2. Logo existe
ye€ Stal que j <ye (y,c) € p;. Mas, uma vez que ¢ € S\I, temos y = c.
Portanto j < c.

Como p; é uma V—congruéncia em S, entao, pelo Teorema 2.1.2; o semi-
grupo S/p; é também um semigrupo V—semi-reticulado. Falta provar que
se I é um ideal de ordem de S, entao I é minimal entre os elementos de
S/p;. Suponhamos que I ndo é minimal em S/p;. Entao existe z € S\I tal
que [z] £ I. Atendendo a ordem definida em S/p;, temos [z V i] = [i], para
i € 1. Logo (x Vi) € I. Por outro lado, uma vez que I é ideal de ordem e
xr<xViel temos x € I, o que contraria a hipétese. Logo I é um elemento

minimal de S/p;. O

Notemos que, se I tem a propriedade (A) e é um V—subsemi-reticulado
convexo, mas nao é um ideal de ordem, pode nao ser elemento minimal de

S/p;, como mostra o exemplo seguinte.
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Seja S = {i,j,k,l[,m} com a ordem definida pelo diagrama

Entao S é um V—semi-reticulado. Seja I = S\ {k}. Entao I é um V—subse-
mi-reticulado convexo, mas nao ¢ um ideal de ordem. Nestas condigoes, p; é
compativel com V mas [ nao é elemento minimal de S/p;.

Observemos ainda que, se I é um V—subsemi-reticulado e um ideal de
ordem de S e tem a propriedade (A) entdo, pela proposicao anterior, p; é
compativel com V e I é um elemento minimal de S/p;. No entanto, I pode nao
ser elemento minimo de S/p;. Com efeito, se considerarmos no V—semi-re-
ticulado do exemplo anterior, I = {i, j,1} temos p; compativel com V sendo

I elemento minimal, ndo minimo, de S/p;.

2.2 Maior V—congruéncia contida numa rela-
cao de equivaléncia
E conhecido que, dada uma relacao de equivaléncia p num semigrupo S, a
relacao definida por
(a,b) € p* & (zay,zby) € p, Va,y € S*

¢ a maior (para a relagdo de inclusdo) congruéncia em S contida em p.
Analogamente, dada uma relacao de equivaléncia p num semigrupo V—se-
mi-reticulado .S, existe a maior relagao de equivaléncia em S compativel com

V e contida em p, que passamos a descrever.

Proposicao 2.2.1 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado e p uma relagao

de equivaléncia em S. Entdo a maior relagao de equivaléncia em S compativel
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com V e contida em p é definida por
(a,b) € p’ & (xVa,zVb)€p, Vo €S.

Demonstracgao
Consideremos (5, V). Trata-se de um semigrupo de idempotentes comu-
tativo, pelo que a maior congruéncia 6 em (.S, V) contida em p estd definida

por, para quaisquer a,b € S,
(a,b) e <= (xVaVyzVbVy) €p, Y,y S

< (xVa,xVb)€p, Ve eS.

Ora 0 nao é mais do que a maior equivaléncia em S compativel com V e
contida em p. Logo 6 = pV. O

De modo analogo, dada uma relagao de equivaléncia p num semigrupo
V—semi-reticulado S, podemos definir a maior V—congruéncia em S contida
em p.

Para tal necessitamos do seguinte resultado.

Lema 2.2.2 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado e p uma relagao de

equivaléncia em S compativel com V. Entio p° é uma \V—congruéncia em S.

Demonstragao

Suponhamos que (a,b) € p° e tomemos x € S.

Sejam s,t € S'. Entao (sat,sbt) € p e, como p é compativel com V,
segue-se que (sxt V sat, sxt V sbt) € p, pelo que (s(xVa)t,s(zVb)t) € p.

Portanto (z V a,z Vb) € p°. Logo p° é uma V—congruéncia em S. O

Estamos, agora, em condigcoes de apresentar o proximo resultado, que nos
garante a existéncia da maior V—congruéncia contida numa dada relacao de

equivaléncia, num semigrupo V—semi-reticulado.
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Teorema 2.2.3 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado e p uma relagao
de equivaléncia em S. Entao (pv)b € a maior V—congruéncia em S contida

em p.

Demonstracgao

Sejam a,b € S. Entdo temos (a,b) € (p¥) se e s6 se (zay,zby) €
p", para quaisquer z,y € S!, ou seja, pela Proposicio 2.2.1, se e s6 se
(s V way,sV xby) € p , para quaisquer z,y € St e s € S.

Comecemos por ver que (pV)b é uma V—congruéncia em S contida em p.
Sabemos que p¥ é compativel com V, e assim, atendendo ao lema anterior,
(p¥)’ é uma V—congruéncia em S. Além disso, temos (p¥)’ C p¥ C p. Falta
provar que (pv)b é a maior V—congruéncia em S, contida em p. Seja § uma
V—congruéncia em S contida em p. Provemos que 6 C (pv)b. Sejam a,b € S
tais que (a,b) € 6. Entdao, como 6 é uma congruéncia em S, segue-se que
(zay, xby) € 0, para quaisquer x,y € S'. Portanto, como 6 é compativel com
V, temos (s V zay, s V xby) € 0, para quaisquer z,y € S* e s € S. Mas, por
hipétese, 6 C p, pelo que (s V zay, s V zby) € p, para quaisquer z,y € S e
s € S. Logo (a,b) € (p¥).

Portanto (,0\/)b ¢ de facto a maior V—congruéncia em S contida em p. [

2.3 Tracos de V—congruéncias

Nesta seccao apresentamos condigoes para que, num semigrupo V—semi-re-
ticulado inverso S, uma congruéncia normal definida em E seja o traco de
uma V—congruéncia em S.

Comegamos por recordar o seguinte resultado que se pode encontrar, por

exemplo, em [Pet84].

Proposicao 2.3.1 Sejam S um semigrupo inverso e p uma congruéncia nor-

mal em E. Entao
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i) a relacao p,,;, definida por, para quaisquer a,b € S,

(aa™,bb71) € p
Jee€ E: (aa',e) € p,ea=eb

((I, b) € Pmin <~ {

¢ a menor congruéncia em S com trago p;

ii) a rela¢ao p,,.. definida por, para quaisquer a,b € S,
(a,b) € pray < (aea,b7'eb) € p,Ve € E

¢ a maior congruéncia em S com trago p.

Dada uma relagao de equivaléncia p, num semigrupo V-semi-reticulado
: b . . . .
S, vimos que (p¥)” é a maior V—congruéncia em S contida em p. Se o semi-
grupo S for inverso, dada uma congruéncia normal p definida em FE, entao
VD . ~ . . , .
((pmax) ) ¢ a maior V—congruéncia em S contida em p,_ .., logo é a maior
V—congruéncia em S com trago contido em p. Este facto conduz-nos a uma
condi¢ao necessaria e suficiente para que uma congruéncia normal definida

em F seja o trago de uma V—congruéncia em S.

Teorema 2.3.2 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma

congruéncia normal em E. Entao p € o traco de uma V—congruéncia em S

se e s6 se pC ((pmax)v)b.

Demonstragao

Suponhamos que existe uma V—congruéncia # em S cujo traco é p. Uma
vez que ((pmax)v)b é a maior V—congruéncia em S com trago contido em p,
entao 6 C ((pmax)v)b. Assim

p =110 C tr (pman)”)” S ((Prma)”)”-

Reciprocamente, se p C ((pmax)v)b , entao

p Ctr ((me)’) -



52 V—Congruéncias em semigrupos V—semi-reticulados inversos

Mas tr ((pmax)v)b C p, pelo que temos tr ((pm(,ix)v)b = p. Logo p é o trago de
uma V—congruéncia em S. O

Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S, uma congruéncia normal,
definida nos idempotentes de S, diz-se V—mnormal se é o traco de uma V—con-
gruéncia em S.

O Corolario seguinte é uma consequéncia imediata do teorema anterior.

Corolario 2.3.3 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma
A . - VD . A
congruéncia V—normal. Entdo ((pmax) ) ¢ a maior V—-congruéncia em S

com trago p. 0

Apresentamos, a seguir, outras condi¢oes para que uma congruéncia nor-

mal, definida em F, seja V—normal.

Teorema 2.3.4 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma
congruéncia normal em E. FEntdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes,
para quaisquer e, f € F,

1) S ((Pma)”)

2) (e, f) € p= ((setV o) u(set V), (sft V) u(sftV ) € p,

para quaisquer s,t € St x € S, eu € B

3) (e, f) € p= ((set Vv x) " (set V), (sftVa) T (sftV ) € p,

para quaisquer s,t € St ex € S;

4) (e, f) € p= ((vet Vv z) " (vet V), (uft Vo) (vft Vv ) € p,

para quaisquert € St,x € S ev € B

5) (e, f)€p= ((etva) (et Vva),(ftVa)t(ftVa))€p,

para quaisquert € St ex € S.

Demonstracgao
Provemos que a condi¢ao 1) é equivalente a condigao 2).
Atendendo, respectivamente, as definicoes de p°, p¥ e p,...., para quaisquer

e, f € E, as seguintes condigoes sao equivalentes:

a) (e, f) € (Pma)”)’
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b) (set, sft) € (Puae)’ > Vs, t € St

c) (set Va,sftV )€ pua, Vs, t €St x el

d) ((set Vv ) u(set V), (sft V) u(sft v x)) €Ep, Vs,t e Stz eSe
u e B

Logo as condigoes 1) e 2) s@o equivalentes.

Vejamos que as condigdes 2) e 3) também sao equivalentes. Comecemos
por observar que se p satisfaz a condi¢ao 2), entao satisfaz naturalmente a
condigao 3).

Sejam e, f € E tais que (e, f) € p. Suponhamos que p verifica a condi¢ao

3). Entao, para quaisquer s’,t € St u € E*e1' € S,

((us'et V') (us'et V ua'), (us' ft Vo ux') " (us' ft V uaz’)) € p,
ou seja,

((s’et Va ) tuTtu(set v i), (s fEV &) T (s fE Y um’)) € p,

ou ainda, como u = u~?,

<(s’et V) tu(set V), (st 2) Tu(s ft vV x’)) € p.

Portanto, se p verifica 3), entao p verifica 2). Logo as condig¢oes 2) e 3) sao
equivalentes.

Provemos, agora, a equivaléncia das condigoes 3) e 4). E evidente que
se p satisfaz a condigao 3), entdo p satisfaz 4). Suponhamos que p verifica
a condi¢do 4). Sejam e, f € E tais que (e, f) € p. Uma vez que p é uma
congruéncia normal em E, temos (ses™!,sfs™1) € p, para qualquer s € S'.

Logo, como p satisfaz a condigao 4),
( vses 'tV ) (vses 'tV ), (vsfsTtV @) (vsfsT Y x)) € p,

para quaisquer t,s € S',x € S e v € E'. Tomemos, na expressio anterior,

t=swev=ss"' Obtemos

<(ses‘1sw v $>71 (ses™lsw Vv ), (sfstsw V) (sfs sw v x)) € p.
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Logo, uma vez que os idempotentes comutam
((sew v ) (sew V x), (sfw V x)H(sfw V ) € p.

Concluimos assim que p verifica 8). Portanto as condigoes 3) e 4) sado equi-
valentes.

Finalmente, provemos que as condigoes /) e 5) sdo equivalentes. E evi-
dente que se p verifica a condi¢ao 4), entdo verifica 5). Suponhamos que p
verifica a condigao 5). Sejam e, f € E tais que (e, f) € p. Como p é uma
congruéncia em F, entao (ve,vf) € p, para qualquer v € E'. Logo, uma vez

que p verifica a condig¢ao ),
((vet v )" (vet V x), (uft Vo) Huft v z)) € p.

Portanto as condigoes /) e 5) sao também equivalentes. U
Atendendo aos teoremas anteriores e a definicao de congruéncia V—normal

podemos afirmar o seguinte:

Corolario 2.3.5 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma
congruéncia normal em E. Entdo p € V—normal se e so se p satisfaz qualquer

uma das condigoes 1), 2), 3), 4) ou 5) do teorema anterior. O

No final da seccao 1.2, referimos que, num semigrupo V—semi-reticulado
S, o conjunto CY(S) das suas V—congruéncias constitui um subreticulado
de C(5). Este facto, conduz-nos aos préximos resultados em semigrupos

V—semi-reticulados inversos.

Teorema 2.3.6 Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S, o conjunto
CY(E) das suas congruéncias V—normais é um subreticulado do reticulado

Cn(E) das suas congruéncias normais.
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Demonstragao
Sejam p e # congruéncias V—normais em E. Entao existem «,3 € CY(S)
tais que

tra=petrf=20.
Pela Proposicao 1.2.6,

pNO=trantrf=tr(anp)
pVeO=traVitrg=tr(aVpj).

Por outro lado, como aN B, aV 3 € CY(S), concluimos que pN @ e pV 0 sao
V—normais. Assim, verificamos que o conjunto das congruéncias V—normais

¢ um subreticulado do reticulado das congruéncias normais. U

Proposicao 2.3.7 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p
uma congruéncia V—mnormal em E. Entao o conjunto va(S) das V—con-

gruéncias em S com trago p é um subreticulado de CY(S).

Demonstracgao

Basta ter em conta a Proposicao 1.2.6. U

2.3.1 A menor V—congruéncia com certo traco, num

semigrupo inverso E—unitario
Um semigrupo inverso S diz-se F-unitdrio se, para qualquer s € .S,
e,esce H=sekF.

E bem sabido que esta condicao é equivalente a sua dual: para qualquer
s e,
e,sec =s¢ek.

Pretendemos, agora, mostrar que, num semigrupo V—semi-reticulado in-
verso e F/—unitario, dada uma congruéncia V—normal p, entao p,;, ¢ a menor

V—congruéncia em S com trago p.
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Recordemos que, num semigrupo inverso F’—unitario, a menor congruencia
? 7
de grupo o, admite varias caracterizagoes. No que se segue, convém ter pre-

sente a seguinte (veja-se [McA98], Lema 3.2.2).

Lema 2.3.8 Seja S um semigrupo inverso E—unitario. As sequintes condigoes
sao equivalentes, para quaisquer a,b € S':

1) (a,b) € o;

2) aa=tb = bb~'a.

Dada uma congruéncia normal p, num semigrupo inverso E—unitario S,
também podemos definir p ., de outros modos. Apresentamos, no lema

seguinte, uma das possiveis definigoes.

Lema 2.3.9 Sejam S um semigrupo inverso E—unitdrio e p uma congruéncia

normal em E. Entao p,,;, pode ser definida por, para quaisquer a,b € .S,

(a,b) € ppin < (aa™ 007" ) Epe (a,b) €o

& (a_la, b_lb) €pe (a_l,b_l) €o.

Estamos entao em condigoes de poder descrever a menor V—congruéncia

com dado trago, num semigrupo V—semi-reticulado inverso E—unitario.

Teorema 2.3.10 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso E—uni-
tario e p uma congruéncia N —normal. Entao p,;, € a menor \V —congruéncia

em S com trago p.

Demonstragao

Provemos que p,;, ¢ uma V—congruéncia em S. Sejam a,b, x € S. Supo-
nhamos que (a,b) € pn-

Como p é uma congruéncia V—normal, entao, atendendo ao Corolario

2.3.5, para quaisquer e, f € E

(e,f)ep= ((et\/x)_1 (et Va), (ftvVa) ' (ftVa)) € p,
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para quaisquer t € St e x € S.

Assim, uma vez que (aa™',bb™!) € p, temos
((aa‘lt v x)fl (aa™ 't V), (bb~ 't v x) " (bb 't v x)) € p,

para quaisquer t € St e x € S.

Logo, em particular,

((aV )" (aVa), (b ta V)" (bb eV ) € p,

((aa’lb v x)_l (aa™'bV ), (bV ) bV x)) € p,

para qualquer x € S.
Por outro lado, pelo Lema 2.3.8, como (a,b) € o, temos aa~'b = bb'a.

Portanto, atendendo a transitividade de p, obtemos
((aV ) ava),bVz)i bV ) € p,

para qualquer z € S.

Como o ¢é compativel com V e (a,b) € o, entdo (aVz,bVz) € 0 e,
também, ((a V ) bV z)') € 0. Logo, atendendo ao Lema 2.3.9, temos
(aVx,bVx)€ pu,. Portanto, p,. é uma V—congruéncia em S com trago
p.

Por 1ltimo, se 6 é uma V—congruéncia em S com traco p, entao 6 é uma

congruéncia em S com trago p, pelo que p,;, C 6. U

Em [RM76] Reilly e Munn provam que se S é um semigrupo inverso
E—unitéario e p é uma congruéncia normal em F, entao S/p,;, ¢ também
E—unitario. Como tal, o corolario seguinte é consequéncia imediata do teo-

rema anterior.

Corolario 2.3.11 Sejam S um semigrupo \—semi-reticulado inverso E—uni-
tario e p uma congruéncia N —normal. Entao S/p,, € um semigrupo V —se-

mi-reticulado tnverso E—unitdrio. O
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Vamos, agora, mostrar que o resultado apresentado no Teorema 2.3.10,
pode nao ser verdadeiro no caso geral. No exemplo seguinte apresentamos um
semigrupo V—semi-reticulado inverso nao F—unitédrio S e uma congruéncia

V—normal p, tais que p,,;, nao ¢ uma V—congruéncia em S.

Exemplo
Sejam T' = Z x {0,1} e S = T U {0}. Em S, defina-se uma operagao

bindria do seguinte modo:

(m,a)(n,b) = (m+ n,ab)
0s=0

para quaisquer m,n € Z, a,b € {0,1} e s € S.

Com esta operacao, S é um semigrupo com zero, comutativo e inverso,
cujos idempotentes sao 0, e = (0,0) e uw = (0, 1). Além disso, S nao é E—uni-
tario, j& que 0s = 0 € F, para qualquer s € S\ F, sendo S\ E # 0.

Em S| defina-se uma ordem parcial < por:

(m,a) < (n,b) &m<nea<b
{ 0<s
para quaisquer m,n € Z, a,b € {0,1} e s € S. Com esta ordem S é um
semigrupo V—semi-reticulado.
Seja
p=1(0,0), (e, e), (u,u), (e,0),(0,e)}
Facilmente se verifica que p é uma congruéncia normal em E. Provemos que

p ¢ V—normal. Defina-se a aplicagdo ¢ de S em Z por
(m,a)p =a
{ 0¢p =0
para quaisquer m € Z e a € {0,1}.
Nestas condicoes, ¢ é um V—homomorfismo e, portanto, o seu nicleo, ¢,

é uma V—congruéncia em S. Como o trago de ¢ é p, podemos concluir que p

é V—normal.
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Finalmente, verifiquemos que p,;, nao ¢ uma V—congruéncia em S.

Tomemos s = (3,0) e t = (2,0). Temos ss™' = tt7! = (0,0) = e, pelo
que (ss~1,tt71) € p. Como existe f =0 € F tal que (ss™!, f) € pe fs= ft,
concluimos que (s,t) € pi,-

Seja z = (0,1). Temos (sVz)(sVz) ™t = (tVa)(tVe)t=(01) =u,
por conseguinte, ((sV ) (sVz)™ !, (tVa)(tVa)™")€p. Ora, (u,f) Epsee
sé se f =wu. Como u(sVx)#u(tVe), entdo (sVa,tVe) ¢ p, e portanto,

Pmin D20 ¢ uma V—congruéncia em S.

2.3.2 A maior V—congruéncia com certo traco, num

semigrupo inverso V—acessivel

Um semigrupo V—semi-reticulado inverso S diz-se V—acessivel se, para quais-
quer a,b € S,
(avb) HaVvb)=ataVb b

Vamos verificar que, num semigrupo V—acessivel, dada uma congruéncia

V—normal p, a relacao p,,, ¢ a maior V—congruéncia em S com traco p.

Teorema 2.3.12 Sejam S um semigrupo V—acessivel e p uma congruéncia

V—normal em E. Entao p,,.. € a maior \V—congruéncia em S com trago p.

Demonstracgao

Ja sabemos que p,,. ¢ uma congruéncia e que, dados a,b € S, temos
(a,b) € pax S€ € 86 se (a"tea,b7leb) € p, para qualquer e € E. Resta
mostrar que p,,.. ¢ uma V—congruéncia. Tomemos a,b,c € S e suponhamos
que (a,b) € Pryax-

Como p é V—normal, entao p é o traco de uma V—congruéncia em S, pelo

que é uma V—congruéencia em FE. Logo,
(a_lea Ve tee, b teb v c_lec) € p,

para quaisquer e € F e c € S.
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Por outro lado, como o semigrupo é V—acessivel temos, para quaisquer

a,ce SeecF,
(aVe)te(aVe)=(eaVec) HeaVec)=a"eaV c ec.

Assim, ((aVe)te(aVe),(bVe)te(bVe)) € p, para quaisquer e € E e
c € S. Portanto (a V ¢,bV ¢) € ppa..- Por ultimo, se 6 é uma V—congruéncia
em S com trago p, entao  é uma congruéncia em S com trago p, pelo que
0 C Prax- O

2.4 V—Congruéncias que separam idempoten-

tes

Nesta seccao estudamos V—congruéncias que separam idempotentes, num
semigrupo V—semi-reticulado inverso S. Poe-se a questao de averiguar que
propriedades adicionais deverd ter um sistema de nicleo normal de grupos
de S para que a congruéncia p,,, definida na Proposicao 1.2.9, seja uma

V—congruencia.

Definicao 2.4.1 Seja S um semigrupo V—semi-reticulado inverso. Consi-
deremos uma familia N ={N.| e € E} de l-subgrupos de S, disjuntos dois a
dois, tais que, para quaisquer e € E e a,b € S,

1) a7'Nea C Ny-1e4;

2) Naa-1a NV Nyp-1b € N(gup)(ave)-1(a V b).

A uma familia nestas condicoes chamamos sistema de nicleo normal

de l-grupos (s.n.n.lg.) de S.

E nosso propdsito mostrar que, num semigrupo V—semi-reticulado in-
verso, existe uma bijeccao entre o conjunto dos seus sistemas de nicleo nor-
mais de l-grupos e o conjunto das suas VV—congruéncias que separam idempo-

tentes, ficando cada V—congruéncia determinada pelo seu sistema de nucleo.
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Lema 2.4.2 Sejam (S, <) um semigrupo \—semi-reticulado e N um sub-
grupo V —subsemi-reticulado de S. Entdo
i) N € um reticulado para a ordem <;

ii) se N € convero, entdo N € um subreticulado de S.

Demonstragao

i) Sejam a,b € N. Uma vez que N é um V—subsemi-reticulado de S,
entao a Vy b = a Vg b. Por outro lado, como N é um subgrupo parcialmente
ordenado, existe a Ay b. Logo N é um reticulado para a ordem < .

ii) Verifiquemos que N é um subreticulado de S. Sejam a,b € N. Ja
observamos que a Vy b = a Vg b. Falta provar que a Ay b = a Ag b.

Seja z € S tal que x < aex <b. Provemos que x < a Ay b.

Como z < aex <bentdao, xV (aAyb) < a,b e, portanto, x V (a Ay b) é
um minorante de a e de b em S.

Por outro lado, temos a Ay b < xV (a Ay b) < a, com a,a Ay b € N.
Portanto, como N é convexo, z V (a Ay b) € N. Assim, como = V (a Ay b) é
um minorante de a e de bem N ea Ay b <z V (aAyb) € N, segue-se que
zV (a Ax b) = a Ay b. Portanto z < a Ax b. Logo a Ag b existe e coincide

com a Ay b. O

Teorema 2.4.3 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e con-
sideremos N={N,| e € E} um s.n.n.lg de S. Entdo a relagao py definida
por

(a,b) € ppr < b € Nyg-1a

¢ uma \V —congruéncia em S que separa idempotentes e com sistema de nicleo
Reciprocamente, dada uma V—congruéncia p em S que separa idempo-
tentes, entdo o seu sistema de nicleo é um s.n.n.lg de S, que determina p,

tendo-se p = py(,)-
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Demonstragao

Ja sabemos, pela Proposicao 1.2.9, que p, é uma congruéncia em .S que
separa idempotentes e com sistema de nicleo N. Falta provar que py é
compativel com V. Sejam a,b,c € S e suponhamos que (a,b) € p,. Entao
b € Nyg-r1a. Como ¢ € N -1¢, temos (bV ¢) € Nyg-1a V Nee—1c. Mas, N é
um s.n.n.lg de S pelo que satisfaz a condi¢ao 2) da definigao anterior. Logo
(bV ) € Nveyave-1(a V c). Portanto (aV ¢, bV c) € py e concluimos que
pp € compativel com V.

Reciprocamente, pretendemos provar que, dada uma V-—congruéncia p
em S que separa idempotentes, entao o seu sistema de nicleo é um s.n.n.lg
de S. Atendendo a Proposigao 1.2.9, sabemos que o seu sistema de nicleo
¢ um s.n.n.g. de S, que determina p, tendo-se p = pg(,. Falta provar que
o sistema de nucleo de p é uma familia de [—subgrupos de S, satisfazendo a
condicao 2) da definigao de s.n.n.lg de S.

Seja e € E. Verifiquemos que o subgrupo [e] , ¢ um [—subgrupo de S.

Sejam z,y € [e] . Entdo (z,¢) € p, (y,€) € p e, uma vez que p é uma
V—congruéncia em S, temos (x V y,e) € p, ou seja, z V y € [e],. Logo [e],
¢ um V—subsemi-reticulado de S. Por outro lado, como [e], é convexo (por
ser uma p—classe de uma V—congruéncia) e é um subgrupo de S, entao,
atendendo ao lema anterior, [e] , ¢ um subreticulado de S. Conclufmos pois
que [e], ¢ um [—subgrupo de S.

Finalmente provemos que K(p) satisfaz a condi¢do 2) da definigao de
s.n.n.lg de S.

Sejam a,b,z,y € S tais que x € [aail]pa ey € [bbil]pb. Uma vez que
P = Pr(p), temos (a,z) € pe (b,y) € p. Como p é uma V—congruéncia, entao

(aVb,xVy) € p, donde
(xVy) € [(a\/b)(a\/b)’l}p(a\/b).

Logo [aa™"] ja Vv [bb~'] )b C [(aV b)(aV b)~'] (aVb). O
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No caso particular do semigrupo V—semi-reticulado inverso S ser finito
podemos garantir que a identidade ¢ a inica V—congruéncia que separa idem-

potentes em S.

Teorema 2.4.4 Seja S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e finito.

Entdo a unica V—congruéncia em S que separa idempotentes € a identidade.

Demonstracgao

Seja p uma V—congruéncia em S que separa idempotentes. Entao, aten-
dendo ao teorema anterior, o seu sistema de nicleo é um s.n.n.lg de S.
Como S é finito, cada [e]p, com e € E, é um [—grupo finito, pelo que é

trivial. Concluimos pois que p é a identidade em S. O

Vamos, agora, mostrar que a unica V—congruéncia em LY(G) que separa
idempotentes ¢é a identidade.

Ja vimos que LY(G) é um semigrupo de Clifford, pelo que p = H, tendo-se
(Hx,Ky) € Hseesése H=K.

Sejam Hz, Ky € LY(G) e p uma V—congruéncia em LY(G) que separa
idempotentes. Suponhamos que (Hz, Ky) € p. Como p separa idempotentes,
temos p C pu = H e, portanto, H = K. Por outro lado, tendo em conta
o Teorema 2.1.2 1), cada p—classe é um V—subsemi-reticulado, pelo que
HxV Hy = Hz, com z € G. Assim, temos H (xy~ ')y = Hz e, portanto,
xy~t € H. Logo Hr = Hy = Ky e p é a identidade.

O préximo resultado, que nos interessa ter presente no que se segue, pode

ser encontrado em [CP67], Teorema 7.56.

Proposicao 2.4.5 Num semigrupo inverso S, dados dois sistemas de nicleo
normais de grupos M={M,|e € E} e N={N.|e € E}, definindo

MVN =MN ={M.N,| e € E}
MAN = {M.AN.|ecE},
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temos que MN e M AN sdo sistemas de nicleo normais de grupos de S.
Além disso,
PMOPN = PMN = PN ©Pm
Prm VPN = Pan N

Mostremos que se um semigrupo inverso .S é um semigrupo V—semi-reti-
culado, dados M={M. | e € E} e N={N,.| e € E}, sistemas de ntcleo nor-
mais de [—grupos de S, entao MN e M AN também o sao. Com efeito,
atendendo ao Teorema 2.4.3, as congruéncias p,, e py sao V—congruencias
em S que separam idempotentes e tém sistemas de nicleo M e N, res-
pectivamente. Logo, uma vez que a composta de duas V—congruéncias
que separam idempotentes é uma V—congruéncia que separa idempotentes,
PN = P © Py também o é. Assim, como MN é o sistema de nicleo de
P, atendendo ao Teorema 2.4.3, concluimos que MN é um sistema de
nicleo normal de [—grupos de S.

Analogamente, uma vez que pr N Py = Paan € Que a interseccao de
duas V—congruéncias é uma V—congrueéncia, podemos concluir que py s €
uma V—congruéncia em S que separa idempotentes com sistema de ntcleo
M AN. Logo M AN é um sistema de nticleo normal de [—grupos de S.

Estamos, agora, em condicoes de afirmar que:

Teorema 2.4.6 Num semigrupo \—semi-reticulado inverso o reticulado das

V—congruéncias que separam idempotentes é distributivo.

Demonstragao
Sejam py,, ppr € Py V—congruéncias em .S que separam idempotentes com

sistemas de ntcleo, respectivamente,
M={M.,|ee E}, N={N.|e€ E} eU ={U.|e € FE}.

Ja sabemos, pela Proposicao 2.3.7, que as V—congruéncias que separam
idempotentes formam um reticulado. Resta provar que é distributivo. Para

tal usaremos a Proposicao 1.1.2.



2.4 V—Congruéncias que separam idempotentes 65

Suponhamos que py; N par = Py N Pag € que py V par = py V payq- Entao,
tendo em conta a Proposigao 2.4.5, temos, a partir das igualdades anteriores,
U.N"NN,=U,"M,eU,VN,=U,V M,, para cada e¢ € E.

Seja L ={L.| e € E} o sistema de nicleo de p,, a maior V—congruéncia
em S que separa idempotentes. Entao U,, N, e M, sao [—subgrupos convexos
do [—grupo L.. Por outro lado, como o reticulado dos [—subgrupos convexos
de um [—grupo é distributivo ([McA98], Corolario 1.3.4), atendendo a Pro-
posicao 1.1.2, temos N,=M,, para cada e € E. Consequentemente N' = M

€PN = Pm- O

Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma congruéncia
V—normal em FE. Vimos, no Teorema 2.3.7, que o conjunto C;(S) das
V—congruéncias em S com trago p é um subreticulado de CY(S). Repre-
sentemos por p* a menor V—congruéencia em S com traco p. Entao existe
um isomorfismo de ordem entre o reticulado C)(S) das V—congruéncias em
S com trago p e o reticulado Cy(S/p*) das V—congruéncias em S/p* que
separam idempotentes. De facto, é uma questao de rotina verificar que a
aplicagdo i definida de C;(S) para Cy/(S/p*) por, para qualquer a € C;/(S5),

. (6%
OéZ:—*
P

onde ([a] . ,[0] ) € & < [a], = [b],, para quaisquer a,b € S, é um isomor-
fismo de ordem.

Ora, pelo teorema anterior Cy'(S/p*) é distributivo, pelo que C;/(S) tam-
bém o é.

Acabamos, assim, de provar o seguinte.

Corolario 2.4.7 Num semigrupo V—semi-reticulado inverso, o reticulado

das suas V—congruéncias com um dado traco € distributivo. 0
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Através do exemplo seguinte vamos poder concluir que se .S é um semi-
grupo V—semi-reticulado inverso, entao o reticulado, CV(S), de todas as suas

V—congruéncias, nao ¢, em geral, modular.

Exemplo
Consideremos o semigrupo S = {0, a, b, 1}, com identidade 1, zero 0 e em
que ab = ba = 0. Entao S é um semigrupo comutativo de idempotentes. A

ordem inversa da natural é dada por
s<tet=1ts=st,

para quaisquer s,t € S. Logo, atendendo ao resultado dual da Proposicao
1.2.1, com esta ordem S é um V—semi-reticulado, tendo-se s V t = st.
Assim
u(s Vi) =u(st) = (us)(ut) = us V ut,

e, de igual modo, (s V t)u = su V tu, para quaisquer s,t,u € S. Por conse-
guinte, S é um semigrupo V—semi-reticulado em que todas as congruéncias
sao V—congruéncias.
Consideremos os ideais I = {0,a} e J = {0,b} de S e as relagoes:
p; com classes : {0,a},{1},{b};
py com classes : {0,0},{1}.{a};
ay com classes : {0,a},{1,b};
ay com classes :{0,b},{1,a}.
Entao p; e p; sao as congruéncias de Rees associadas aos ideais [ e J, e
ay e oy sao as congruencias associadas aos ideais primos [ e J.

Nestas condicoes temos p; C ay e

pIﬂaJ:oqﬂouzls
pI\/OzJ:Oq\/OzJ:SXS.

Logo, pela Proposicao 1.1.1, podemos concluir que o reticulado das V—con-

gruéncias em S nao é modular.
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2.5 Congruéncias de [—grupo

O resultado principal desta seccao permite-nos caracterizar, num semigrupo
V— semi-reticulado inverso S, uma congruéncia de [—grupo p, através do seu
nicleo Ker p.

Num semigrupo inverso, uma congruéncia é uma congruéncia de grupo
se e s6 se o seu trago for a relagdo universal ([How95], Proposigao 5.3.1). O
préximo resultado é uma consequéncia da Proposicao 1.2.7, e garante-nos
que, num semigrupo inverso, existe um isomorfismo de ordem entre o re-
ticulado dos seus subsemigrupos normais unitarios e o reticulado das suas
congruéncias de grupo, pelo que cada congruéncia de grupo fica determinada
pelo seu niicleo.

Um subsemigrupo M de um semigrupo inverso S diz-se unitdrio se, para

quaisquer m € M e a € S,
(am € M ou mae M)=a€c M.

Observemos que se M é um subsemigrupo inverso de S, entao ser unitario

é equivalente a condicao: para qualquer a € S,
meMameM=ae M

bem como a condicao dual.

Proposicao 2.5.1 Seja S um semigrupo inverso.
i) Se M € um subsemigrupo normal e unitdrio de S, entdo a relacao py,
definida por
(a,b) € pyy = ab' e M
¢ uma congruéncia de grupo em S com nicleo M.

it) Se p € uma congruéncia de grupo em S entdo o seu nicleo € um

subsemigrupo normal e unitdrio de S, tendo-se p = py.,,-
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Este resultado leva-nos a averiguar que propriedades adicionais deverao
ter os subsemigrupos normais e unitarios de um semigrupo inverso com uma
ordem de V—semi-reticulado, para que uma congruéncia de grupo seja uma
congruéncia de [—grupo.

Recordemos (Corolério 2.1.3) que se S é um semigrupo V—semi-reticulado
inverso entao o é a menor congruéncia de [—grupo em S. Além disso, em S/o

podemos definir uma ordem por, para quaisquer A, B € S/o,
A< B4 a<b, paraalguns a € A,b € B.

Utilizemos este facto e alguns resultados sobre [—grupos no estudo das con-

gruéncias de [—grupo, em semigrupos V—semi-reticulados inversos.

Teorema 2.5.2 Sejam S um semigrupo V— semi-reticulado inverso, o a
menor congruéncia de l—grupo e G = S/o. Representemos por 0 a aplicagao
canonica definida de S em G.

i) Se M € um subsemigrupo normal, V—subsemi-reticulado e convero de
S, entao MO ¢ um l—ideal de G. Se, além disso, M for unitdrio, entao
M = (M6)6 .

it1) Se N é um l—ideal de G, entdo NO™ ¢ um subsemigrupo normal,

V—subsemi-reticulado, convexo e unitdrio de S.

Demonstracgao

i) Sejam M um subsemigrupo normal, V—subsemi-reticulado e convexo
de S e N = M#. Provemos que N é um [—subgrupo normal e convexo de G.

Sejam af, b € N. Como a,b € M e M é um subsemigrupo inverso de
S, segue-se que ab™! € M. Entao (af)(b0)~' = (ab~1)f € N e, portanto, N
¢ um subgrupo de G.

Provemos agora que se M é conjugado entao N é normal.

Tomemos afl € N e cf € G. Como a € M,c € S e M é conjugado
¢ tac € M, pelo que (¢ 'ac)d = (Ac)*(0a)(fc) € N. Logo N é um subgrupo

normal de G.
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Sejam af,b0 € N. Uma vez que a,b € M e M é um V—subsemi-reticulado
de S, temos (a Vb) € M e, portanto, ad V b = (aV b)§ € N. Logo N é
um V—subsemi-reticulado de G. Como N é um subgrupo de G, atendendo a
Proposicao 1.3.5, N é um subreticulado de G.

Seguidamente provemos que N é convexo. Sejam af,bf € N e cf € G,
tais que af < cf < bf. Atendendo a ordem em G, segue-se que x < y < z,
para alguns x € afl, y € cf e z € bf. Ora, como 6 é a aplicagao candnica de
SemG=S_5/o,

r € al & dee€ E:ea=ex,
y € s dfekl: fc=fy,

z € b Jdue B ub=uz.

Por outro lado, como =z < y < z, entao ufexr < ufey < ufez e, uma
vez que os idempotentes comutam, entao fu(ex) < eu(fy) < ef(uz) e
também fu(ea) < eu(fc) < ef(ub). Mas, como M é um subsemigrupo cheio
e a,b € M temos fu(ea),ef(ub) € M. Como M é convexo, eu(fc) € M e,
portanto, (eu(fc))d € N. Assim, dado que e = uf = f = 1, obtemos
(eu(fc))d = cf € N. Logo N é convexo.

Finalmente provemos que, sendo M unitério entdo NO~! = M. E evidente
que M C NO7'. Reciprocamente, seja y € NO~'. Entdo yd € N. Como
N = M@0, existe m € M tal que yf = m6. Mas, dado que # é a aplicacao
canénica de S em G = S/o, existem e € E,m € M tais que ey = em.
Como M é um subsemigrupo cheio e unitario temos ey = em € M, pelo que,
y e M.

i) Sejam N um [—ideal de G e M = NO'. Provemos que M é um
subsemigrupo normal, V—subsemi-reticulado, convexo e unitario de S.

Sejam x,y € M. Entao 20, y0 € N e, como N é um subgrupo de GG, temos
(20)(y0) = (zy)0 € N. Logo xy € M. Analogamente se prova que z ' € M.
Portanto M é um subsemigrupo inverso de S.

Seja e € E. Entao el = 15 € N e, portanto, e € M. Concluimos que M
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é cheio.

Verifiquemos agora que se N é normal, entao M é conjugado.

Sejam z € M e s € S. Entao 26 € N e s6 € G. Como N ¢é um subgrupo
normal, (s 'zs)0 = (s0)~!(z0)(s0) € N, pelo que (s 'zs) € M. Portanto M
é conjugado.

Tomemos x,y € M. Entao z6,y0 € N. Como N é um subreticulado de
G temos 20 V yf € N, isto é, (x V y)f € N. Portanto = Vy € M. Logo M é
um V—subsemi-reticulado de S.

Sejam x,z € M ey € S tais que x < y < z. Como 6 ¢ isétono, temos
20 < yb < z0 e, dado que 26,20 € N e N é convexo, entao yf € N, donde
y € M. Logo M é convexo.

Por tltimo, resta mostrar que M ¢é unitario. Sejam a € S em € M e
suponhamos am € M. Entao (am)f = (af)(mb) € N, com (mf) € N. Como
N é um [—ideal de G, temos (mf)~! € N, pelo que (af) € N. Portanto
a € M. Analogamente, prova-se que, dados a € S e m € M se ma € M,
entao a € M. Logo M é unitario. O

As afirmagoes seguintes sao consequéncia do teorema anterior.

Corolario 2.5.3 Num semigrupo \V—semi-reticulado inverso S existe um
isomorfismo de ordem entre o reticulado dos seus subsemigrupos inversos,
cheios, V—subsemi-reticulados, convexos e unitarios e o reticulado dos [—sub-

grupos convezos de G = S/o. O

Corolario 2.5.4 Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S existe um
isomorfismo de ordem entre o reticulado dos seus subsemigrupos normais,

V—subsemi-reticulados, converos e unitdrios e o reticulado dos |—ideais de

G=S5/o. O

Ja referimos anteriormente que, o reticulado dos [—subgrupos convexos
de um [—grupo é distributivo (veja-se [McA98|, Corolario 1.3.4) bem como
o reticulado dos seus [—ideais (veja-se Proposigao 1.3.12). Estes resultados,

em conjunto com os corolarios anteriores, permitem-nos afirmar que:
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Corolario 2.5.5 Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S, o reticulado
dos seus subsemigrupos inversos, cheios, V—subsemi-reticulados, converos e

unitdrios é distributivo. O

Corolario 2.5.6 Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S, o reticu-
lado dos seus subsemigrupos normais, V—subsemi-reticulados, convexos e

unitdrios é distributivo. O

Vamos agora responder a questao posta anteriormente: quando é que a
congruéncia de grupo, definida na Proposicao 2.5.1, é uma congruéncia de

l—grupo?

Teorema 2.5.7 Seja S um semigrupo V—semi-reticulado inverso.
i) Se M ¢é um subsemigrupo normal, V—subsemi-reticulado, convexo e

unitario de S, entao a relagao p,, definida por
(a,b) € pyy = ab' e M

¢ uma congruéncia de l—grupo em S com nicleo M.
ii) Se p é uma congruéncia de l—grupo em S, entao o seu nicleo é um

subsemigrupo normal, V—subsemi-reticulado, convero e unitario de S, ten-

do—se p= pKerp‘

Demonstragao

i) Pela Proposigao 2.5.1 i) sabemos que p,, é uma congruéncia de grupo
em S com nicleo M. Provemos que p,, ¢ compativel com V.

Sejam a,b,c,d € S tais que (a,b) € py, e (¢,d) € py. Entao ab™ € M
e cd™' € M. Designemos por 6 a aplicacao canénica de S em G = S/o,
onde ¢ é a menor congruéncia de [—grupo em S. Seja N = M@ que, pelo
Teorema 2.5.2, sabemos ser um [—ideal do [—grupo GG. Entao, atendendo a

Proposicao 1.3.11, a relagao py definida em G por

(ad,b0) € py = af(b0) ' € N
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é uma congruéncia em G compativel com V. Como ab™' € M e cd™' € M
temos, (ab=1)0 € N e (cd™')0 € N. Logo (ab™')0 = af(bh)™* € N e também
(cd™1)0 = cf(df)~' € N. Assim, pela definigao de py, temos (af,bf) € py e
(ch,df) € py e, portanto, (afVch, b0V dO) € py, ou seja, (adVch)(bOVdH) ™ €
N. Mas, como # é V—um homomorfismo ((a V ¢)(bV d)™') 8 € N e, portanto,
(aVe)(bvd)™ € NO~*. Por tiltimo, como M é unitario, entdo, pelo Teorema
2.5.2, temos N0~ = (M#)9~ = M, vindo assim (a Vc)(bVd)~' € M. Logo
(aVec,bVd) € p, e, portanto, p,, é uma congruéncia de grupo compativel
com V, isto é, uma congruéncia de [—grupo.

i1) Atendendo a Proposigao 2.5.1 i) sabemos que se p é uma congruéncia
de grupo em S, entao o seu nucleo é um subsemigrupo de S normal e unitario,
que determina p. Provemos que o ntucleo de p é um V—subsemi-reticulado
convexo de S. Recordemos que Ker p={a € S|3dee E: (a,e) € p}. Aten-

dendo ao Lema de Lallement,
Kerp={a€ S|(a,a®) € p}

e por p ser uma congruéncia de grupo, Kerp = {a €S| [d,= 1p} , onde 1,
representa a identidade de S/p.

Sejam h,l € Ker p. Temos [h V], = [h],V[l],=1,V1, =1, e, portanto,

p
(hV1) € Ker p. Logo Ker p é um V—subsemi-reticulado de S.

Tomemos h,l € Ker pet € S tais que h <t < [. Entao

Como [h], = [l], = 1,, segue-se que [t], = 1, e, portanto, ¢t € Ker p. Logo

Ker p é convexo. O

Este resultado permite-nos afirmar que, dado um semigrupo inverso V—se-
mi-reticulado S, existe um isomorfismo de ordem entre o reticulado M (S) dos
seus subsemigrupos normais, V—subsemi-reticulados, convexos e unitarios e

o reticulado das suas congruéncias de [—grupo. Assim M(S) consiste nos
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nicleos das congruéncias de [—grupo em S e cada congruéncia de [—grupo
em S fica determinada pelo seu nicleo. Tendo, agora, em conta o Corolario

2.5.6 podemos concluir o seguinte:

Corolario 2.5.8 Num semigrupo V—semi-reticulado inverso S, o reticulado

das suas congruéncias de l—grupo € distributivo. O

Notemos que este ultimo resultado é também consequéncia do Corolario
2.4.7.

2.6 Congruéncias de [—grupo com zero

Dados um semigrupo V—semi-reticulado S e um seu ideal I, apresentamos, na
seccao 2.1, condigcoes para que a congruéncia de Rees associada a [ seja uma
V—congruéncia e, portanto, o conjunto quociente S/p; seja um semigrupo
V—semi-reticulado com zero. Vamos, agora, estudar as V—congruéncias cujo
quociente é um [—grupo com zero e que designamos por congruéncias de
l—grupo com zero. Notemos que, num [—grupo com zero, ou zero é o elemento
maximo ou ¢ o elemento minimo do [—grupo com zero.

Analisemos primeiro a situacao em que o conjunto quociente é um [—grupo

com zero sendo zero o elemento maximo.

2.6.1 Congruéncias de [—grupo com zero em que zero

é o elemento maximo do conjunto quociente

Nos préximos resultados representaremos por P* o conjunto S\ P.

Teorema 2.6.1 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso, p uma
sua V—congruéncia e P um seu ideal primo, tais que, para quaisquere, f € E
ea,bes,

i) se a € P, entao (a,b) € p se e s seb e P;
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ii) se e, f € P*, entdo (e, f) € p;
iii) (a vV b) € P* se e s6 se a,b e P*.
Entao p € uma congruéncia de [—grupo com zero que tem P como zero e

elemento mdximo do conjunto quociente S/p.

Demonstragao

Os factos de P ser um ideal primo e p ser uma V—congruéncia, em con-
junto com as condigoes i) e i), garantem que S/p é um grupo com zero P.
Por outro lado, como P satisfaz a condicao i), em S/p os elementos distin-
tos de zero formam um V—subsemi-reticulado. Logo S/p é um [—grupo com
zero P.

Provemos que P é o elemento maximo de S/p. Representemos por [s] a
p—classe de s € S. Sejam p € P e g € P*. Como P satisfaz iii), temos
gV p€ P e, por i), segue-se que [g V p|] = [p]. Logo, atendendo a ordem em

S/p,
l9] < [p], para quaisquer p € P, g € P*.

Portanto P é o elemento méximo de S/p. U

O reciproco deste teorema também se verifica.

Teorema 2.6.2 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma
congruéncia de l—grupo com zero 0 em que zero € o elemento maximo do
conjunto quociente. Entao o conjunto Z = {a € S|[a] =0} € um ideal primo
de S. Além disso, p e Z satisfazem as condigoes i), i) e iii) do teorema

anterior.

Demonstragao

Tomemos a € Z e s € S. Entao [as] = [a][s] = 0[s] = 0 e, portanto,
as € Z. Analogamente se prova que, dados a € Z e s € S, entao sa € Z.
Logo Z é um ideal de S.

Sejam s,t € S tais que st € Z. Entao [st] = [s] [t] = 0. Como S/p é um
grupo com zero, [s] = 0 ou [t] = 0. Logo s € Z ou t € Z e, portanto, Z é

primo.
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E evidente que p e Z satisfazem a condicao i) do teorema anterior. Veri-
fiquemos, agora, que Z satisfaz as condigbes i) e ).

ii) Sejam e, f € E tais que e, f € Z*. Entao [e] e [f] sdo idempotentes
nao nulos de S/p , um grupo com zero. Logo [e¢] = [f] e, portanto (e, f) € p.

iii) Se a,b € Z*, entao [a],[b] # 0. Como S/p é um [—grupo com zero,
temos [a V b] = [a] V [b] # 0. Logo (a V b) € Z*.

Tomemos a € Z e b € S. Entao [a Vb = [a] V[b] =0V [b] =0, dado que

zero é o elemento maximo de S/p. Portanto (a VvV b) € Z. O

Estes resultados levam-nos a definigao seguinte.

Definicao 2.6.3 Seja S um semigrupo VV—semi-reticulado inverso. Um ideal

P de S diz-se um sobre-ideal se, para quaisquer a,b € S,
(aVb) € P* seesdseabe P

Notemos que se P for um sobre-ideal primo de um semigrupo V—semi-re-
ticulado inverso S, temos que P* é um subsemigrupo e um V— subsemi-re-
ticulado inverso de S. Entao, se M é um subsemigrupo normal, V—subse-
mi-reticulado, convexo e unitario de P*, pelo Teorema 2.5.7 i), a relacao de

equivaléncia pj, definida em P* por,
(a,b) € piyy < abt e M

¢ uma congruéncia de [—grupo em P* com nucleo M. Os resultados obti-
dos no estudo das congruéncias de [—grupo em conjunto com os resultados

anteriores, permitem-nos afirmar que:

Teorema 2.6.4 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e P um
sobre-ideal primo de S.

i) Se M € um subsemigrupo normal, V—subsemi-reticulado, convexo e
unitdrio de P*, entao a relagio pp ), definida em S por, para quaisquer
a,be s,

(a,b) € ppyr < a,b€ P oua,be P eab™t € M
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¢ uma congruéncia de l—qgrupo com zero cujo nicleo € M e tal que P ¢ o
zero e é o elemento mdximo do conjunto quociente.

ii) Se p € uma congruéncia de l—grupo com zero que tem P como zero e
elemento maximo do conjunto quociente, entdo p = (P x P)U p*, onde p* é

uma congruéncia de [—grupo em P* tendo-se
(a,b) €Ep<=a,be P ouabe P eab™ € Ker p*.

Além disso, o nicleo de p é um subsemigrupo normal, V —subsemi-reticulado,

convezro e unitdrio de P*.

Demonstracao

i) Facilmente se verifica que pp ), € uma congruéncia. Verifiquemos que
ppy ¢ compativel com V.

Sejam a,b,c € S e suponhamos que (a,b) € pp,,. Analisemos as duas
situagoes possiveis:

1) Se a,b € P, entao, como P é sobre-ideal, (aV¢), (bVc) € P e, portanto,
(aVe,bVe)€ppa;

2) Se a,b € P* e ab™! € M, entdo

2.1) Se ¢ € P, uma vez que P ¢ sobre-ideal, temos (a V ¢), (bV ¢) € P e,
portanto, (a V c,bV c) € ppy;

2.2) Se ¢ € P*, como p},; é uma congruéncia de [—grupo em P*, temos
(aVe,bVe) e ppy.

Como P e pp,, satisfazem as condigoes do Teorema 2.6.1, concluimos
que pp); ¢ uma congruéncia de [—grupo com zero que tem P como zero
e elemento méaximo do conjunto quociente. Por outro lado, atendendo ao
Teorema 2.5.7 1), temos Ker pp,, = Ker py, = M.

ii) Basta ter em conta o Teorema 2.5.7 7). O

Assim, podemos concluir que, dado um sobre-ideal primo P de um semi-
grupo V—semi-reticulado inverso S, existe um isomorfismo de ordem entre
o reticulado das congruéncias de [—grupo com zero que tém P como zero e

elemento maximo do conjunto quociente e o reticulado dos subsemigrupos
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normais, V—subsemi-reticulados, convexos e unitarios de P*. Logo, uma vez
que, pelo Corolario 2.5.6, sabemos que este ltimo reticulado é distributivo,

podemos concluir que:

Corolario 2.6.5 Sejam S um semigrupo V —semi-reticulado inverso S e P
¢ um sobre-ideal primo de S. Entdo o reticulado das congruéncias de [— grupo
com zero que tém P como zero e elemento mdximo do conjunto quociente é
distributivo. 0

Dado um sobre-ideal primo P, apresentamos, agora, como consequéencia
do Teorema 2.6.4, uma descricao da menor congruéncia de [—grupo com zero

que tem P como zero e elemento méaximo do conjunto quociente.

Corolario 2.6.6 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e P um
sobre-ideal primo de S. Entdo a relacao op definida em S por, para quaisquer
a,be s,

(a,b) cop=a,be Poudec E:ea=cebe P

¢ a menor congruéncia de l—grupo com zero que tem P como zero e elemento

mdazrimo do conjunto quociente. O

2.6.2 Congruéncias de [—grupo com zero em que zero

é o0 elemento minimo do conjunto quociente

Analisemos, agora, a situacao em que o conjunto quociente é um [—grupo

com zero, sendo zero o seu elemento minimo.

Teorema 2.6.7 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso, p uma
sua V—congruéncia e P um seu ideal primo tais que, para quaisquere, f € K
ea,bes,

i) se a € P, entdo (a,b) € p se e s6 se b € P;

ii) se e, f € P*, entdo (e, f) € p;

iwi) (aVb) € P seesosea,be P.
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Entao p € uma congruéncia de l—grupo com zero que tem P como zero e

elemento minimo do conjunto quociente S/p.

Demonstragao

Tal como no Teorema 2.6.1, como P é um ideal primo e satisfaz as
condigbes i) e i), entdo S/p é um grupo com zero P. Por outro lado, como
P satisfaz a condigao i), em S/p os elementos distintos de zero formam um
V—subsemi-reticulado. Logo S/p é um [—grupo com zero P.

Provemos que P é o elemento minimo do conjunto quociente S/p. Ora,
ja referimos que, num [—grupo com zero, ou zero é o elemento maximo ou é
o elemento minimo. Suponhamos, por absurdo, que P é o elemento maximo
de S/p. Entao

lg] < [p], para quaisquer p € P,g € P~.

Logo, atendendo a ordem em S/p, temos [g V p] = [p] = 0. Como P satisfaz
iii) e g € P*, entao (g V p) € P*, o que contraria [g V p] = [p] = 0. Logo P é
o elemento minimo de S/p. O

O reciproco deste teorema também se verifica.

Teorema 2.6.8 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma
congruéncia de l—grupo com zero em que zero € o elemento minimo do con-
Junto quociente. Entdo o conjunto Z = {a € S|la] =0} € um ideal primo
de S. Além disso, p e Z satisfazem as condigoes i), i) e iii) do teorema

anterior.

Demonstragao

Sabemos, pelo Teorema 2.6.2, que Z satisfaz as condigdes i) e i) do
teorema anterior. Provemos que Z satisfaz a condicao ii).

Dados a,b € Z, temos [a V b] = [a] V [b] =0V 0= 0. Logo (a Vb) € Z.

Sejam a € Z* e b € S. Provemos que (a V b) € Z*. Suponhamos, por
absurdo, que (a V b) € Z. Entao [aVb] = [a] V [b] = 0. Logo, uma vez
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que zero é o elemento minimo de S/p, concluimos que [a] = [b] = 0, o que

contraria termos a € Z*. Portanto (a V' b) € Z*. O

Tal como no caso das congruéncias de [—grupo com zero em que zero
¢ o elemento maximo do conjunto quociente, estes resultados levam-nos a

defini¢ao seguinte.

Definicao 2.6.9 Seja S um semigrupo V—semi-reticulado inverso. Um ideal

P de S diz-se um sob-ideal se, para quaisquer a,b € S,
(aVb)e P seesdseabe P.

Dado um sobre-ideal primo P de um semigrupo V—semi-reticulado in-
verso S, apresentamos, no Corolario 2.6.6, a menor congruéncia de [—grupo
com zero que tem P como zero e elemento maximo do conjunto quociente. No
caso de P ser um sob-ideal primo de S, na descricao da menor congruéncia
de [—grupo com zero que tem P como zero e elemento minimo do conjunto

quociente a situagao é diferente, como nos mostra o exemplo seguinte.

Exemplo

Apresentamos um semigrupo V—semi-reticulado inverso .S e um seu
sob-ideal primo P tal que op nao é a menor congruéncia de [—grupo com
zero que tem P como zero e elemento minimo do conjunto quociente.

Sejam G um [—grupo nao trivial com identidade 1 e £ = {0,1} com a
multiplicagao e a ordem usuais.

Definam-se em S = G x E as operagoes
(a,€) (b, f) = (ab, ef)
(a,e) V (b, f)) = (aVbeVf)

para quaisquer a,b € Gee, f € E.
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Entao S é um semigrupo V—semi-reticulado inverso e P = {(a,0) |a € G}
¢ um seu sob-ideal primo.

Como (1,1) é o tinico idempotente em P*, entao
((a,e), (b, f)) € op = (a,e), (b, f) € Pou (a,e) = (b, f) € P".

Ora, é facil verificar que o p nao é uma V—congruéncia em S, pelo que op nao
¢ uma congruéncia de [—grupo com zero que tem P como zero e elemento
minimo do conjunto quociente. De facto, atendendo a ordem em S, a tnica

congruéncia de [—grupo com zero nestas condigoes é vp definida por

((a,e), (b, f)) € vp < (a,e), (b, f) € Pou (a,e), (b, f) € P*.

Vamos, agora, apresentar o resultado andlogo ao Teorema 2.6.4, relativo
as congruéncias de [—grupo com zero que tém P como zero e elemento minimo
do conjunto quociente.

Comecemos por observar que como P é um sob-ideal primo de um se-
migrupo V—semi-reticulado inverso S, temos que P* é um subsemigrupo e
um V— subsemi-reticulado inverso de S. Portanto, se M é um subsemigrupo
normal, V—subsemi-reticulado, convexo e unitario de P*, pelo Teorema 2.5.7

i), a relacao de equivaléncia p3, definida em P* por,
(a,b) € piy & abt €M
¢ uma congruencia de [—grupo em P* com ntcleo M.

Teorema 2.6.10 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e P um
sob-ideal primo de S.

i) Seja M um subsemigrupo normal, \/—subsemi-reticulado, convero e
unitdrio de P* com a propriedade: se a € P eb € P*, entdo (aV b) b~ € M.

Entao a relagao pp ), definida em S por, para quaisquer a,b € S,

(a,b) € ppyr < a,b€ P oua,be P eab™ € M
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¢ uma congruéncia de l—grupo com zero que tem nicleo M e P como zero e
elemento minimo do conjunto quociente.

ii) Se p € uma congruéncia de l—grupo com zero que tem P como zero e
elemento minimo do conjunto quociente, entao p = (P x P) U p*, onde p* é

uma congruéncia de [—grupo em P*, tendo-se
(a,b) Ep < a,b€ Poua,b€ P eab™ € Ker p*.

Além disso, o nicleo de p é um subsemigrupo normal, \V—subsemi-reticulado,
convero e unitario de P* com a propriedade: se a € P e b € P*, entao
(aVvb)b~! e Ker p.

Demonstragao

i) Facilmente se verifica que pp,, ¢ uma congruéncia. Verifiquemos que
ppar € compativel com V. Sejam a,b,c € S e suponhamos que (a,b) € pp ;.
Analisemos as duas situagoes possiveis:

1)Sea,b e P*eab™! € M entao, como P é sob-ideal, (aVc), (bVc) € P*.
Logo, uma vez que pj3,; é uma congruéncia de [—grupo em P* e (a,b) € p},
temos (aVe,bV(aVe)) € pyy e (aV(bVe),bVe) € py,. Portanto (aVe,bVe) €
PP .M>

2) Se a,b € P, vamos discutir dois casos possiveis:

2.1) Se ¢ € P, entao, como P é um sob-ideal, (a V ¢),(bV c) € P e,
portanto, (a V ¢,bV c) € ppy;

2.2) Se ¢ € P*, entao, uma vez que P é sob-ideal, (a V ¢),(bV ¢) € P*.
Como a,b € P,c € P* e M goza da propriedade:

sea € Pebe P* entdo (aVb)b '€ M,

temos (aVc)c ' € Me (bVe)et € M. Como M éinverso, ¢ (bVe) ' € M.
Mas, uma vez que M é conjugado, ¢ ' (aVe)e e, ¢ le(bVve) e € M.
Logo, como M é cheio, inverso e unitario ¢! (a V ¢), (bV¢) "¢ € M e, dado

que M é um subsemigrupo, ¢™' (aV¢) (bV ¢)~ ¢ € M. Por tltimo, como M
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é conjugado, cheio, inverso e unitério temos (a \V ¢) (bV ¢)”" € M. Portanto
(aVe,bVe)eppy.

Como P e pp,, satisfazem as condigoes do Teorema 2.6.7, entao pp
¢ uma congruéncia de [—grupo com zero que tem P como zero e elemento
minimo do conjunto quociente. Além disso, atendendo ao Teorema 2.5.7 i),
temos Ker pp, = Ker py; = M, concluindo, assim, o pretendido.

ii) Provemos que o nicleo de p satisfaz a propriedade enunciada. Temos
Ker p={a € S|[a] =1} onde 1 representa a identidade de S/p. Sejam a € P

e b e P*. Como P ¢ o zero e o minimo de S/p,
(avi)b ] =[a] ] v b =0v1=1.

Logo (aV b)b~! € Ker p, como pretendiamos. O
Como consequéncia do teorema anterior, concluimos que se P tiver a

propriedade:
se a € P ebe P entdo existe e € E tal que e(a V b) =eb € P,

entao op € a menor congruéncia de [—grupo com zero que tem P como zero

e elemento minimo do conjunto quociente.

Corolario 2.6.11 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e P

um sob-ideal primo de S, tal que:
sea € P ebe P*, entio existe e € E tal que e(aV b) = eb € P*.
Entao a relagao op definida em S por, para quaisquer a,b € S,
(a,b) eop<=a,be Poudee€ E:ea=cebe P*

¢ a menor congruéncia de l—grupo com zero que tem P como zero e elemento

minimo do conjunto quociente. O

Notemos que, de facto, o ideal P, do exemplo anterior, nao satisfaz a

propriedade

se a € Pebe P, entao existe e € F tal que e(aV b) = eb € P*.
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Seja a € G. Tomemos (a,0) € P e (1,1) € P*. Ora, temos que (1,1) é o

unico idempotente em P*. Além disso,
(1,1 [(@,0)V (1,1)] = (1,1) (aV 1,1) = (aV 1,1),

(1,1)(1,1) = (1,1).

Entao, para que P satisfaca a propriedade referida, necessitamos que
(aVv1,1) = (1,1)

isto é, a < 1, para qualquer a € G, o que é impossivel num [—grupo nao

trivial.

Exemplo

Consideremos o semigrupo F' das fungoes reais de varidvel real munido da
operacao, ., produto de funcoes. Consideremos o subsemigrupo S de F', das
fungoes com dominio [0, 1] tais que, para qualquer f € S, se tem f(z) > 0,
para qualquer z € [0,1]. Entao S é um semigrupo com zero, cujo zero é a
fungao z tal que z(x) = 0, para qualquer z € [0,1]. Além disso, S é um
semigrupo inverso, tendo-se para o inverso de g € S, a aplicacao ¢! definida

por, para qualquer x € [0,1],

S o 9(@) #0
g (z) { 0

A aplicacao e definida por,

é exemplo de um idempotente de S.
Como os idempotentes de S sao centrais, o semigrupo S é de Clifford.
Defina-se, para quaisquer f,g € S, o seu supremo, f V g, por, para
qualquer z € [0, 1],

fVvglx) = flz)vg().



84  V—Congruéncias em semigrupos V—semi-reticulados inversos

Nestas condigoes, S é um semigrupo V—semi-reticulado inverso.

Seja a € [0,1]. Entao P, = {f € S| f(a) = 0} é um sob-ideal primo de
S.

Verifiquemos que P, satisfaz a propriedade: se f € P, e g ¢ P,, entdo
existe e € F tal que e.(f V g) =e.g ¢ P,.

Sejam f € P, e g ¢ P,. Entao f(a) = 0 e g(a) # 0. Consideremos a

aplicacao e,, definida por, para qualquer z € [0, 1],

1, z=a
eq(T) =
0, z#a.
Entao e, é um idempotente de S.

Analisemos as duas situacgoes possiveis:
1) se & # a, temos (e,.(f V g))(x) =0 = e,.9(x);

2) se x = a, temos

(€a-(fV 9))(a) = eala)((f(a) V g(a)) = 1(0V g(a)) = g(a) = eq.g(a).

Logo P, satisfaz a propriedade enunciada no Corolario 2.6.11 e, portanto,

a relagao op,, definida por, para quaisquer f,g € S,
(f,g) €op, = f,ge Pboudee E:e.f=eg¢ P,

¢ a menor é a menor congruéncia de [—grupo com zero que tem P, como zero
e elemento minimo do conjunto quociente.

Seja e € E. Entao e(a) = 0 ou e(a) = 1. Mas, como e ¢ P,, temos
e(a) = 1. Logo, (f,9) € op, & f(a) = g(a) = 0 ou f(a) = g(a) # 0. Assim,

(f,9) €op, & f(a) = g(a).



Capitulo 3

Coberturas EV—unitarias de

semigrupos inversos

Os semigrupos inversos E—unitdrios foram introduzidos inicialmente, em
1965, por Saito [Sai65] e designados por semigrupos propriamente inversos.
Posteriormente, em 1974, McAlister [McA74b] define P—semigrupo e prova
que todo o semigrupo inverso E—unitdrio é isomorfo a um P—semigrupo.
Sao conhecidas varias outras provas directas deste resultado, nomeadamente
as apresentadas por Munn [Mun76], Schein [Sch75] e ainda por Reilly e
Munn [RM76], que surgem como corolario do estudo de congruéncias em
P—semigrupos. Mostrou também [McA74a] que todo o semigrupo inverso
tem uma cobertura E—unitaria. Mais tarde, em 1977, este mesmo autor,
em conjunto com Reilly [MR77], mostraram que os pré-homomorfismos pu-
ros nos idempotentes surgem associados as coberturas F—unitarias de um
semigrupo inverso sobre um dado grupo.

E nosso objectivo, neste capitulo, obter resultados andlogos aos atras
mencionados em semigrupos V—semi-reticulados inversos.

Na seccao 3.1 obtemos uma condi¢ao necessaria para a existéncia do su-
premo de dois quaisquer elementos de um P—semigrupo parcialmente orde-

nado.

85
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Na seccao 3.2 apresentamos uma condicao necessaria e suficiente, em ter-
mos de pré-homomorfismos puros nos idempotentes, para a existéncia de
uma cobertura £ —unitdria de um semigrupo V—semi-reticulado inverso so-
bre um dado [—grupo. Posteriormente, indicamos condigoes para que uma
cobertura F—unitaria de um semigrupo V—semi-reticulado inverso sobre um
dado [—grupo seja EY—unitéria. Construimos uma cobertura EY—unitdria
para os semigrupos V-semi-reticulados inversos LY(G) e CV(S), quando S é
E—unitéario.

Terminamos este capitulo considerando semigrupos inversos totalmente
ordenados. Neste caso, concluimos que um semigrupo inverso totalmente
ordenado possui uma cobertura EY—unitdria totalmente ordenada se e sé se
¢ F—unitario. Como consequéncia deste resultado, verificamos ainda que,
dados um semigrupo inverso E'—unitario totalmente ordenado S e uma sua

V—congruéncia «, entdo S/« é também um semigrupo E—unitdrio.

3.1 P—semigrupos

Os proximos resultados devem-se a McAlister [McAT74b] e podem ser encon-
trados, por exemplo, nos livros [Pet84] ou [How95].

Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e G um grupo. Dize-
mos que G actua (& esquerda) sobre X se, a cada g € G, estd associado um
automorfismo de ordem ¢, em X, tal que se denotarmos ap, por ga, para
qualquer a € X, temos

a<b=ga<gb
{ (gh)a = g(ha),
para quaisquer g,h € G e a,b € X.
Nesta situacgao, dados a,b € X e g € G, se existe a Abem X, entao existe

ga A gb, tendo-se g(a Ab) = ga A gb.

Teorema 3.1.1 Sejam X um conjunto parcialmente ordenado, Y # () um

ideal de ordem de X que € também um N—semi-reticulado e G um grupo que
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actua (4 esquerda) sobre X tais que GY = X e, para qualquer x € X, existe
y €Y tal quey < z. Seja P = {(a,9) €Y X G|g7'a €Y} com a operagio
bindria definida por

(a,g) (b,h) = (a A gb,gh),

para quaisquer (a, g) , (b, h) € P. Entdo P é um semigrupo inverso E—unitdrio,
em que (a,9)"" = (¢7'a,g"). Em P temos ((a,g) (b,h)) € o se e s6 se
g = h. Usualmente um semigrupo P do tipo enunciado neste teorema é
designado por P—semigrupo e representado por P(G,X,Y). Além disso,
designando por [a,g] a o—classe de um elemento (a,g) de P, as aplicagoes
Y:Plo — G, [a,g9] — g, e p:E(P) =Y, (a,1) — a, sao isomorfismos.

Reciprocamente temos o seguinte:

Teorema 3.1.2 Todo o semigrupo inverso E—unitdrio € isomorfo a um

P—semigrupo.

Seja P um P—semigrupo parcialmente ordenado. Entao, pela Proposicao
2.1.4, o conjunto quociente P/o é um grupo parcialmente ordenado. Supo-
nhamos que P ¢ um V—semi-reticulado. Como a congruéncia o é compativel
com V (Coroldrio 2.1.3), temos que o conjunto quociente P/ é também um
V—semi-reticulado. Portanto, P/o é um [—grupo, por ser um grupo par-
cialmente ordenado e um V—semi-reticulado. Mas, uma vez que P ¢ um

V—semi-reticulado, para quaisquer (a, g), (b,h) € P existe (¢,i) € P tal que

(aag) \ (b’ h) = (Ca 7’)

Logo [a, g] V [b, h] = [(a,g) V (b, h)] = [¢,i], e como ¢ é um isomorfismo entre

os dois [—grupos, obtemos

gV h=(la,g]V[bh]) ¢ =c,i] ¢ = 1.
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Concluimos que, dados (a,g) e (b, h) em P, se existe (a,g) V (b,h) € P,

entao
(a,g) Vv (b,h) = (c,g V h),

onde ¢ €Y tal que (g Vh) lceY.

Notemos que, dados (a,g) e (b,h) em P, a condicao de existir ¢ € Y tal
que (g V h)~lc € Y, é uma condigao necessdria, mas nao suficiente para que
(a,g) VvV (b,h) = (c,g V h).

Com efeito, suponhamos que existe ¢ € Y tal que (g V h)"'c € Y. Seja
d €Y tal que d < ¢. Entao

(gvh)'dsS (gVh)teeY.

Mas, uma vez que Y ¢é um ideal de ordem, também (g VvV h)"'d € Y. Logo
(d,gV h) € P embora (d,gV h) # (¢,gV h).

3.2 Coberturas EFV—unitarias

Nesta seccao, vamos apresentar condi¢oes para que um semigrupo V-—se-
mi-reticulado inverso possua uma cobertura EY—unitdria.
Comecamos por apresentar alguns resultados relativos a coberturas £/'—uni-

tarias os quais podem ser encontrados, por exemplo, em [McA80].

Defini¢ao 3.2.1 Seja S um semigrupo inverso (e seja G um grupo). Di-
zemos que S tem uma cobertura E—unitdria (sobre G) se exvistem um
semigrupo inverso E—unitdrio P (tal que P/o € isomorfo a G) e um ho-
momorfismo sobrejectivo que separa idempotentes n de P em S. Nestas

condicoes, dizemos que o semigrupo P € uma cobertura E—unitdria de S

(sobre G).

Teorema 3.2.2 Todo o semigrupo inverso tem uma cobertura E—unitdria.
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Exemplo

Vejamos como obter uma cobertura F'—unitaria para o semigrupo inverso
K(G), definido na secgao 1.4, em que G é um grupo.

Representemos por Lg o conjunto dos subgrupos de G com a ordem in-
clusao. Como o grupo G actua em Lg por conjugacao entao, atendendo ao
Teorema 3.1.1, concluimos que P = P(G, Lg, Lg) é um semigrupo inverso
E—unitério tal que P/o é isomorfo a G. Por outro lado, a aplica¢ao n definida
de P em K(G) por (H,a)n = Ha, para qualquer (H,a) € P, é um homo-
morfismo sobrejectivo que separa idempotentes. Logo P é uma cobertura
E—unitaria de K(G) sobre G.

Vamos, agora , verificar que os pré-homomorfismos puros nos idempoten-
tes surgem naturalmente quando procuramos coberturas E'—unitarias de um
semigrupo inverso (sobre um dado grupo) [MR77].

Dados semigrupos inversos S e T, dizemos que uma aplicacao 6 de S em

T é um pré-homomorfismo se, para quaisquer a,b € S,
(ab) 0 < afbo,

onde < representa a ordem natural em 7. Dizemos que 6 é puro nos idem-

potentes se, para quaisquer e € E(S) e s € S,
s =e = s € E(S).

Seja S um semigrupo inverso. Suponhamos que S tem uma cobertura
E—unitéaria P sobre um dado grupo G. Designemos por 17 o homomorfismo
que separa idempotentes de P sobre S e por ¢ a aplicacio canénica de P
em G. Entao a aplicacao ¢, definida de S em K(G), por

s = sn Lok,

para qualquer s € S, é um pré-homomorfismo puro nos idempotentes, tal
que G =U{sp|s e S}.

Nestas condigoes temos:
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Teorema 3.2.3 Sejam S um semigrupo inverso e G um grupo. Se S tem
uma cobertura E—unitaria T sobre G, entao existe um pré-homomorfismo
¢ puro nos idempotentes, de S em K(G) tal que G = U{s¢|s € S} e, para
quaisquer e € E(S) e s € S,

i) e € um subgrupo de G;

ii) s¢ é uma classe lateral de (ss™1)o.

Além disso, Py = {(s,g9) € S x G| g € sp} € isomorfo a T, onde o iso-
morfismo € dado por t) = (tn,to"), para qualquer t € T.

Reciprocamente temos:

Teorema 3.2.4 Sejam S um semigrupo inverso, G um grupo e ¢ um pré-ho-
momorfismo puro nos idempotentes, de S em K(G) que verifica a condi¢ao
G=U{sp|s e S}. Seja P, ={(s,9) € SxG|gesp}. Entao

i)Py € um semigrupo inverso E—unitdrio;

ii) a aplicagao n definida por (s, g)n = s, para quaisquer s € S e g € G,
¢ um homomorfismo de Py sobre S que separa idempotentes;

iii) Py/o € isomorfo a G;

iv) Py é uma cobertura E—unitdria de S sobre G.

Notemos que este tultimo resultado nos diz que Py ¢ uma cobertura
E—unitéaria de S sobre (G, mas nao nos da a sua estrutura como um P—se-
migrupo. Para a sua construcao sao necessarias quatro componentes. Duas
delas sao 6bvias: o grupo G e o semi-reticulado E. A terceira componente X
e a acgao de G sobre X podem ser obtidas do seguinte modo [McAS80].

Defina-se, em G x E(S), uma relagdo < por
(g,e) < (h,f)<3s€S:sst=e ss'<f g'hcso.

Entao < é uma quase ordem em G x E(S). Denotemos por a a relagao de
equivaléncia associada a < e seja X = (G x E(5)) /a. Em X definimos uma

relacao de ordem parcial < por

[9,€] < [h, f] < (g,¢) < (b, f),
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onde [g, €] representa a a—classe de (g,¢) € G x E(S5).
Além disso, o conjunto E = {[1,e]| e € E(S)} é um ideal de ordem e
um A—semi-reticulado de X isomorfo a E(S) e o grupo G actua sobre X do

seguinte modo:

para quaisquer [h, f] € X e g € G.

Nas condicoes que acabamos de descrever temos:

Proposicao 3.2.5 Sejam S um semigrupo inverso, G um grupo e ¢ um

pré-homomorfismo puro nos idempotentes de S em K(G) tal que
G=U{sp|lseS}.

Entao P(G, X, E) é um P—semigrupo isomorfo a P, e a aplicagao 8 definida
por, para qualquer ([1,¢e],g) € P(G, X, E),

sst=e

g € s¢

([1,e],9)0 = s se {

¢ um homomorfismo que separa idempotentes de P(G, X, E) sobre S, pelo
que P(G, X, E) € uma cobertura E—unitdria de S sobre G.

Os resultados anteriores em semigrupos inversos nao ordenados, leva-
ram-nos a procurar resultados andlogos para semigrupos V—semi-reticulados

INversos.

Defini¢ao 3.2.6 Seja S um semigrupo V—semi-reticulado inverso (e seja
G um l—grupo). Dizemos que S tem cobertura EY—unitdria (sobre G)
se existem um semigrupo NV —semi-reticulado inverso E—unitdrio T (tal que
T/o € isomorfo a G) e wum V—homomorfismo n que separa idempotentes
de T sobre S. Neste caso, dizemos que o semigrupo T € uma cobertura
EY—unitdria de S (sobre G).
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Comecamos por mostrar que um semigrupo V—semi-reticulado inverso S
tem uma cobertura EY—unitdria sobre um dado [—grupo G se e sé se existe
um pré-homomorfismo ¢ puro nos idempotentes, de S em K(G), tal que,

para quaisquer sp, ss € .S,

510V 590 C (51 V 52) ¢,

onde AVB={aVb|lae Abec B}.

Teorema 3.2.7 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e G um
l—grupo. Se S tem uma cobertura EY —unitdria T sobre G, entdo existe um
pré-homomorfismo ¢ puro nos idempotentes, de S em K(G), que verifica a
condicao G =U{s¢|s € S} e, para quaisquer e € E(S) e 51,82 € S,

i) e¢p € um l—subgrupo de G

i) $10V s2¢ C (51 V $2) ¢.

Além disso, T € isomorfo a Py = {(s,g9) € S x Glg € s¢} com a ordem
parcial dada por, para quaisquer (s1,g1), (S2,g2) € Py,

Sl<82

(s1,91) < (s2,92) & { -

91 < go.

Em particular,

(51,91) V (82, 92) = (51 V 82,91 V g2).

Demonstragao

Atendendo ao Teorema 3.2.3, existe um pré-homomorfismo puro nos idem-
potentes ¢, de S em K (G), definido por s¢ = sn~'o?, para qualquer s € S,
onde 1 é um homomorfismo que separa idempotentes de T sobre S e g% é
a aplicacdo canodnica de T em G. Além disso, como T é uma cobertura
EY —unitéria de S sobre G, entdo 7 e ¢? sdo V—homomorfismos.

i) Seja e € F(S) e tomemos g, h € e¢p. Entdo existem t1,ty € T tais que

tin=-ce tlah =g
e
ton =e too? = h.
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Assim, se t = t1 V to,

tn=c¢e
tof =gV h

e, por conseguinte, g V h € e¢. Portanto, e¢ é um V—subsemi-reticulado de
G. Como e é um subgrupo de G, entao, atendendo a Proposicao 1.3.5, e é
um [—subgrupo de G.

it) Sejam s1,89 € S e tomemos g; € $10 e ga € S2¢. Entao existem
hn = s o tio® = gy
lon = S2 ta0™ = ga.
tn =51V s
to* = g1V gs
pelo que g1 V g2 € (51 V $2) ¢. Portanto s1¢V sa¢p C (81 V 82) .

Falta verificar que o semigrupo P é um semigrupo V—semi-reticulado

t1,ty € T tais que

Seja t= tl V t2. Entao

isomorfo a T.
Tomemos (s1,91), (s2,92) € Py. Entdo g1 € 519, g2 € 520 €, uma vez que

$10V s3 C (81 V 82) ¢, concluimos que

a1 \/92 € (81 \/82) ¢

Logo (s1,91) V (s2,02) = (51 V S2,91 V g2) € Py, pelo que P, é um V—subse-
mi-reticulado de S x G.

Sejam (s1, 1), (52, 92), (s3,93) € Py. Entao

(s1,91) ((s2,92) V (s3,93)) = (s1,91)(s2V 83,92V g3) =
(s1(52V 83),91(92V g3)) = (s152V 5183, 9192 V g1 93) =
(5182,9192) V (5183, 9193) = (51,01)(52,92) V (51,91) (53, 93)-
Portanto, em P,, a multiplicacao ¢ distributiva, a esquerda, em relagao a

operagao V. Quanto a distributividade a direita, a situacao é anéloga, pelo

que P, é um semigrupo V—semi-reticulado.
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Por dltimo, verifiquemos que 1" e Py sao isomorfos. Pelo Teorema 3.2.3,

sabemos que a aplicacao ¢ de T" em P,, definida por

th = (“77 t0u>7

para qualquer t € T, é um isomorfismo entre os dois semigrupos. Ora, como
n e o sdo V—homomorfismos, facilmente se verifica que 1 é também um

V—homomorfismo. O

Quanto ao resultado reciproco temos:

Teorema 3.2.8 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso, G um
l—grupo e ¢ um pré-homomorfismo puro nos idempotentes, de S em K(G)
tal que G =U{sp|s € S} e s10Vsa¢p C (51 V $2) ¢, para quaisquer s, sy € S.
Seja Py ={(s,9) € S x G|g € s¢}. Entao Py € uma cobertura EY —unitdria
de S sobre G.

Demonstracgao

Atendendo ao Teorema 3.2.4, o semigrupo P, ¢ uma cobertura £ —unitdria
de S sobre GG, tomando o homomorfismo 1 que separa idempotentes de P
sobre S dado por (s,g)n = s, para quaisquer s € S e ¢ € G. Por outro
lado, como s1¢V s9¢ C (51 V $2) ¢, tendo em conta o Teorema 3.2.7 sabemos
que P, é um semigrupo V—semi-reticulado. Resta-nos mostrar que n é um
V—homomorfismo.

Sejam (s1, g1, (S2, g2) € Py. Entao

((51,91) V (52,92)) = (51 V 82,01 V g2) N = 51V 52 = (81, 91) 1 V (52, 92) 7.
Concluimos, assim, que Py é uma cobertura £Y—unitaria de S sobre G. [
Sejam .S um semigrupo inverso e G um grupo nas condigoes da Proposicao

3.2.5. Como vimos, o P—semigrupo P(G, X, E), isomorfo a P, é uma cober-

tura E'—unitaria de S sobre G. Suponhamos, agora, que S é um semigrupo
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V—semi-reticulado inverso, G é um [—grupo e P(G, X, E) é uma cobertura
EY—unitéria de S sobre G.

Para simplificar a escrita, representemos um elemento arbitrario ([1, €], g)
de P(G, X, FE) por (e, g).

Tomemos (e1,¢1),(e2,92) € P(G,X,E). Entdo existe (u,q1 V ga) €
P(G, X, E) tal que

(e1,91) V (e2,92) = (u, g1 V g2).

Seja 6 o homomorfismo que separa idempotentes de P(G, X, E) sobre S,
definido por, para qualquer (e, g) € P(G, X, E),

ssTh=e

g € so.

(e,9)0 = s se {

Entao existem s1,s, € S tais que (e1,01)0 = s1 e (e2,92)0 = s, donde,
tendo em conta a definicio de 6, temos s;s; ' = ¢; e g; € ;¢ (com i = 1,2).

Mas, como € é um V—homomorfismo, (u, g V ¢2)0 = s1 V sa, pelo que

{ (s1V 82)(51V s2) t=u

g1V g2 € (51V 52)0.

Por outro lado, uma vez que g; € s;¢ (com i = 1,2) e s10V 596 C (81 V $3) ¢,
temos g1 V go € (81 V S2)0.

Acabamos pois de provar o seguinte:

Proposicao 3.2.9 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso, G
um l—grupo e ¢ um pré-homomorfismo puro nos idempotentes de S em
K(G), tal que G = U{sp|s€ S} e s10V s9¢0 C (51 V 89) ¢, para quais-
quer s1,82 € S. Se P(G, X, E) € uma cobertura EY —unitdria de S sobre G,
entao, dados (e1,91), (e2,92) € P(G, X, E), temos

(61791) v (62792) = (u7gl \ g2>7
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onde u = (s1V 82)(81V 82)71, com s1,89 € S tais que

sisl-_l =€
gi €89 (i=1,2).

Exemplos

1. Utilizemos o Teorema 3.2.8 para encontrar uma cobertura EY —unitéria
para o semigrupo V—semi-reticulado inverso LY(G) definido na sec¢ao 1.4.

Seja G um [—grupo. Recordemos que em LY (G) definimos, para quaisquer
Ha, Kb e LY(G),

Ha-Kb= HKab
{ HaV Kb= HK (ab™!') b,

onde (ab~!) representa o [—ideal de G gerado por ab™!.

Seja ¢ a aplicacao de LY(G) em K(G), definida por

(Ha)o = Ha,

para qualquer Ha € LY(G). E fcil verificar que ¢ é um pré-homomorfismo
puro nos idempotentes tal que G = U{(Ha)¢| Ha € LY(G)}.

Verifiquemos que ¢ satisfaz a condigao
(Ha)o v (Kb) C (Ha v Kb) 6,

para quaisquerHa, Kb € LY(G).
Sejam (H,a),(K,b) € LY(G). Entao

(Ha)pV (Kb)p = HaV Kb
(HaV Kb)¢ = (HK (ab™') b)¢p = HK {(ab™ ') b.

Por outro lado, temos
Kb C HK {(ab™ ') a

e HK (ab™')b = HK {ab™')a. Assim, como HK (ab™')b € K(G) e é um
majorante de Ha e de Kb, concluimos que Ha VvV Kb C HK {ab™') .

{ Ha C HK {(ab~') b
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Logo, tendo em conta o Teorema 3.2.8, o semigrupo
Py ={(Ha,g) € L'(G) x G| g € (Ha)¢}

¢ uma cobertura EY—unitdria para o semigrupo V—semi-reticulado inverso
LY(G). Mas, a condigdo g € (Ha)¢ é equivalente a condigdo Ha = Hyg.
Portanto,

P, = {(Hg,g) € LY(G) x G} .

Assim, o semigrupo P, é isomorfo ao P—semigrupo P = P(G, I¢, I¢), onde
I denota o conjunto dos [—ideais de G com a ordem inclusao, sendo a acg¢ao
definida por conjugacao.

Como o semigrupo P é uma cobertura EY —unitaria do semigrupo LY (G),

entao, atendendo a Proposicao 3.2.9, temos, dados (H,a), (K,b) € P,
(H,a) v (K,b) = (L,a VD)

onde L = (s1V s9)(s1V s2)7 !, com 51,89 € LY(G) tais que

sis7 = H $9551 = K
e
a € sy b € so.
Como 5131_1 =He 8232_1 = K, entao s; = Hxq e s9 = Kxo, com x1,29 € G.
Por outro lado, uma vez que a € s; = Hzq, temos s; = Hxy = Ha. De igual

modo, como b € sy = Ky, obtemos s, = Kz = Kb.
Assim, temos L = (Ha V Kb) (HaV Kb)™" = HK (ab™1).

2. Aplicando o critério que nos é fornecido pelo Teorema 3.2.8 vamos
construir uma cobertura EY—unitdria para o semigrupo V-semi-reticulado
inverso CV(S) definido na sec¢ao 1.4, quando S é um semigrupo inverso
E—unitario.

Para tal, convém ter presente que, num semigrupo inverso £—unitario, a

menor congruéncia de grupo, o, é pura nos idempotentes, isto é, o seu ntcleo,
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Ker o, é o conjunto dos idempotentes de S (veja-se [How95], Proposicao
5.9.1).

Seja S um semigrupo inverso E—unitario e G = S/o. Como todo o
grupo € imagem homomorfa de um grupo livre, podemos considerar o grupo
livie H = FG(G) e o homomorfismo sobrejectivo # de H em G. Por outro
lado, uma vez que todo o grupo livre pode ser totalmente ordenado (veja-se
[McA98], Teorema 1.2.12), entao o grupo H admite uma ordem total <.

Defina-se a aplicac¢ao ¢ de CV(S) em K (H) por, para qualquer I € CV(.S),

16— {he H|hG=1]i],comiel} sel#0
| H se [ =1

onde [i] representa a o—classe de i € 1.

Provemos que, nestas condicoes, ¢ é um pré-homomorfismo puro nos
idempotentes tal que H = U{A¢p| Ae CY(S)} e ApV B¢ C (A V B)g,
para quaisquer A, B € CV(S).

a) ¢ estd bem definida

Recordemos que um subconjunto nao vazio de um grupo H é uma classe
lateral de H se e s6 se A = AA A (veja-se [Law98], Proposigao 1.4.26).

Seja I € CV(S). Se I =0 temos I¢p = H € K(H).

Se I # () entao I¢p ={h € H| hf = [i], com i € I'}. Verifiquemos que I¢
¢ uma classe lateral do grupo H.

Representemos I¢ por A. E claro que A C AA'A.

Seja x € AAT'A. Entao existem b,c,d € A tais que z = be~'d. Por
consequéncia, existem i, 7,k € I com bf = [i|, ¢ = [j] e df = [k]. Mas, uma
vez que I é compativel, pela Proposicao 1.4.5 temos [i] = [j] = [k]. Portanto,
como 0 é homomorfismo, obtemos z6 = [i] [i] " [i] = [i]. Logo = € I = A.

b) ¢ é um pré-homomorfismo

Sejam A, B € CV(S) e verifiquemos que ApB¢ C (AB)g.

Se A=( ou B=10entao AB = ) e, portanto, ApB¢p = H = (AB)¢.

Suponhamos que A, B # ). Entao AB # (). Tomemos = € A¢ e y € Bo.
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Entao existem a € A e b € B tais que 26 = [a] e y§ = [b]. Como 0 é
homomorfismo temos (zy)0 = [ab], pelo que zy € (AB)¢.

¢) ¢ é puro nos idempotentes

Sejam A € E(CY(S)) e B € CY(S) tais que Ap = Bg¢. Como ) é
um idempotente, podemos considerar B # (). Analisemos, entdo, as duas
situagoes possiveis :

1) Se A = () temos H = B¢ e, uma vez que 1y € H, existe by € B tal
que 150 = [by]. Seja b € B. Pela Proposicao 1.4.5 temos [by] = [b] e, como 6
é um homomorfismo, obtemos 150 = 1 = [b]. Mas, uma vez que G = S/o
e Ker o = E(S), concluimos que b € E(S). Logo B C E(S) e, portanto, B
é um idempotente de CV(S);

2) Se A # () entao existem a € A C E(S) e by € B tais que [a] = [by].
Seja b € B. Tendo em conta a Proposi¢ao 1.4.5, temos [b1] = [b]. Assim,
uma vez que a € E(S) e [a] = [b], concluimos que b € E(S). Portanto B é
um idempotente de CV(.S).

Concluimos pois que ¢ ¢ puro nos idempotentes.

d) H=U{A¢| A CY(9)}

Seja x € U{A¢p| A€ CY(S)}. Entdo, para algum A € CV(S), temos
re Ap C H. Logo x € H.

Tomemos h € H. Entao existem g € G e s € S tais que hf = g = [s].
Seja ' = {t € S|t < s}. Como S’ é um ideal de ordem de S que contém s e
é um subconjunto de S compativel (veja-se [Law98], Lema 1.4.14), podemos
concluir que S’ € CV(S). Assim, temos hf = [s], com s € §" € CV(S5), pelo
que h € S'¢. Logo h € U{Ap| A € CV(95)}.

e) ApV Bop C (AV B)g, para quaisquer A, B € CV(S)

Sejam A, B € CV(S). Temos AV B = AN B. Analisemos as duas
situagoes possiveis:

1) Se AN B =0 é claro que A¢p vV By C (AN B)¢ = H;

2) Se AN B # (), entao, dados # € A¢ e y € B¢, existem a € Ae b € B

tais que z6 = [a] e y# = [b]. Como A N B é nao vazio e compativel, pela
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Proposigao 1.4.5 temos x6 = [¢] = yf, com ¢ € AN B. Logo x,y € (AN B)¢.
Por ltimo, uma vez que H ¢é totalmente ordenado, ou xtVy = x ouxVy = y,
pelo que z Vy € (AN B)o.

Assim, pelo Teorema 3.2.8, podemos concluir que
Py ={(A,h) € CY(S)x H| h € Ap}

é uma cobertura EY—unitdria do semigrupo CV(S), quando S é um semi-

grupo inverso E—unitario.

3. Seja S um semigrupo inverso E—unitdrio. Entao S° com a ordem
inversa da natural é um semigrupo V—semi-reticulado inverso, tendo-se, para

quaisquer s,t € S°,

ss7't ses,teSe(st)ec
sVit= .
0 caso contrario

Utilizando argumentos anélogos aos do exemplo anterior é possivel verificar

que a aplicagao ¢ de S° em K (H) definida por, para qualquer s € S°,

{{heH\hG—[s]} se s 0
s¢ =
H se s =10

é um pré-homomorfismo puro nos idempotentes tal que H = U {s¢| s € S°}
e spVip C (sVit)g, para quaisquer s,t € S°. Nestas condigoes, pelo Teorema

3.2.8, concluimos que
Qo ={(s,h) € S"x H| h € s¢}

¢ uma cobertura EY—unitdria do semigrupo S°, quando S é um semigrupo

inverso F—unitario.

O préximo resultado déd-nos uma condigao necessaria e suficiente para
que uma cobertura EF—unitaria de um semigrupo V—semi-reticulado inverso

sobre um dado [—grupo seja EY —unitdria.
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Teorema 3.2.10 Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso, G um
l—grupo e T = P(G,X,Y) uma cobertura E—unitdria de S. Designemos
por m um homomorfismo que separa idempotentes de T sobre S. FEntao
existe uma ordem sob a qual T é um semigrupo \V—semi-reticulado e n €
um V—homomorfismo se e sé se dados t; = (e1,91), ta = (e2,92) € T existe

ts = (es,g3) € T tal que

t3n =t1n Vian
t30u = L‘lau vV tzO’u.

Neste caso, T € uma cobertura EY —unitdria de S (sobre G).

Demonstragao

Suponhamos que existe uma ordem sob a qual 7" é um semigrupo V—se-
mi-reticulado e que 1 é um V—homomorfismo. Neste caso, T' é uma cobertura
EY—unitéria de S. Entao, dados t; = (e1,1), ta = (e2,92) € T, existe
t3 =11 Vty €T tal que

tg(fu = tlan V tQUn
t3n = t1n V tan.

Além disso, se t3 = (es, g3), temos
(e3, )y = (tatz ) = tan(tsn) ™" = (L V tan) (b1 V tam) ™
e, uma vez que E(S) é isomorfo a Y,
e3 = (b V tan)(tin V tan) L.

Para a demonstracao da condicao reciproca, suponhamos que, dados

t1 = (e1,01),t2 = (e2,92) € T existem t3 = (e3, g3), ta = (€4, 94) € T tais que

lsn =tn Vilan =14
th'u = tlau V th’u = t40'u.
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Entao
{ tan(tsn) ™ = (tsts")n = (es, 1)1
tan(tan) ™ = (taty")n = (ea, D),
pelo que, uma vez que 7 separa idempotentes, es = e4. Por outro lado, como
G é isomorfo a T'/o, temos g3 = g4. Logo t3 = t4. Portanto t3, se existir, é
Unico.
Assim, dados t; = (e1,61), ta = (e2,92) € T, defina-se t; V to = t3, onde

t3 é o unico elemento em T que verifica as condigoes:

tsn =t V lan
th'h = th'h V th’h.

Provemos que, com esta operagao binaria V, o semigrupo 7' é um semi-
grupo V—semi-reticulado.

E facil provar que a operacao V goza das propriedades comutativa, asso-
ciativa e de idempoténcia, pelo que T' é um V—semi-reticulado. Além disso,
é claro que 7 e ¢! sio homomorfismos de V—semi-reticulados.

Vamos verificar a propriedade distributiva, a esquerda, da multiplicagao
em relacao a operacao V.

Sejam t1,t, e t3 € T. Uma vez que 1 ¢ um homomorfismo de semigrupos e

de V—semi-reticulados de T sobre S e S é um semigrupo V—semi-reticulado,

(ts(tr Vi) n = tsn(tan V tan) = tsntin V tsntan
= <t3t1>77 V (t3t2)7] = (tgtl V t3t2) n.

b

Por outro lado, como ¢” é um homomorfismo de semigrupos e de V—semi-re-

ticulados de T sobre G e G é um [—grupo,
(t3(t1 V tg)) O'b = (tgtl V tgtg) O'b.

Concluimos, assim, que t3(t1 V ta) = t3t1 V t3ty devido a sua unicidade. Para
a propriedade distributiva da multiplicacao a direita a situacao é semelhante.

Logo T é um semigrupo V—semi-reticulado.
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Portanto, T' é uma cobertura EY—unitéria de S. O

O préximo resultado envolve semigrupos totalmente ordenados. Neste
caso, provaremos que os unicos semigrupos inversos totalmente ordenados
que tém uma cobertura EY—unitdria totalmente ordenada sao aqueles que

ja por si sao E—unitarios.

Teorema 3.2.11 Seja S um semigrupo inverso totalmente ordenado. Entao
S tem uma cobertura EV —unitdria totalmente ordenada se e sé se é E—uni-

tario.

Demonstragao

Suponhamos que S tem uma cobertura EY —unitdria totalmente ordenada
T. Seja n um V—homomorfismo que separa idempotentes de 1" sobre S
e G = T/o. Seja ¢ o pré-homomorfismo puro nos idempotentes de S em
K (@), definido por s¢ = sn~to", para qualquer s € S (ver Teorema 3.2.7).

Comecemos por provar que, de facto, ¢ é um homomorfismo. Sejam

e, f € E(S). Tomemos g, € ep e g2 € f¢. Entdo existem t1,t, € T tais que

tin=e tio% = g
e
ton = f ta0% = go.

Suponhamos que e < f. Como n é isétono e T é totalmente ordenado,
obtemos t; < t9 e, portanto, g; < go. Mas, pelo Teorema 3.2.3, o conjunto
e¢ é um subgrupo de G, pelo que 1 € e¢. Logo, 1 < g, para qualquer
g2 € f¢. Por outro lado, atendendo ao Teorema 3.2.7, o subgrupo f¢ é
um [—subgrupo de G, pelo que, tendo em conta o Corolario 1.3.2, temos
fo = {1} . Analogamente, como 1 € f¢, obtemos ¢g; < 1, para qualquer
g1 € e, pelo que ep = {1}.

Assim, uma vez que S é totalmente ordenado, concluimos que ep = {1},
para qualquer e € E(S).

Tomemos, agora, s € S. Como s¢ é uma classe lateral de (ss™!)¢, pelo

Teorema 3.2.3, e (ss1)¢ = {1}, concluimos que s¢ = {g}, com g € G. Mas,
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como ¢ é um pré-homomorfismo, temos s1¢sa¢ C (s159)¢p, para quaisquer
s1, 89 € S. Portanto ¢ é um homomorfismo.
Provemos, entao, que o semigrupo S é E—unitario. Sejam e € E(S) e

s € S tais que es € E(S). Como ¢ é um homomorfismo,

(e5)6 = egsd = {1} 56 = 5.

Logo, uma vez que ¢ é puro nos idempotentes, temos s € E(S5). O

Como consequéncia deste ultimo resultado, vamos poder garantir que o
quociente de um semigrupo inverso F—unitario totalmente ordenado S por
uma sua V—congruéncia arbitraria é sempre um semigrupo inverso F—uni-

tario.

Corolario 3.2.12 Sejam S um semigrupo inverso E—unitdrio totalmente
ordenado e o uma sua V—congruéncia. Entio S/a € um semigrupo inverso

E—unitario.

Demonstracgao

Seja p o traco de a. Como o semigrupo S é E—unitario, a menor
V—congruéncia em S com trago p é p,.. (ver Teorema 2.3.10). Para fa-
cilitar a escrita representemos p,;, por p*. Em primeiro lugar, observemos
que, uma vez que o semigrupo S é E—unitario e totalmente ordenado, o
semigrupo S/p* é também E—unitario e totalmente ordenado, atendendo ao
Corolério 2.3.11. Por outro lado, das observagoes apés o Teorema 2.4.6, con-
cluimos que a/p* é uma V—congruéncia que separa idempotentes em S/p*.
Além disso, S/p*/a/p* é isomorfo a S/a. Assim, o semigrupo S/p* é uma co-
bertura EY—unitédria totalmente ordenada do semigrupo inverso totalmente
ordenado S/p*/a/p*, pelo que, atendendo ao Teorema 3.2.11, o semigrupo

S/p*/a/p* é E—unitario. Logo S/« também o é. O



Problemas

Apresentamos seguidamente alguns problemas, que julgamos em aberto,
relacionados com os assuntos tratados neste trabalho.

1. Sejam S um semigrupo V—semi-reticulado inverso e p uma congruéncia
V—normal.

, ~ .. VA D

1.1 Encontrar, se possivel, uma expressao mais simples para ((pmax) ) ,
a maior V—congruéncia em S com trago p.

1.2 Determinar, se possivel, uma descricao para a menor V—congruéncia

em S com trago p.

2. Num reticulado L, dados a,b € L, escrevemos a < bsea £ b. Sea < b,
dizemos que b cobre a, e escrevemos a < b, se nao existe qualquer elemento
ce Ltal quea<c<hb.

Um reticulado L diz-se V—semi-modular (A—semi-modular) se a ANb < a
entdo b < a Vb (se b<aVbentdo a Ab < a), para quaisquer a,b € L.

Num semi-reticulado as suas congruéncias constituem um reticulado V—se-
mi-modular [FNT73].

Sera que num semigrupo V—semi-reticulado inverso o reticulado das suas

V—congruéncias é V—semi-modular?

3. Dado um P—semigrupo S definir, se possivel, uma ordem em S de

modo que S seja um semigrupo V—semi-reticulado inverso E—unitario.

105
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4. Averiguar se todo o semigrupo V—semi-reticulado inverso S possui
uma cobertura EY—unitdria. Dos nossos resultados, sabemos que se S for
finito, tal cobertura EY—unitaria tem de ser infinita, a nao ser que S seja

um semi-reticulado.
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