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1 Einleitung

Eisensteinreihen sind wichtige Hilfsmittel in der Theorie der Modulformen,
sie sind von Langlands[21] in sehr allgemeinem Kontext auf reduktiven Grup-
pen definiert worden. Abgesehen vom ”konstanten Term” spielen in Lang-
lands Theorie die Fourierentwicklungen keine Rolle. Es ist klar, dafl aus der
meromorphen Fortsetzung und der Funktionalgleichung der Eisensteinreihe
auch die entsprechende Eigenschaft aller Fourierkoeffizienten folgt. Wenn
man die Fourierentwicklung einer Eisensteinreihe explizit genug kennt, kann
man andererseits in manchen Féllen auch direkt (ohne Riickgriff auf die Lang-
landsche Theorie) die entsprechenden Eigenschaften der Fourierkoeffizienten
beweisen und daraus - bei hinreichend guter Konvergenz der Fourierentwick-
lung - die meromorphe Fortsetzung der Eisensteinreihe selbst herleiten. Im
einfachsten Fall der Eisensteinreihe zu SLs(Z) sei das (Terras[32] folgend)
kurz erlautert:

Die Eisensteinreihe

1 y®
Ey(2) = = _ Yy
(2) 2 Z | cz+d |*

(c,d)ez? mit ggT(c,d)=1

hat eine analytische Fortsetzung auf der komplexen s-Ebene als meromorphe
Funktion von s. Sie hat einen Pol bei s = 1 mit dem Residium % und erfiillt
fiir A(s) := 77°I'(s)((2s) die Funktionalgleichung

A(s)Es(z) = A(1 — s)E1_4(2)
—F2(2)

Mit der Teilerpotenzfunktion o4(n) := >  d° und der K-Besselfunktion
0<d|n

K(y) hat man die Fourierentwicklung

Ei(2) = ySA(s)+y1—SA(1—s)+QZ | n ‘S—% 01_2s(n>y%Ks_%(2ﬂ- | n | y)e2mne
n#0

Diese Vorgehensweise hat Mizumoto[26] aufbauend auf Formeln von Maaf3[23]
auf die Siegelsche Eisensteinreihe zu Sp,(Z) verallgemeinert. Seine Fourier-
entwicklung ist aber viel komplizierter.

Die von Mizumoto behandelte Siegelsche Eisensteinreihe gehort zur ’Siegel-
schen parabolischen Untergruppe’ €, . Diese ist nur eine von insgesamt
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n+1 Konjugationsklassen maximal parabolischer Untergruppen C,,, mit
0 <r < n. Zu jedem solchen C),, kann man nun eine entsprechende Ei-
sensteinreihe E,,.(Z,s) von H,, x {s € C | Re(s) >> 0} auf C definieren
durch

En(Zs)= > ( det(Im(M < Z >)) ))s

AN
et o, \det((Im(M < Z>))

und ihre Eigenschaften untersuchen. Dabei sei fiir eine Matrix N € M, (R)
die linke obere 7 x r- Untermatrix durch N\ bezeichnet und die symplek-
tische Gruppe operiere in iiblicher Weise auf der oberen Halbebene mittels
M < Z>.

Diese Reihen spielen fiir die analytische Fortsetzung von Dirichletreihen,
die man mit Fourier-Jacobikoeffizienten von Siegelschen Spitzenformen bil-
den kann, eine zentrale Rolle. Yamazaki[33] hat explizit beschrieben, wie
ihre meromorphe Fortsetzung und Funktionalgleichung aus der Langlands-
schen Theorie folgt.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die moglichst explizite Beschrei-

bung der Fourierentwicklung dieser Eisensteinreihen; wiinschenswert ist eine
Beschreibung dhnlich der von Miyake[24] oder Mizumoto[25]. Fiir den Fall,
daf} die Eisensteinreihen noch eine Spitzenform vom Grad r enthalten, ist die
Fourierentwicklung bekannt (Bocherer[5] bzw. Bocherer&Schulze-Pillot[8));
die dort benutzte Methode (Integration gegen eine auf eine Blockdiagonale
restringierte Eisensteinreihe vom Grad n+r) kann aber hier nicht verwendet
werden, weil die entsprechenden Integrale divergieren.
Zum erreichen des Zieles sollen also die Fourierkoeffizienten fiir die allgemeine
Eisensteinreihe E,,(Z,s) soweit wie moglich berechnet werden. Eine wirk-
lich befriedigende Zuriickfithrung der Koeffizienten auf bekannte Funktionen
gelingt jedoch nur fiir die Reihen E,,_1(Z,s), also im Fall » = n — 1. Die
vorliegende Arbeit wird daher wie folgt aufgebaut:

Im einleitenden Kapitel werden neben dem Vorstellen der verwendeten
Notation einige Vorarbeiten geleistet. So wird die Fragestellung der Wohl-
definiertheit und Konvergenz der untersuchten Reihen erldutert. Die daran
anschlieBenden Uberlegungen zur Ahnlichkeitstransformation von isotropen,
symmetrischen Matrizen mittels Représentanten der Nebenklassen unimodu-
larer Matrizen modulo (von rechts) derjenigen Untergruppe, deren Elemente
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eine (n — r) x r Nullmatrix als linke untere Untermatrix aufweilen, werden
sich spéter zu einem zentralen Punkt der vorliegenden Arbeit herauskristal-
lisieren. Denn man kann hiermit die zu untersuchenden Fourierkoeffizienten
auf ganz gewisse Klassen einschrinken, da die restlichen mittels dieser be-
schreibbar sind.

Im zweiten Kapitel werden Erkenntnisse zu den Fourierkoeffizienten der

allgemeinen Reihen E,, ,(Z, s) gesammelt. Dazu werden insbesondere die ein-
zelnen Summanden dieser Reihe untersucht, die als Funktionen ¢, . s(M, Z)
mit den Parametern n,r,s und den Variablen M aus der symplektischen
Gruppe und Z aus der n-dimensionalen Siegelschen Halbebene aufgefafit
werden konnen. Dabei liefert die Gleichung (33) aus Satz 2.1.6 die Infor-
mation, daf§ die Funktion ¢, (M, Z) bei gewissen symplektischen Argu-
menten unabhéngig von der oberen linken Teilmatrix des rein-reellen An-
teils auf der Siegelschen oberen Halbebene ist. Man versucht somit die in
der Integraldarstellung der Fourierkoeffizienten vorkommenden Summanden
Gnrs(M, Z) mittels solcher Argumente zu formulieren. Dies erreicht man
mittels Multiplikation der urspriinglichen symplektischen Argumente mit un-
imodularen Matrizen.
Damit diese unimodularen Faktoren mittels Substitution aus den zugehérigen
Integalen entfernt werden konnen, fafit man die symplektischen Klassen so
zusammen, dafl die entsprechenden Reihen der Funktionsterme ¢, . s(M, Z)
periodisch bzgl. des X-Anteils der oberen Siegelschen Halbebene sind. Die
gewihlte Zusammenfassung ist bestimmt durch den Rang k der linken un-
teren (n — r) x n symplektischen Untermatrix. Mittels der somit erhalte-
nen n —r + 1 Teilmengen M, des vollsténdigen Représentantensystems von
Ch\I';, konnen wir den Fourierkoeffizienten beschreiben durch:

Z Z Prrs (M, X + iY)e_2i”SP“T(TX)dX
k=0 Symn ([0,17) MEME

=l (T)Y)
dabei sind agf%s(T ,Y') die Fourierkoeffizienten der n — r + 1 verschiedenen
periodischen Teilfunktionen E, , x(Z,s) von E, .(Z,s). Uber diesen Umweg
fiihrt die genannte Interpretation von (33) zur sehr zentralen Reduktion der
Koeffizientenmatrix 7" in Satz 2.4.1, nach der alle Fourierkoeffizienten ver-
schwinden, wenn es keine Ahnlichkeitstransformation mit unimodularen Ma-
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trizen U gibt, so dafl T[U] eine linke obere r x r Nullmatrix hat. Somit kann
man wegen der iiblichen Transformationseigenschaften der Fourierkoeffizien-
ten sich sofort zuriickziehen auf all die Koeffizientenmatrizen mit einer linken
oberen r x r Nullmatrix.

Diese Reduktion fithrt bald zu der in Korollar 2.4.2 formulierten Erkenntnis,
daf man im Fall n—r < r 0.B.d.A. nur Koeffizientenmatrizen beriicksichtigt,
die abgesehen von der rechten unteren 2(n — r) x 2(n — r) Untermatrix nur
Nulleintrdge enthalten. Und selbst dieser nichtverschwindende Matrixanteil
weist noch einen maximalen isotropischen Bereich auf.

Zum AbschluB des zweiten Kapitels werden die Fourierkoeffizienten a'c (T,Y)
ermittelt; fiir die Nullmatrix T" ergibt sich eine Selbergsche Zetafunktion und
sonst die Nullfunktion.

Im dritten Kapitel verfolgen wir ausschlieflich die Beschreibung der Fourier-
koeffizienten a,(ﬁ{ o) (T,Y), also derjenigen Teilfunktion iiber die Nebenklassen
aus Cy,\I'y, in welchen die unteren linken n —r x n Teilmatrizen vom vollen
Rang sind. Als wichtiges Hilfsmittels dazu dient eine von Kitaoka[13] durch-
gefiihrte Zerlegung dieser Teilmenge des Représentantensystems von Cy, ,\I',.
Somit kénnen wir den Fourierkoeffizienten darstellen als die Summe iiber
eine Teilmenge eines Repréasentantensystems der Rechtsnebenklassen der n-
reihigen unimodularen Gruppe und ihrer Untergruppe mit Nulleintrigen auf
der linken unteren (n — r) x r Untermatrix. Jeder dieser Summanden ist
ein Produkt aus einem archimedischen und einem arithmetischen Anteil, die
jeweils von den Parametern n,s,r, Y und T abhédngen.

Der arithmetische Anteil hat eine komplizierte Form, welche fiir den Fall
r < n — 1 die weitere Berechnung sehr erschwert. Im Fall » = n — 1 ist der
arithmetische Anteil aber leicht zu errechnen.

Deshalb konzentrieren wir uns im abschlieBenden vierten Kapitel aus-
schliefllich auf die Funktion E,,_1(Z,s), welche neben der Vereinfachung
beziiglich des arithmetischen Anteiles auch nur in die Teilfunktionen E,, ,,_1 o(Z, s)
und B, ,—11(Z, s) zerfillt, deren Fourierkoeffizienten grundsétzlich bereits im
zweiten bzw. dritten Kapitel dargestellt wurden, welche dann aber noch hin-
sichtlich der erwiahnten Vereinfachungen préazisiert werden sollen.

Den Fourierkoeffizienten o, ,—1.5(0,,Y) erhédlt man sofort durch den Satz
4.1.2. Dieser ist im wesentlich aus der Summe zweier Epsteinscher Zetafunk-
tionen bestimmt. Man kann hierzu sofort die in (84) vorgestellte Funktional-
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gleichung angeben:
A(S)an,n—l,s(ona Y) = A(?’L - S)an,n—l,n—s(ona Y)

Bei den anderen Fourierkoefizienten beriicksichtigen wir insbesondere die
Tatsache, dal nur die T-Fourierkoeffizienten betrachtet werden, deren rechte
untere 2 x 2 Untermatrix ausschlieflich Nulleintrédge aufweisen, und daher
hochstens vom Rang 2 sind. Selbst auf der nicht vollsténdig verschwindenden
symmetrischen 2 x 2 Untermatrix von T ist in jedem zu betrachtenden Fall
der linke obere Eintrag gleich Null.

Insbesondere letztere Isotropiebedingung verhilft dazu, dafl wir die Summa-
tion iiber die entsprechende Teilmenge des unimodularen Rechtsklassensy-
stems fiir Koeffizientenmatrizen 7' mit Rg(T) # 0 als endlich bestimmen
konnen. Die Anzahl der Summanden entspricht dem Rang fiir 1 < Rg(T) <
2, jeder Summand ist im Wesentlichen durch eine konfluente hypergeome-
trische Funktion beschrieben. Die genauen Werte dieser Fourierkoeffizienten
sind wiedergegeben im Satz 4.6.1, der als das Hauptergebnis der Arbeit an-
gesehen werden kann.
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1.1 Bezeichnungen

Die Symbole N, Z, Q, R und C bezeichnen die Menge der natiirlichen, ganzen,
rationalen, reellen und komplexen Zahlen. Die Bezeichnung Ny steht fiir die
natiirlichen Zahlen einschliellich der Null.

Sind m,n € N und R ein kommutativer Ring mit Einselement, so bezeich-
ne M,, ,(R) den Ring der m-zeiligen und n-spaltigen Matrizen (falls n = m
auch kurz M,, (R)), O,(R) die Gruppe der orthogonalen Matrizen n-ten
Grades iiber R, Sym,,(R) die Menge der n x n symmetrischen und Sym,,(Z)*
der symmetrisch halbganzen Matrizen mit ganzzahligen Diagonalelementen.
Falls R ein Unterring von R ist, so bezeichnet Pos,(R) die Menge der n x n
symmetrisch positiv definiten Matrizen. Die allgemeine lineare Gruppe n-ten
Grades GL,(R) ist die multiplikative Gruppe der n x n Matrizen iiber den
Ring R, die invertierbar sind beziiglich des Ringes R.

Die quadratische Einheitsmatrix wird mit 1,, und die Nullmatrix mit 0,, ,,
(bzw. mit 0,, fiir n = m) symbolisiert. FE, bezeichne eine n x n Matrix de-
ren Eintrige alle 0, jedoch an der Gegendiagonalen, welche von der rechten
oberen bis zur linken unteren Ecke verlauft, vom Wert 1 sind.

Sei 0 < k < m und 0 < [ < n, dann definieren wir fiir eine beliebige
Menge F., n(R) € M n(R) bzw. Fii(R) C€ My (R) folgende Mengen:

fn},gk’l (R) :={F € Fun(R) | linke obere k x [ Untermatrix von F ist O}

FUG(R) = {( e ) | Fe f’”(R)}

Om—k1 Om—kn—i

Soll sich die genannte Nullmatrix bzw. das Element aus Fj ;(R) statt an
der linken oberen Ecke entweder an der oberen rechten oder an der unteren
linken oder aber rechten Position befinden, so verwenden wir statt 7 \_7”
entweder das Symbol 7 7, oder 7 /7 oder aber 7 N\, ”.

Wenn n = m oder k = [, kann man gewisse Vereinfachungen einfiihren, so
kiirzt man z.B. Symaw''(Z) ab durch Sym~9(Z). Genauso schreibt man
beim Vorhandensein einer Identitéit zwischen den durch ~\ und " bezeich-
neten Mengen (wie z.B. ]—"{”;;:l(R) = f;ﬁn"l(R)) einfach T (im gegebenen Fall
also ]—"?lm'” (R)). Bei analogen Identitéten lassen sich "\ und , durch «,
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oder / und *\, durch |, oder auch / und *\, durch — ersetzen.

Wollen wir fiir eine Matrix F' € F,, ,,(R) die k x{ linke obere Untermatrix
betrachten, so schreiben wir F\*!. Entsprechendes gilt fiir F/"%! <"l bzw.
FOEL Fiir | = nist FNR = P78 bzw, PORD = PNSELund wir schreiben
statt dessen F''* bzw. F''* was den oberen bzw. unteren k Zeilen der Matrix
F entspricht. Analog gilt fiir k = m, daB F\F! = PRl hgw, F7RL = kil
und wir statt dessen F*! bzw. F~! schreiben, um die linken bzw. rechten [
Spalten von F' zu bezeichnen.

Fiir eine beliebige Matrix M € M,, (R) sei:

€(M) — e—27ri5pur(M)

det(M) = || M|
Man definiert fiir z = (2y,...,2,) € C" die Potenzfunktion P, : Pos,(R) —
C durch P,(Y) = [ [[Y]].
j=1

Fiir eine halbganze symmetrische Matrix 7" = (t;;) mit ¢;,;, =

1<i,j<n

big v=J , definiere man den Inhalt von 7" durch:
21‘:2'7]' - 7£ ]

Z(T) = ggT (fzyj) mit 1 <17,57<n
also der grofite Zahl g € N mit éT wiederum halbganz.

Seien fiir die Indizies 7,5 € N mit 1 < i < j die Werte v; € N und A(7)
quadratische v; x v; Matrizen. Dann bezeichne:

diag(A(1), A(2)) == (fi(ly) (34(2))

und iterativ

diag (A(1),..., A(j)) = diag (diag (A(1),..., A(j — 1)), A(j))

Man schreibe N[U] := ‘UNU fiir eine n x m Matrix U und eine n x n
Matrix N, wobei ‘U die transponierte und U die konjugierte Matrix von U
sel.
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Ist U € GL,(7Z), so beschreibt N[U] eine Ahnlichkeitstransformation. Falls
S € Sym,(Z)*, so bildet S[z| fur alle n-dimensionalen Vektoren x eine qua-
dratische Form. Ein nichttrivialer Losungsvektor der Gleichung Sfz] = 0
heiBt isotrop. Da bei S € Sym %% (Z)* mit 1 < k < n alle Vektoren
x € (R™)1%1 isotrop sind, werden wir im Teilraum Sym\%(Z)* C Sym,,(Z)*
von den Isotropiebedingungen sprechen, wenn wir auf das Vorhandensein ei-
ner linken oberen Untermatrix 0, verweisen.

Folgende Menge ist als die Siegelsche obere Halbebene bekannt
H, ={X 4+ € M,(C)| X € Sym,(R),Y € Pos,(R)}

Wir bezeichnen durchgéngig fiir Z € H,, dessen Realteil mit X und dessen
Imaginérteil mit Y.

Fir J, = < L0,
zeichnet man Sp,(R) = {M € Ms,(R) | J[M] = J} als symplektische Grup-
pe. Jede Matrix aus M € Sp,(R) sei in vier nxn Untermatrizen A, B, C, D so
A B
C D
Unterscheidung auch die Bezeichnung Ay, By, Car, Dy, AuBerdem heife
[, = Spn(R) N My, (Z) Siegelsche Modulgruppe. Zur Siegelschen Modul-
gruppe definieren wir eine geeignete Untergruppe durch C, , = Fn/on’r’"“,
dabei gelte fiir n,r € N, dai n > r.
Die symplektische Gruppe Sp,(R) operiert vermoge

(falls n kontextuell ersichtlich, auch kurz J) be-

gegliedert, dafl M = ; gegebenenfalls verwende man zur besseren

M < Z >=(AZ+ B)(CZ+ D)™!

auf der Siegelschen oberen Halbebene H,.

Im folgenden sei r € N mit n > r beliebig (aber fixiert). Dann unterteilen

wir M,(R) 5 K = ( gl §2 ) in die Untermatrizen K, Ky, K3 bzw. Ky
3 Ry

mit den Dimensionen r X r,r X (n —r),(n —r) X r bazw. (n —7r) X (n — 7).

Wenn 2(n — r) < n, dann geben wir durch M, (R) 3 K = Ko Ky
K; K,

eine Einteilung in die Untermatrizen K, € M, _,(R), Kz € M,y 2(0—r)(R),
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Ks € My(n—r)2r—n(R) und K, € My (R).
Nach [13] ist auf
Ony = {M € Sp; ™77 (L) | det ((Car)a) # 0}
eine Aquivalenzrelation wie folgt definiert:
M~ N & (3g€ GLy_, (Z),S € Sym, (Z)) : gM'"™ ™" = N 4(0,_,.,,, C'"S)

Die kann man auch gruppentheoretisch definieren mittels

1, Sym,(Z
Cn,r\an7r/(0n 13 ())
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1.2 Wohldefiniertheit von E, (Z, s)

Auf dem Bereich H,, x {s € C | Re(s) > n+r+1} ist die Funktion E,, .(Z, s)
wohldefiniert, da die sie konstituierende Reihe zum einen unabhéingig vom
Reprisentantensystem von C,,,. \ I',, und zum anderen dort absolut konver-
gent ist.

Die Unabhéngigkeit ergibt sich sofort aus Formel (32) in Satz 2.1.6 und der

Tatsache, daB det ((Dg),)”>* = 1 (wegen K € Spr{o"”""”(R) mit (Dg), €
GL,_.(Z)).

Um die Konvergenz zu belegen, benttigen wir folgende zwei Fakten aus
(16, S. 33 ff.]:
Lemma 1.2.1 Man definiere fiirn € N und d € R mit d > 0:
B.(d) :={Z € H, | Spur(X?) <d 'Y >dl,}

Dann gibt es ein ¢ € R mit ¢ > 0, so daff (VZ € B,(d)) : (VM € Sp,(R)) :
(Vr <mn):

det(Im(M < Z >)1) | det(CyiZ + Dyy) 2>
> det(Im(M < il, >)1)e | det(iCyr + D) | (1)

Lemma 1.2.2 Firn+r+1 <k € N konvergiert folgende Reihe absolut:

> det(Im(M < Z >)1)72 | det(CyrZ + Do) | 7" (2)
M:Cn,r\rn

Satz 1.2.3 Sei s € C mit Re(5) > n+1r+1, wobei n > r > 1 fir n und r
aus N. Dann konvergiert die Reihe

1
det (Im (2)) *)xE,,(Z,s) = >
(det (Im (Z))") x By (2, ) M:CZ\F det(Im(M < Z >)1)? | det(CvZ + D) |°

absolut gleichmdf$ig auf jedem Vertikalstreifen B, (d) positiver Mindesthohe
deRT.

Bew.: Von den beiden oben angefiihrten Lemmas belegt das erste, dafl diese
Reihe beschrénkt wird durch den Fall Z = i. Das zweite hingegen belegt die
Konvergenz fiir den Fall Re(5) > n +r + 1.

q.e.d.
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Anmerkung 1.2.4 Die Reihe E,,(Z,s) konvergiert demnach fiir Re(5) >
n+r+ 1 absolut gleichmdfig in Bereichen der Form:

B, (d) N{X +1iY =Z € H, | det(Y) beschrinkt}

Da wir spdter aufgrund der Periodizitat von E, ,.(Z,s) dessen Fourierent-
wicklung nur beziglich fixiertem Im(Z) betrachten, reicht diese Konvergenz
von E, .(Z,s) villig aus.
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1.3 Ein Teilorbit T[U]| zur Erhaltung der speziellen Iso-
tropiebedingungen

Im vorliegenden Abschnitt sei fiir n—r < r die Matrix 7' € S ym O (Z)* belie-

big fixiert. Es sollen die Ahnlichkeitstransformationen 7[U] mit U € GL,(Z)

untersucht werden, welche die Isotropiebedingungen erhalten, d.h. fiir die

auch T|U] € SymOr(Z)* ist.

Man sieht sofort, dafl bei beliebigem T' € Sym " (Z)* fiir jedes U € GLY 0”’”(Z)

gilt

OT tU1T2U4 ) (3>

T[U] = ( tU4 tTgUl *

Also ist jede dieser Bahnen in Sym % (Z)*. Die Erhaltung der Isotropiebe-
dingungen von T ist somit eine Eigenschaft, welche entweder fiir alle oder
aber fiir keinen Repréisentanten einer Nebenklasse GL,,(Z)/ GLy (Z) gilt.
Fiir diejenige Nebenklassen, welche die Isotropiebedingung erhalten, suchen
wir einen moglichst angenehmen Représentanten. Dabei suchen wir eine
einfache Form sowohl des Vertreters U selbst als auch der Ahnlichkeitstrans-
formation T'[U]. Solche einfache Formen sollen in der folgendenen Definition
vorgestellt werden.

Definition 1.3.1 Fir k € {1,...,n} sei die Menge
n.={M € M,(Z) | M“* ist obere Dreiecksmatriz} (4)

Jedes U € 'HJ hat somit die Form:

(n—k)xk (n—k)x (n—k)
e e\
* *
v=| (5)
o .
oo

kxk kx(n—k)
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Zu einem gegebenen T € Sym 0 (Z)* suche man ein geeignetes U € GL,(Z)
um folgende Standardform zu erhalten:

O2r—n, O2r—n,2(n—r)
T[U] = (6)
0 ( Onr  (TUD *)
2(n—r),2r—n (T[U})W/'rlfr (T[U})W\"nfr

D.h. es gibt ein (T[U]), € Sym}ﬁ’;; (Z)* mit T|U] = diag (O2r—n, (T[U])).
Es gilt offensichtlich folgendes Lemma:

Lemma 1.3.2 Sei fiir gegebenesn —r < r ein V € GLs_n(Z), so gilt fir
jedes T, € Symisz;;(Z)*:

diag(0gy_p, TV)[diag(f/, Log—r))] = diag(02,—pn, T%) (7)

Satz 1.3.3 Sei T € Sym " (Z)* undV € GL,(Z) mit T[V] € Sym (Z)*.
Dann gibt es ein W € VGL,{O”’”(Z) mit:

W eHs_, (8)
T[W] wird durch (6) dargestellt. 9)

Bew.: Man sieht anhand von (3) sofort, daff durch geeignete Wahl von
U € GL.(Z) wnd Uy, € GL,_.(Z) man zu jedem T € Sym " (Z)* ein
U e GLY On=rr(7) findet, so daff T [U] in der Standardform (6) vorliegt.
Somit gibt es ein geeignetes U € GLY 0”’”(2), so daf:
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(TV]) [U] =T] VU | € Sym (Z)* anch in der Form (6)
S—— ~—~

eSym, ' (2)* —Wevary o (2)

vorliegt.

Fiir beliebiges V € G Lo, ,(Z) ist diag(V, 1an_r)) € GLy (Z) und somit
Wdiag(V, Log—ry) = W € VGLn/O”’T’T(Z). Wegen (7) liegt auch T'[W] in
der Form (6) vor.

Gemif [28, S.15] kann man nun aber V so withlen, daB W € H2,. .
q.e.d.

Definition 1.3.4 Sind T' € Sym " (Z)* und N ein vollstindiges Reprisen-
tantensystem von GLn(Z)/GLy{O”’”(Z), so definieren wir:

N(T) :={V e N|T[V] € Sym " (Z)*} (10)

Um Zweifel beziiglich der vorliegenden Dimensionen auszurdumen, kann man
auch N, (T') schreiben.

Wegen Satz 1.3.3 werden wir in Zukunft 0.B.d.A. davon ausgehen, daf jedes
V € N(T) die Eigenschaften (8) und (9) hat.
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1.4 Eine Determinantenmatrix und ihr Bezug zur Po-

tenzfunktion
Sei A = (ai’j)jiee{{lly,‘:;,lm}} € M;,(C) und I,m,p,q € N, mit [ > p und m > q.
o Qi o iy
Wir definieren nun folgende Untermatrix: A{;i;’;} =
Qip.jy " Qip,jg

Fiir beliebige p,q € {1,...,n} bezeichne (A), = diejenige Matrix, welche aus
A durch die Streichung der p-ten Zeile und g-ten Spalte entsteht. Bei itera-
tiver Anwendung dieses Streichprozesses referiert man auf die Zeilen- bzw.
Spaltennummer der urspriinglichen Matrix!

Gemaf [11, S.39] gilt:

Lemma 1.4.1 Sindn,p € N mitn > p, A = (a;;) iepr..s € GLy, (C) und

je{1,..., m}

{’il, ce ,ip,il, ce ain—p} = {jl, ce ,jp,jl, .. .jn_p} = {1, ceey n}, SO ngt
. Eweir) (det (A{7ir})
R AT/ <V*1 10—
det [ A7Y{ 7 0? ) = (-1 . ?
( {.]17--'7.]77} ( ) det(A)
Korollar 1.4.2

det (A‘W(O""‘T)]) = - <A[(O”i”')]> (11)

- det (A)

(12)

AL = [ [ Dt | = [ A | | A

|(..),....,

Bew.: ad (11): Da hier {i,...,5.} = {J1,.--,Jr} = {1,...,r} gilt, ist
i iy+juv

p
> (i, + ju) eine gerade Zahl und somit (—1) = 1.
=1

ad (12): Essei A1 = A = (Gij) < j<n SO erhdlt man mittels zweifachen

Anwendung von [11, S.39]: o
4),.,) ATt =

(),

Ap—1,n—-1 An—1n

Apn—1 Anp.n
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det (A) det ((4),,,._,) det (4) det ((4),.,,)
det (fl) det <(A)n,n—1) det (fl) det ((A)nn)
det ((A)n_lm_l) det ((A)n—l,n>

_la 2 (A)n—1,n—1 (v>n—1,n _ -2

= Al s e = v (s et (14),,,)
<(11A]17) et (A)n—1,n—1 det (A)n—l,n

= <(A)n’">n_1,n_1 Al = det<<(A)n’n1)> det(<(V)n7n>>

:|| (A)n,n || ||(A)n71,n71 || - || (A)n—l,n || || (A)n,nfl ||

Definition 1.4.3 FirY € Pos,(R) und 1 < m < n definiere man induktiv
die Matriz'Y (m) durch:
V(1) = (y(l)i,jhgm’gn =Y
und
Y(]{Z -+ 1) = (y(l{? + 1>ivj>1§i,j§n =
_ YR kry (k)i —y(k)iky(R)e; = 4,5 €{k+1,...,n}
0 : sonst

Anmerkung 1.4.4 Alle oben definierten Matrizen Y (m) bleiben symme-
trisch und das jeweilige Y (m) "= bn=m+1 Gst positiv definit. Es ist sofort
ersichtlich, daf$ fiir ¢ € C folgender Bezug zur Potenzfunktion besteht:

y(W)1a = Py, 0,Y(D) und y(L)%, = Po. (Y1) (13)

(n—1)x0 (n—1)x0

Y@ = Ponp. ... 0V (1) wnd y(2)a = P,V (14)
~—— ——

(n—2)x0 (n—2)x0

Lemma 1.4.5 Fir die unter 1.4.3 definierte Matrizen Y (k + 1) mit k €
{1,...,n =1} und i,j > k gilt:

y(1)1 .
Nksk : - gk—1-1
Yk + 1)y = e TN as)
Y(Di =1
y(l)]l y(l)Jk y(l)”
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Bew.: Durch Induktion iiber k.

(I) k=1:
vy y(Wa |
” =y(1), ly(l) y(1)1,iy(1)J,1—‘ y(1)i; y(1)ja N
H \11 y(1)1, 201
y(1);1
Annahmen

Dle Behauptung sei wahr fiir beliebiges, aber festes k € {1,...,n — 1}.
() k — & + 1:

y(k+1)+1)i; =y(k+2);; =

= y(k + Drprpnry(kE + )iy — y(k + Dgpray(k + 1) 5041

II
Yk + Drgrprry(k+ 1) —y(k + 1igsry(k+ Dpgry w

k_—ll Hy(l)\u“gkﬂf; o

v(1) symmetrisch

Y(1)1 541 y(1)1,
V(1) : V(1) :
Y(1)k k41 Y(1)k,i
Y(Drr11 - Y(Drrrr Y(Drsips y(Vja oy y(1)).
y(l)l,i y(l)l,k+1
B Y (1)NF : Y (1)k :
Y(Di Y(D)r s
Y(Drv11 - Y(Drrre YD)kt y(Djn o vy y(1)jkm
y(1)1,
_ Y (1) Nk Lk : 1)k ot —
y(1);1 y(Wje  y(1);,
y(1)1,
B Y (1) Nk Lk : . P
- i o
y(l)]l y(l)Jk y(l)jl

q.e.d.

Korollar 1.4.6 Bezeichne Vi, diejenige Matriz, welche als Linksmultiplika-

tor die Vertauschung der Spalten | und m verursacht. SeienY (1) € Pos,(R),q €
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C,ke{3,....,n} undi,j > k, so gelten:

y(k)ig=Lo,...,010,...,0VisY ViR) Pgp—s 90 o (Y(1))(16)

(k—1)x0 (n—k)x0 (kiz)xzk72fspaltenr. (n4+2—k)x0

y(k)i; = Fo,...,040,....00VieY (Vi) B -5y

(k—1)x0 (n—k)x0

w1 g, D7)

~
(k—2)x2(k—2=Spaltenr.)-q (n+2—k)x0

g ey

Und somit gilt insbesondere fiir k =i = j:

y(k)pr = P( k=3 90 010, 0)(Y(1)) (18)
(k—2) x 2k—2—Spaltenr.) (n—k)x0
y(k)z,k = P( 2(1@‘—3)'(17 o 20-q 0.40,...,0) (Y(l)) (19)
(k72)><2(k72‘:5paltenru)-q (n—k)x0

Bew.: (16) A (17) folgt aus (15), wenn man beachtet, daf:

y(1)1
Y (1) Nk=Lk=t f . | | |
y(1)g - H(‘/],ky(l)‘/;k)\k kH

y(Wjn - yW)je y(1)iy

Fiir den Spezialfall £ =7 = j beleibt nur zu beachten, dafl Vj , = 1,, und fiir
die Potenzfunktion gilt: P, (Y (1))Ps(Y (1)) = P,ys(Y (1))Ve, 8 € C.
q.e.d.
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2 Fourierkoeffizienten von F, ,(Z, s)

Sei I eine Indexmenge und {M; | i € I} ein Représentantensystem von
Chr \ I'n. Dann ist fiir jedes beliebig fixierte N € T',, auch {M;N | i € I}
dessen Reprisentantensystem. Daher gilt fiir beliebig fixiertes N € I',, auch:

E..(N<Z>3s)= Y det(Im(M<N<Z>>)) _
MeCpn,»\I'n dd(Im((M<N<Z>>))[(Onljlr,r)})

S

det(Im(MN<Z>))

S -
MECn,T'\F" det (_[m ( (MN<Z>) ) [(Onljr r)})

=M

= det(Im(M<2>)) S =E,.(Z,s

n—r,r

Die Funktion E, ,.(Z, s) hat somit die Eigenschaft:
Eur(N < Z>,8) = En,(Z,5) (20)

und ist insbesondere eine automorphe Form mit Gewicht 0 bzgl. I' := Sp,(Z).
Nun ist (01’:1“1) e I, fiir jedes S € Sym,,(Z), somit ist:
Eni(Z,8) =B, (") < Z >,8) = Eo(Z+ S, ).

On 1n

Also gilt
(VS € Symn(Z)) : B .(Z + S,8) = E,.(Z,s) (21)

und die bzgl. jedem S € Sym,,(Z) periodische Funktion E, .(Z, s) hat eine
Fourierentwicklung:

E,.(X +1iY,s) = Z (T, Y )2iSPur(TX)

TeSymn(Z)*

Also gilt fir U € GL,(Z):
E,.(X+1iY)[U],s) = > G Y[U])e2i7TSpur(TX[U]) _
—z TeSymn(Z)*
= Y (T, Y[U])e2mopur(TIUIX) —
TeSymn(Z)*
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—{1: t ad . T
T T:T[ U] Z anms(T[tU—l]’Y[U]>€2z7r5pur(TX) —
TeSymn (Z)*

En,r(Z[U],8)=En,r(Z,s) Z Qo S(T Y)e2i7rSpur(TX)
TeSymn (Z)* v

Daraus folgt also:
s (T,Y) = s (T['UT, YU)) (22)

Fir ¢, 1 Spn(R) x H,, — C definiert durch:

det (Im (M < Z >))
det (Im (M < Z>)) [(,)")))

Onfnr

Onrs (M, Z) =

und ein Repréasentantensystem £ von C,,, \ I',, ist

En,r(Z> S) = Z ¢"7T75 (M’ Z)

MeLl

Dessen Fourierkoeffizienten

an,r,s(Ty Y) = / En,r(llf + Z}/, S)E(TX)dX =

Symy ([0,1])

— > Gnrs (M, 2z +1Y) e(TX)dX
Symn(0,1]) MEE

sind somit abhéngig sowohl von der Funktion ¢, , s (M, Z), welche im néchsten
Abschnitt genauer untersucht wird, als auch vom (daran anschliefend zu be-
trachtenden) Integral

s (M, X +iY) e(TX)dX
Syma([0,1])

Anschliefend soll die Funktion E,, ,(Z, s) beziiglich einer speziellen Untertei-
lung von £ in n — r + 1 aufgespalten werden in Teilfunktionen E,, x(Z, s)
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mit 0 < k < n — r, welche selbst in Fourierreihen mit den Koeffizienten
anlfr,S(T, Y') entwickelbar sind. Es werden dann folgende Relationen gelten:

an,ns(Ta Y) = Z O‘nﬁ)‘,s(T> Y)

0<k<n-—r

Somit werden wir die zwei wesentlichen Aussagen dieses Kapitel beziiglich
der Fourierkoeffizienten «, . s(7',Y") formulieren kénnen:

Als erstes Satz 2.4.1, nach dem fiir n — r < r die Koeffizienten an,r,S(T, Y)
gleich Null sind fiir alle Koeffizientenmatrizen T', welche sich nicht mittels
einer unimodularen Ahnlichkeitstransformation in den Raum Sym~Or(Z)*
iiberfithren lassen.

Zum zweiten die Formel (51), nach der fiir alle Koeffizientenmatrizen 7" die
zur Teilfunktion E,,((Z,s) gehorigen Fourierkoeflizienten o) (T, Y) be-
rechnet werden; diese sind im Fall 7' = 0,, Selbergsche Zetafunktionen und
sonst Nullfunktionen.

Die Teil-Fourierkoeffizienten a,gfl,s(T, Y) fiir 1 <k < n—r sind bisher nur
unzureichend beschrieben. Wir werden im darauf folgenden Kapitel den Wert
agf; s )(T, Y') genauer untersuchen, wodurch natiirlich der Gesamtkoeffizient

pn-1s(T,Y) bereits ermittelt wére.
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2.1 Die Umformung von ¢, (M, Z)

Lemma 2.1.1

(VM € Spu(R)) : (VZ € H,) ¢ bprs (M, Z) = det (Im (M < Z>)"! KO{:_‘:)D_S(%)

Bew.: ¢ (M Z) _ det(Im(M<Z>)) Im(M<:Z>)>0
n,r,s ) det(Im(M<Z>)|:(01r,7‘ )

n—r,r

—S

det| Im(M<Z>) (ii:r) (11) _ - —s
= ( ( det(Im(M<{ZO>)), D) = det (Im (M <Z>)" [(017:1)]) :

q.e.d.

Nun gilt gemaf [10, S.26]:
Lemma 2.1.2
(VM € Spu(R)) : (VX +4Y = Z € H,,)) : Im (M < Z >) =Y [(CuZ + D)~ '](24)
Korollar 2.1.3
(VM € Spu(R)) : (VZ € Hy) : (Im(M < Z >))" =Y '[" (CuZ + D) (25)

Bew.: M € Sp,(R), X +iY =1 Z € H,, = Im (M < Z >) und Y invertier-
bar. Und somit gilt auch:

-1

(Im (M < Z )" 2 (v [(CuZ +Dy) ™)) =Y '[* (CuZ + Dar)]

q.e.d.

Satz 2.1.4 : Ist M € Sp,(R) und X + Y =: Z € H,,, so gilt:

Gnrs (M, Z) = det <(Y—1 [ X'Cy+ "Dy +Y ["Cu)) Kol"‘)D_ (26)

Bew.: Y ! [t (CMZ + DM):| =
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= (CuXY ' +iCy + DyY ") (X 'Cryp =Y 'Cyy + 'Dy) =

J

~~

€S gllt iCpr tDpyr—iDpyp tCMq+iCy X tCN—iCy XY —1Y tCp =0
=Y-! [t (CMX)]+CMXY_1tDM+DMY_1XtCM+Y_1 [tDM]—}—Y[tCM] =
=Y! [X tCM + tDM] +Y [tCM]

= G (M, 2) 2 det (v [ (@ Z T D)) [(50)))

17L*7"

= det (V71X Cr + "Daf] + Y [1Cu)) (7)) -

1n77‘
q.e.d.

Lemma 2.1.5 Sind L,M € Sp,(R), U € GL,(R), X € Sym, (R) und
Z € H,, so gilt:

¢n,r,s (ML, Z) = ¢n,r,s (M7 L<Z >) (27>
o, B
e (M(y ) 2) = e (01,210 (28)
tU o, o, .
e ( (o )10:2) = b ( (o )oitmOar < 22)) - (29)
bors (M (01" * ) , Z) — s (M, Z + X) (30)

Bew.: ad (27)

:A{<5§Z>> s
det([m,((ML) < Z >)‘>
L<Z>=:WeH,
det (Im((ML)<Z>) {(oni’;,r)D R

¢n,7’,s (MLa Z) =
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_ det(Im(M<W>)) = Gprs (M W) = s (ML < Z >).
det([m(M<W>) |:(0 r T) )

q.e.d. o
ad (28):

‘o, ‘o,
o |30 (70 2| a0 (20 < 2| -
-

0, U1
€Spn(R) ZEF[U]
= ¢n,r,s (M, Z[U]) qed
ad (29):
oo (102) o (s 22) -
n,r,s On Ufl 9 n,r,s On U71 9
=:Zpy €ty
(20

2 det((Im(Zy) [ ORe(Zat) + U] + Im(Za)[0])a)~* =
= det((Im(Zy)) 7' ['U')a) ™ = det((Im(Z)[U])71)a) ™

L G | Lo 1m(Za) [U] | = s ((o52) iIm(M < Z >)).

=iIm(M<Z>)
q.e.d.

ad (30): Es ist (ézfi) € Spn(R) und es gilt:

1, X
Ons (M(1),2) & s | M. (0 X ) <25 | = bups (M, 2+ X).

- -

'

=Z+X
q.e.d.

q.e.d.
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Satz 2.1.6 Seien K € Spn/on’“”“(]R), M € Sp,(R), N € Spn/on’”(]R),
R e Sym%r(R) und Z € H,,. Dann gelten folgende Transformationsregeln:

¢n,r,s (K, Z) = det ((DK)4)_2S (bn,r,s (12n7 Z) (31>
Gnrs (KM, Z) = det (D)) ™™ Gnrs (M, Z) (32)
Onrs(N,Z+R) = ¢nrs(N,Z) (33)

(VP € on,) : (HL e Spy (R)” 0)  Gnps (P, Z) = det (Cp) ) bpns (L. Z) A
Lln—r = (On—r,ra 1n—r7 (CP);I (DP>3 ) (CP>21 (DP)4)(34>
Bew.: ad (31)

(26

1) G (Lon, Z) 2 det ((Y—l [X 10, + 1)) + Y [0,]) [(Or,n—r)} ) -

17L*7"

= det (V! [(Or»w)})_s — det (Y™1),)". qeed.

ln—r

ii) Gn.rs (K, Z) (26) det ((Y—l (X 'Cx + 'Dg] + Y [1Cx]) [(Or,n—rﬂ)_s _

17L*7"

= det (Y [XC ) + D) | Y [ (Gr)]) =

ln—r

tCK<0nnfr):0mn7T

= det (Y—l [tDK (O””)} ) -

ln—r

t Opn—r)_ Opn—r
DK( 1y p )_(t(DK)

)
= det ((Dk), (Y_1)4 ! (DK)4)_S =
= det (Dk),) " det (Y™1),) " det (" (Dx),) " =
= det ((DK)4)_2S det ((Y_1)4)_8

) Aid)

=’ Beh.
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ad (32)

s (KM, 2) E 6 | KoM <25 | D
- - =:WeH

— det (D))" bnrs (Lo, M < Z ) E det (D)) dnrs (M, Z).
—_——

—IVK€ECy,»
q.e.d.

ad (33)

o 1n R . AN BN
(bn,r,s (Nv Z+ R) - ¢"7T’S(N(0n17l)7 Z) a (bn,r,s (( CN Dy ) ’ Z)

mit ANR + BN = BN und
R (CN)l (CN)Q Rl Or,n—r
DN T ( On—r,r (CN)4 On_y«ﬂ« On—r + DN

_( (Dx), +(Cx), R (D),
( )

(DN)g (DN)4
Es gilt:
_ An By _
¢n,r,s (N7 Z _'_ R) - ¢n,r,s << CN DN ) 9 Z) -
(2

_) det ((Y—l [X tCN + tDN] +Y [tCN]) [(Or,nﬂn)]>_s =

1n77‘

= det (Y [X On () + D ()] + Y [ren (G )]) =

ln—r

1 1,

o= ’ Onrs (N, Z). qed.

tDN (Or,nfr):tDN (Or’;nifr)/\(26)

ad (34)
Wegen P € o0, ist (Cp), € GL,—, (R) und daher auch

1 (o
F= " o) € GL, (R
( On—r,r (CP)4 ) ( )



2 FOURIERKOEFFIZIENTEN VON Ey g(Z, S)

'Foo0,

Somit haben wir P := < 0, P!

) ,L == PP € Sp, (R) und
P e Spr " (R).

Es gilt also:

—2s

27

Snrs (P, Z) = brs (P-l PP,Z> D det | (Dp-1)y | b (L, Z)
~ ——

=L :(CP)4

Aus:

Lin—r — pln—rp _

= (On—rmtr: (CP)) ™) P=(Cp);" (Onrs, (Cp)y, (Dp)y, (Dp),) =
= (On—r,ru 1n—7"7 (C’P);1 (DP>3 ’ (CP)ZI (DP>4)

folgt sofort die Behauptung.
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2.2 Transformationsformeln des Integrals iiber ¢, s(M, Z)

In diesem Abschnitt seien jeweils U € GL, (Z), T € Sym,(Z)* und Y €
Pos,(R) beliebig vorgegeben.

Definition 2.2.1 Fiir M € Sp,(R) und den Integrationsbereich B C Sym,(R)
definiere man:

. AN *
o= { | L RESm (35)
Is(M,T,Y) / Gons (M, X +iY) e(TX)dX (36)
B

Wir definieren rein formal fir festes M C Sp,(R) eine im allgemeinen
nicht-konvergierende Reihe:

(I)n,r,s;M(Z) = Z ¢n,r,s(M> Z) (37)
MeM

Anmerkung 2.2.2 Sei nun M C Sp,(R) geeignet gewdihlt, so daf§ @, , s 11(Z)
eine absolut konvergente und wohldefinierte Funktion von H,, auf C bildet,
welche als Funktion des Realteils von Z = X + 1Y periodisch beziiglich
Symy,(Z) ist.

Dann hat ®,,, 5. m(Z) eine Fourierentwicklung mit den Koeffizienten:

b rs (T, V) = / By ropt(X + Y )e(TX)dX (39)

Symn ((0,1])

Lemma 2.2.3 Fir N € Spg " (R) gult:

Isyma(oapy (V. T, Y) = 8 0, (T) g, 00 0.y (V. T2 Y) (39)
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Bew.: Isym,01)(N,T,Y) = [ prs (N, X +Y)e(TX)dX =
Syman ([0,1])

| , T\ [ X1 X
- I (g ) e (o) (3 4655 -

Syma((0,1) g

-~

=e(tix0e((17,7) (5%,2,))

- / e(Tle)Xm X

Sym,([0,1])

S

=5\:):(T)
x [ s (N,(t%QQX;4)+z‘Y) (2 ) (5%2))dXad X, =
Symn—r([0,1]) [0,1]7 > (»—7)

- 5\07-(T)Isym}0r([o,1]) (N, T,Y).

q.e.d.

Lemma 2.2.4 Fir S € Sym,(Z) und N € Spy O (R) gilt:

1,5
Lsyma(10,1]) <N <On 1n) T, Y) = 00, (T)[Sym\of.([o’l])_i_( Or Sg )(N, T,Y) (40)

" tSy Sy

Bew.: Es gilt Cy = C( 1.5y, also auch N (") ¢ Spn/o"*” R).
Noris) 0n 1n

On 1In

1,8 (39) LS
ISym"l([Ole N <O 1 ) ’ T’ Y = 6\07'(T)ISym,'}OT([OJD(N(On 1n) 3 T) U) ==

espy o (R)
=00 (1) [ s (N (o), X + iY) e(TX)dX =

Symp "7 ([0,1])

=60.(T) [ s (N X+S5+iY)e(TX)dX =
Symn """ ([0,1])

Do) [ burs (N X+ (52) + z’Y) e(TX)dX =

Sym 27 ([0,1])
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. 0, S
= o~o,(T) i Gnrs (N, X +1Y) e(T(X — (tS ; ))) dX =
Symp " (0.1)+( 52 ) \ P20
=e(TX)e(T( 3;25524)):6@)()
= N0 gy o (7,52 ) (N T Y-

q.e.d.

Bei den folgenden Beweisen, wird mittels (*) darauf verwiesen, daf

/ p(X + iV )e(TX)dX = / p(X + Y )e(TX)dX

gilt fiir die periodische Funktion p auf ihren Fundamentalbereichen F; und
Fa.

Lemma 2.2.5 M C Sp,(R) erfiille die Rahmenbedingungen zu (38). Dann
gilt fir T['U™Y] € Sym,(Z)*:

tuo, _
Z ISymn([O,l}) <M<O U_1>aT> Y) = Z [Symn([o,l])(M,T[tU 1]>Y[U])(41)

MeM MeM

Bew.: Wir zeigen zuerst, dal Y Isym, (o1 (M, T[ U], Y[U]) wohldefi-
MeM

niert ist:

brsm(TUTNYU) = [ @ppsm(X + Y [U)e(T['UX)dX =

Sym([0,1])
= > Isymaoan(M, T['U, YU)).
MeM

Nun gilt: > Igymn([o,u)(M,T[tU_l]aY[U]) =
MeM

= ¥ Ik Onr.s (M,X—l—z'Y[U])e(T[tU—l]X) dX =
MeM Symy ([0,1]) —_—
=e(TX[U-1])

= [ Y s (M, X +iY[U])e(TX[UT])dX =
Symn ([0,1]) MeEM
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= J S" s (M, X[U] +iY[U)) e (TX) dX =
(Symn ([0,1)[U] prem

-~

:q)n,r',s;M(Z[UD

Y @ em(Z0])e (TX)dX =

Symn ([0,1])

= f Z ¢n,r,s(M,Z[U])€(TX)dX:
Symn ([0,1]) MeM

= ] G (M), Z) e (TX) dX =
(

Symn([0,1]) MEM

. Gurs (M(,00), ) (TX)dX =
MGMSymn ([0,1])

= 2. Lsymao) (M (o, 0)- T Y)
MeM

q.e.d.

Satz 2.2.6 Sei X + 1Y =: Z € H,, und fir M C Sp,(R) konvergiere die in
(37) definierte Funktion ®, , < (Z) absolut gleichmdfig. Zudem gelte, dafs
auch folgende Reihe absolut gleichmdflig konvergent sei:

> ( f D, s m(ZIU] + S)e (TX)dX
SeSymor (z) \Symn([0,1])
Dann ist:

L,S\/'U 0
I N " )L TY
St (M) () my)

SESymn\OT (Z) NeM

= 00, (TIUT) Y Ignor gy (N, TLUT, YUY (42)
NeM

Bew.: Zum einen ist: > ( [ Pursm(Z[U]+ S)e (TX) dX) =
S

SGSym\OT( Z) ymn ([0,1])

= X ( /Y ¢n,r,s(N,Z[U]+S)e(TX)dX>:

SESym\OT( Z) ymn ([0,1]) NeM
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= X Z( / ¢n,r,s(N,Z[U]+S)e(TX)dX>:

SeSymnr (z) NeEM \Sym, ([0,1])

- m m (e (5D 2) i) -

SeSyrn}OT (2) NeM ymn([0,1])

= X >~ Lsyma o) (N (o) (0. T, Y) :

SeSympOr (z) NeM

Zum anderen gilt: > < | Pursm(ZIU]+ S)e(TX) dX) =
S

SeSymn T (z) ymn([0,1])

= X / (I)n,r,s;M((X[U]+S)+iY[U])e(TX)dX>:

SeSympor (z) \Symn([0,1])

= > f <I>n7T7S;M((X+S)+iY[U])e(TX[U‘1])dX =
SeSymnCr(z) \ (Symn([0,1))[U] m

DS < / ¢>n,r,s;M<(X+S)+z‘Y[U])e(T[tU‘1]X)dX)=
S

SeSymnpr (Z) ymn([0,1])

= X ( J Z¢n,r,s(N,(X+S)+iY[U])€(T[tU‘1]X)dX>
() \S

SGSym}OT' ymn ([0,1]) NeM

= > (s i > ngn,,,,S(N(Ol:li),X+iY[U])e(T[tU‘1]X) dX) =

SeSyrn}OT (z) ymy, ([0,1]) NeM

= X Tsmaon (Vo) YIULTI'UTY) =

Se Sym}of' (z) NeM

= X o (TT'U gm0 qo s (N YULTIUT) =

SeSympOr (z)

= 5\OT(T[ tU_l])[Symn\Or (]R)[ (N7 Y[U]7 T[ tU_l])
q.e.d.
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2.3 Das Repriasentantensystem £ von C,,\I',

Definition 2.3.1 GL,_.(Z) operiere mittels Linksmultiplikation auf M,,_, ,(Z)
und es sei C ein vollstandiges Reprdsentantensystem von G Ly, (Z)\ My (Z).
Fiir ein fiviertes CI"=" € C definiere man:

Lown—r ={Cn,L €C,\I'y| BN € C,,): Cy " =i}

Somit ist Loin—r ein System von disjunkten Nebenklassen aus C, . \I'y.

Offensichtlich ist |J Loin—r = Cpp\.
cin—reC

Lemma 2.3.2 Sei C'"" € C beliebig fiziert. Dann erfiillt die Menge der
Reprdsentanten aus Loin—r die zur Formel (38) notwendigen Voraussetzun-
gen.

Bew.: Die Konvergenzbedingungen sind bereits fiir E, ,(Z,s) erfiillt, und
somit auch fiir deren Teilreihe @, 5.2, . (Z). Man muf also nur die Peri-
odizitat belegen.

Mittels der Transformationseigenschaft (30) der zugrundeliegenden Funktion
Gnrs(M, Z) kann man die Periodizitdt von P 5L s (Z) bereits erreichen,
wenn zu jedem Paar inkongruenter Elemente N, M € Lqin-+ fiir beliebiges
S € Sym,(Z) sowohl N(O{:‘i) = N,M(Olsli) = M € L als auch N
inkongruent zu M ist. Die erste Bedingung ist trivial weil

n—r _ ~ln—r _ ~ln—r __ ~ln—r

Die zweite Bedingung ergibt sich wie folgt.
(Cy " =0")= (Ag € GL,_,.(Z)): D" =gDy;"

Nun gilt aber: D" = C{*"S + Dy~ und D™ = C;77" S + D™’
N——

_ln—r
_CN

Annahme: Es gibe g € GL,(Z) mit N = gM.

__ln—r
=Cy
In—r_ ~|ln—1r ln—r_ nln—r
CN _CM D-""=D

: —_
=" g=l., " =" CyTS+Dy T =0 S+DyT
= Dy "= Dy"". Widerspruch zu (Bg € GLn,(Z)) : Dy~" = gDy

Also sind auch N und M inkongruent. q.e.d.
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Damit wire aber die Voraussetzung zur Formel (38) auch beziiglich jedem
M:= |J Lgin—r mit C C C gegeben.
Cln-rel
Wenn wir folgende Mengen zusammenfassen:

Mk - U ;Ccin—r

cln-rec
Rg(Cln—m)=k

Dann lassen sie sich wegen der Invarianz des Ranges unter der Operation von
GL,_,(Z) auf M,,_, ,,(Z) auch einfacher schreiben als:

My ={M € C,,\T', | Rg(C\s*"") = k} (43)
Offensichtlich ist
.
k=0
eine disjunkte Vereinigung zu einem vollsténdigen Représentantensystem von
Crr \ T

Definition 2.3.3 Man definiere fir 0 < k < n — r die periodischen Funk-
tionen
E, i H, x{seC]| Re(s) >0} - C

durch
En,r,k(Z> S) = Z ¢n,r,s(M7 Z) = (I)n,r,s;Mk(Z)
MeMy
mit den Fourierkoeffizienten
a® (T = / Epp (X 44V, ) e (TX)dX (44)

XeSymn([0,1])

Falls die festen Werte von n,r,s und Y zweideutig erscheinen sollten, so
kann man statt o™ (T) auch die vollstindige Form ok, (T,Y) oder eine
sinnvolle Verkiirzung wie o™ (T,Y) schreiben.

Die Fourierentwicklung lautet nun:

Bk (X +1iY,s) = Z k) (T) 2miSpur(TX) (45)
TeSymn(Z)*
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Anmerkung 2.3.4 Die Funktionen E, ,.;(Z, s) sind offenbar Teilreihen von
E, . (Z,s) mit der Eigenschaft:

anS ZEnrkZS (46)
und
a(T) = nifa(k) (T) (47)

fiir die Fourierkoeffizienten o (T') := ap s (T,Y) von E, .

Lemma 2.3.5 Firallek €{0,...,n—r}, Y € Pos, (R),V € GL, (Z) und
T € Sym,, (Z)* gilt:

(T['v].Y) (48)
Bew: all,(TY[V])= X [ Gnrs(M, X +iY[V])e(TX)dX

MEMy. Syman ((0,1])
> Isymuoay (M, TY[V]) = 30 Tsyma (o (M, T['V 'V YV])

MeMy MeMy

(a1) o0,

= 2 Isymaow (M< 0. V-1 ) ,T[tV],Y)
MeMy n

= > Lsym, (o) (M, T['V],Y)
M(tV On )EMk

0, V—
= > Lsyma (0.1 (M, T['V],Y)
MeMy ( 0, (%/L)

= Y Tspmuony (M, T[V],Y) = all)s (T['V],Y)
MeMy

q.e.d.

Korollar 2.3.6 Sind k € {0,....,n—1r} und V € GL,(Z), so gilt fir alle
X € Sym,, (R):

Eppk (X +3Y [V],8) = Eppp (X [V +1Y,5) (49)
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Bew: E, . (X +iY [V],s) = 3 ag‘fl,s (T, Y [V]) e2mispur(TX) —
TeSymn(Z)*
(g) Z a,gc; . (T [ tv] ’ Y) e2miSpur(TX) —
TE€Symn(Z)*

= Y B @[], Y) exmiseer(T(X[VV)) =

TESymn (Z)*

= Y B v, y) exmiseer((TIVD (X)) =

TESymn (Z)*

= v al@v)y) e D) - B (0 4 ).

TtV]eSymn(Z)*

q.e.d.
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2.4 Verschwindungssatz fiir Fourierkoeffizienten

Satz 2.4.1 Sei Y € Pos,(R) beliebig, aber T € Sym,(Z)* so gewdihlt, dafs
T['UY] & Sym 0 (Z)* fiir alle U € GL,(Z). Dann erhdlt man:

Qs (T,Y) = 0 (50)
Bew.: Fiir jedes feste C operiert ( (1)" Syﬂ;"(z) ) auf L. Die Teilreihe

SC(Z> = Z ¢n,r,s(M7 Z)

CnrMELG

ist demnach periodisch und hat also eine Fourierentwicklung
Ec(Z)= > all.Y)e(TX)
TeSymn(Z)*

Andererseits gibt es zu jedem solchen C' ein Us = U € GL,(Z) mit

CU=C mit C" 7" =(0p_p,, _c_ )
EM,,_(Z)

oo,
EC:ﬁ@(on U—1>

EolZ) = Ea(Z[U])

Fiir die Fourierkoeffizienten impliziert dies, daf3

Es gilt dann sowohl

als auch

O‘C(Ta Y) = O‘C’(T> Y[U]) = O‘C’(T[tU_l]’ Y)

Die ag(T['U1],Y) sind gemifB (42) gleich Null, falls T['U '] & Sym(Z)*.
Da die in Frage stehenden Fourierkoeffizienten o, , s(7,Y") sich schreiben
lassen als Summe iiber die a¢ (7, Y") und damit auch iiber die as(T['U '], Y),
ergibt sich sofort die Behauptung.

q.e.d.
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Korollar 2.4.2 Firn —r < r, T € Sym,(Z)" und Y € Pos,(R) sei
prs(T,Y) # 0. Dann gibt es ein U € GLn(Z)/GLn/O"’”(Z) mit o, s(T,Y) =
U s(TIUL,Y['UTY]) und T[U] von der Form (6).

Bew.: Aufgrund des vorherigen Satzes existiert fiir soche T € Sym,,(Z)*
mit o, ,.4(T,Y) # 0 auch ein V € GL,(Z), so daB T[V] € Sym 0 (Z)*.

Fiir dieses gibt es gemif Abschnitt 1.3 ein W € GLZ """ (Z) mit:
T[V][W] = T[VW] hat die Form (6).

Nun setze man U := VW € GLn(Z)/GL,{O”’T'T (Z). Nach der Anwendung
von (22) haben wir a,,,(T,Y) = . (T[U], Y[IU™)).

q.e.d.

Anmerkung 2.4.3 Man kann 0.B.d.A. von der TransformationY — Y ['U™]
absehen und sich gleich auf die Fourierkoeffizienten T mit der Form (6) be-
schrdanken.
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2.5 Die Fourierentwicklung von E,,((Z, s)

Satz 2.5.1 FEs gilt:

0 : TH#0,
(0) — —s
(6% (T) = Z det (Y—l [tDM (O{nfr)]) - T = On (51)
MEeLo n—r
Bew.: o®(T)= [ ( > bus (M, Z)) e (TX)dx %
Symx ([0,1]) \M&Lo

= 3 (S [ odet (v [XtoM+tDM]+Y[tCM])[(O“"*)])_Se(TX)dx> -

1p—r
MeLo \Symn ([0,1])

=¥ ( [ det (Y—l (X 'Cyr + D] [(0"’"")]+Y[0”X”"‘]>_Se(TX)dX) —

ln—r
MeLo n((0,1])

S (Sym S et (Y7 X0+ D (5 )]) e TX) dX) _

MeLo n([0,1])

_ ¥ (Sm [ det (Y—l[tDM(O;:;)D_Se(TX)dX) _

MeLo \Symn ([0,1])

= 5 det (Y2 [Du (5 )]) / e (TX)dX

MeLs 1n—r
Syman ([0,1]) )
0 TH#0,
11 : T=0,

q.e.d.

Anmerkung 2.5.2 o9 (T) # 0 ist eine Selbergsche Zetafunktion, wie man
sie z.B. unter [23] finden kann. Firr =n — 1 ist sie im Prinzip sogar eine
Epsteinsche Zetafunktion:

a1 (00, Y) = > det (YD) =
DeGL1 (Z)\{DeZ*'|D primitiv}
= C(;s) ST omT > (y-1 [Dm])_S = m > (y-1 [D])_s.

meN DeGL1(Z)\{DeZ"|D primitiv} DeZ™\{0n,1}
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3 Die Fourierentwicklung von F, ,,_, (Z,s)

Wenn wir bei den in (43) dargestellen Unterrepriasentantensystemen von
Chr\I'n, den Fall £ = n—r betrachten, so kann man auf folgende Darstellung
aus [13, S.100] zuriickgreifen:

1,8 tUo,
Cn T’N = Cn T’M
U A=l (on 1n) <0n U—l)
Ner,, mit Rang(C']l\,nfr):n—r

wobei M iiber ein Repréisentantensystem aus ,, ./ ~ sowie S iiber Sym~%(Z)

als auch ‘U iiber des Reprisentantensystem von GLg """ (Z)\GL,(Z)
lauft.
Deswegen gilt: E, , ,—(Z,s) =

mos s (b ) ) )

SeSymp 7 (2) MEonr /= tyeqLy "m = (Z)\GLn(Z)
und damit gilt wegen (44):
()= [ e(TX) X >, X

Symn ([0,1]) SeSymn'r(z) M€on,r /=~
t
X > G (M 1P u Ofl Z ) dX
S Op—p w O’ﬂ 1TL On U
tUeGL;, " (Z)\GLn(Z)
was gleichbedeutend ist mit:

SRS VD VD

SeSymp O (2) MEnr /% tyreqLy "= (Z)\GLn (2)

1, S ‘U0,
XISymn([O,l]) <M< 0, 1, ) ( 0, U1 ) T, Y) (52>

Wir wissen aus Korollar 2.4.2, dafl bei n — r < r nur die Koeffizienten T’
von der Form (6) betrachtet werden miissen.
Im restlichen Teil dieser Arbeit gehen wir nun von

n—r<r

aus und somit soll 7" auch mit dieser Form vorausgesetzt werden. Wir erin-
nern an das in Definition 1.3.4 erlduterte A/(T) und formulieren den folgenden
Satz, welcher sich letztendlich auf alle zu betrachtenden T auswirkt.
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Satz 3.0.3 Sei T von der Form (6). Dann gilt:

o) NZ W; Ly son (ML TIWL Y ') (53)

on,r/~

Bew: Es gilt: <VV e GLY (Z)) Ve Ly (Z).

Somit folgt fiir das Repréisentantensystem {U; | i € I} von GLy (Z)\GL, (Z)
bzgl. der Indexmenge I, dal {U; ' | i € I} auch ein Reprisentantensystem
1st von:

GL, (Z) /GL " (Z)

(D B [ Xy s | emx)ax @
Symn ([0,1]) —

= 2 2 2 X

SeSymp " (2) M€ /% tyeqry "n =T (Z)\G L, (2)

L, S\ [/'U o,
*Lsyma(foa) (M < On 1n ) ( 0, U )’T’ Y) B

(42)AW:=tu—1 _
— Z Z 5\07 (T)ISym\OT( )(M,T[W],Y[tw 1])
onnm WEGLW(Z) /GLY, "7 (2)

3

3

(10) _
Me  WeN(T)

on,r/~

q.e.d.

Auf Grundlage des im néchsten Abschnitt eingefithrten speziellen Re-
priasentantensystems von o, ,/ ~ verbessern wir die Aussage des vorherigen
Satzes im iibernéchsten Abschnitt zu:
NI = Y {Symn\or w® (LTW]LY['W) AT, W)

WeN(T) N~ —

- det( (Y=1[W X]+Y[tWw—1])(%rmn—r e(T[W]X)dX
. (o rwxpevrw- (o)) e

-
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wobel in Igym,~o.) (J, T[W],Y['W~1]), dem sogenannten archimedischen
Teil, im Gegensatz zum sogenannten arithmetischen Teil A(T, W) die Abhéngig-
keit von den Représentanten aus o, ,/ ~ entfillt.

Darauf aufbauend erhalten wir zum Abschluf3 dieses Kapitels fir » > n —r
eine verbesserte Darstellung sowohl des Fourierkoeffizienten o'77.(0,,Y") als

n.r,s

auch des arithmetischen Anteils A(T, W) von o,"(T,Y) fiir T' € Sym % (Z)*.

n.r,s

Im Fall »r = n — 1 fithren wir diese Aussage im néchsten Kapitel zu einer be-
friedigenden Beschreibung des Fourierkoeffizienten a,,,—1 (7, Y") fort.
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3.1 Ein spezielles Reprisentantensystem von o,,,/ ~

Definition 3.1.1
A:={M € o, | det(Cy) # 0} (54)

In [13] und [15] gibt Kitaoka in unzusammenhéngender Weise, eingestreut
in verschiedenen Beweisabschnitten, implizit das folgende Konstruktionsver-
fahren an, um zu einem beliebigen P € o, , ein entsprechendes M € A mit
M = P zu finden, und somit mit dem Représentantensystem von A/ ~ auch
eines von 0,,/ ~. In der folgenden Anmerkung soll dieses in kompakter
Form zusammengefaf3t werden.

Anmerkung 3.1.2 Sei P € 0,,,. Dann ist ((Cp)s, (Dp)s, (Dp)s) und damit
auch ((Dp)s, (Cp)a, (Dp)s) primitiv.

Mit det((Cp)a) # 0 ist Rang((Cp)4, (Dp)s) =n — 1.

Also gibt es Uy € My_(Z) N GLy—(Q), W € GLy—y)(Z) mit

((Cp)a, (Dp)a) = Us(Op—r, 1 )W

und daher ist fiir Us := (Dp)s mittles der Primitivitit von ((Dp)s, Us(0p—y, 1y )W)
auch (Us,Uy) primitiv.
Es gibt also (Uy,Uz) € Myn(Z), so dap ((}?) € GL.(Z). Fir das in-
vertierbare U setzt man V. = 'U~'. Andererseits gibt es ein primitives
symmetrisches Paar (c4,dy) mit ((Cp)a, (Dp)s) = Ui(cs,ds), welches mit-
tels (a4, bs) € My_yom—r)(Z) erginzbar ist zu (g;‘ sj) € Spn_r(Z).
Man definiere nun:

17’ Or,n—r 07’ Or,n—r

M = 1 1nO On tU_l On On—r,r Qg On—r,r b4
o " o ln On U Or Or n—r 1r Or n—r
On—r r On—r N—— 7 7
. ~ - 0 On—r,r Cq On—r,r d4
s /Onfr-,n+7“ (Z) Espn o (Z) ~ ~~
Pr esps o= (z)
Vi Vaay 0, Vaby
. ‘/3 ‘/4a4 On—r,r V;lbél
o ‘/1 Vé(m + UQC4 U1 ‘/2b4 + U2d4
On—r,r Ujca Us Uidy
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Es gilt einerseits M ~ P. Und andererseits wire M € A, falls det(Vy) # 0.

€GLr(Q)

——f—
Nun ist aber det(Uy) # 0 und somit ist ((};4,? _Ulen{i)U = (U1 - U:Uy ' Us Orm-r),
Wir haben also (U™), = (Uy — UyU; 'Us) ™! und wegen V = U~ ist auch
Vi = YU, — UuU; 'U3) ™Y dinwertierbar.
Offensichtlich laufen wir iber ganz A wenn wir mittels obiger Matrizdarstel-
lung laufen tber:

{(Us,Uy) € My—y,(Z) X (My—(Z) N GL,,—(Q)) | (Us, Uy) primitiv}x
{(ea,ds) € (GLy—r(Z)\{My—r(Z) N GLp—(Q)}) x My—(Z) | (€4, ds) = 1}
Fir

Vi Voay 0, Vaby
M = ‘/3 V;la4 On—r,r ‘/4b4
Vi Vaas +Uscd Uy Vaoby + Usdy
Op—r,r Uicy Us Uidy
und
Vi Vaoay 0, Va 34
N — Vs Vaioy (O — Vi
Vl VQOA4 + U2’74 Z/{l V254 + U254
On—r,r Z/{474 Z/{3 Z/{454
aus A gilt:

M~N & (3g € GLy—r(Z) NS5 € My_y(Z) N Sy € Symy,—,(Z)) :

9(Uscy, Us, Usdy) = (Usya,Us + UyyaSs, Usbs + UyvaSy)
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3.2 Separation des archimedischen vom arithmetischen
Teil

Satz 3.2.1 Sei T in der Form (6) und N (T) das in Definition 1.5.4 dazu an-

gegebene spezifische Teilreprdsentantensystem von G L, (Z) /GL,{O”’” (Z).
Dann gilt:

o) Z Ly oy (4 TIW] YW ) AT, W) (55)
WeN(T

wobei unter dem gemdf (54) mit A/ ~ bezeichneten Reprisentantensystem
2u opyr/ & nun der sogenannte arithmetische Teil A(T, W) definiert wird
durch:

> det((Cur)a) e (TW]Chy D) (56)
MeA/~
_— (53) _
Bew: o (T)'= ¥ 3 Ig, o gm(PTWLY['W™) =
Jnlff/ . WeN(T)
WS S [ G (PX iYW e(T[W]X)dX
WEN(T) | PC_ Symp" (R)

Es gilt fiir P € Spg, """ (Q), "W~ = U € GL, (Z) und Y € Pos, (R):

ln—r

Gurs (P.X +i¥(U]) = det (Y (W][X 'Cp + Dp] + YUI[Ce]) [(5)])

—S

2| v (S + (e v [()]

~~ ~~

P -1 r,n—r
_ (iiiffgﬁfjffgﬁffl)} oy =Y WICE o )IHCR )]

17L*7"

— det ((Y-l[W] [(*’jj;fwlj) ((CC;)) )} + Y[U][(O"””)]) [t(Cp)4])_8 =
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—S

= det((Cp)a)2det | Y1 [W] K%ﬂéﬂ;{&i?)} + Y[U][(O“"—*)]

=L WIS (PYY DI r)]

ln—r

1

0, “(Dp)s " (Cp)y
(Cp)i'(Dp)s  "(Dp)s'(Cp)y!

Also gilt insbesondere fiir ein 7" in der Form (6):

mit S(P) := ( ) € Sym)\o- (R).

[ bpre (P, X +iY[U]) e(TIW]X)dX = det((Cp)s)~2 x

Symn\OT (R)
—s

x [ det | | YTUWIX +S(PI+YU] | (%) | e(TW]X)dX =

0 1n—r
Syma" (R) X—X—-S(P)

= det((Cp)4) 2%

c [ det ((y—l[m X+ v[)) [(OT’"—’“)]) (T (X + S(P))dX =
(R)

1 _ 9
\Or n—r ~~
Syma “ —e(T[W]X)e(T[W]S(P))

:(b,,L’T.,S(J:IXﬁ-iY[UD
=det((Cp)a) e (TW]S(P)) [ ¢nrs (L X +iY[U])e(TIW]X)dX =
Symn\or(]R)

Somit haben wir:

I (T) = 5 s (BTIVLYTW) 52 der((Cr)~e (TIVIS(P)

on,r/~

Der Satz ist also bewiesen, wenn man zeigt, dafl es zu jedem P € o,,, ein
M € A gibt mit: e (T[W]S(P)) = e (T[W]C;;' Das) und M ~ P
Es gilt T[W]; = 0, und somit auch die erste Bedingung fiir jedes

e * H(Dp)s "(Cp)i*
Cnr Dur = ( (Co)7 (Dp)s “(Dp)s (O ) (57)

Fiir jedes M € A ist det(Ch) # 0 und es gilt:
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Cir Dy =" (Cof D) (58)

Es gibt also V; € M,(Z) N GL,(Q), Dy € M,(Z) und Cy, Dy € M,y (z)
mit:

C:(V1 Cz)undD:(D1 DQ)

Onf'r,r (DP)4 (DP)S (DP)4

In der Anmerkung unter 3.1 haben wir explizit fir gegebene P € o,/ ~
Matrizen M € A mit M ~ P konstruiert, somit gilt fiir diese (C,D) =
(Crry D). Wenn wir nun 7 := T[W] setzen, so gilt fiir solche M € A aber
auch:

. : -1

€ ((toj';%) (on‘j (g;)) ((D[;j)3 (DD;)4)> =

e ((07'2) ( Vit VG (Cp)y ) (L D )) _
T2 Ty Op—rr (CP)4 (Dp)s  (Dp)a

~<(3 (cnrion " et )

= (D (eniom G, )) s

q.e.d.
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3.3 Der Wert des Fourierkoeffizienten o'/, (0,,Y)

Definition 3.3.1 In [31] wird fir k € N o, 5 € C,g € Symg(R) und h €
Posi(R) folgende Funktion definiert:

&k (hyg, 0, 08) = / e (gX) det(X + ih)~*det(X —ih)PdXx (59)
Symy(R)

Lemma 3.3.2 Betrachtet man den Spezialfall o« = 8 und h = 1;, hat man
also:

& (1 gr0ra) = / e (gX) det(1, + X?)~0dX (60)
Symy (R)

Bew.: gk (1k7 g, Oé) = f e (gX) det(X + ilk)_adet()( — ilk)_ad)( =

Symy,(R)
= f e(gX)det((X + ilg)(X —ily)) " *dX
Symy,(R) ’g -
=X2+1y

q.e.d.

Anmerkung 3.3.3 Mittels [31, S.275] zeigt man leicht dafi:

En—r (\/E, O, @y Oz) = fnmadet(h)%_a (61)
mit
n—r)(n—r F _ (20{ — TL——T-FI)
e 1= 2(n—r)(1—2a) 9 (n=r)(n=rtl) L p—yp 5 69
o (2m) : Ly (a)? (62)
und

n—r—1

(n—r)(n=r—1) k
I (a):=m 4 INoa—— 63
() IT rie-3) (63)
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Satz 3.3.4 Beziiglich eines Reprdsentantensystems A/ = gilt:

nrs OmY Z det((Chr)a Z Ayw (64)
Mea/~ WeGLn(Z)/GLY "7 (7)
mit :
Aet (V)" oo s

= 2 det (1, + 'X2X,) "d'X, (65

R(n—r)xr

Bew.: allnl) (0,Y) S gy one (00, YW ]) A©,, 1)

WeN(0r)
= Z [Symn\Or(R) (Jv Om Y[ tW_l]) Z det((CM)4)_2Se (0”> =
WeN(0r) MeA
= Z [Symn\()r-(R) (Jv OTH Y[tW_l]) Z det((CM)4)_2s =
WeGLn(2)/GLY """ (2) Mea
23 det((Ca)a) > x
Mea WEGLn(Z)/GLY ™" (2)
X [ Gnrs (L X +Y['W)e(0,)dX =
Symp T (R) =1
= Y det((Ch)a)~2 ) / Gnrs (S, X + Y ['W1]) dX
MeA O — T

WeGLn(2)/GLy, (Z)Sym\‘” R)

S

~~

!
=Ayw

In analoger Weise wie in [9, S.69 | gibt es eine Jacobi-Tansformation von

YW = (3;}23)2) € Pos,(R) mittels:

— y _y_l ty Orn—r ]-r Or,n—r
=V ) G ) o

=P :vQ
AuBerdem haben P € Pos,(R), P, € Pos.(R), P, € Pos,_.(R) eindeutige

Wurzeln mit:
/ V P, Or,n—r
r= <0 1 VPy (67)

-
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Somit gilt:
f ¢n,r,s (J, X+ ’lY[ tW_l]) dX =

Symn\or (R)

D e (W) Y W) (0 )]) =

Sym}or R)

D e (((PIQDTIXT+ PR ()] X =

SymnT (R)

= de ((PQX]+ PN )) X =

Sym°" (R)

= [ et ((PT'QTXQ T+ PG X =

Symn\or (R)

“QT e (P4 P Q) dx =

Sym}or (R)

[ det (P—l[X]+P)[(1" 0’*"—")(0"’"—’“)] AX —

Symm°r (R) R NZRN% Li:r 1,_, ’
=(tr)
= [ det ((t (X[ P—1]> X[WP] + 1n> VP (% )]>‘S IX =

= [ det| (*(xVP) X[\/F]jtln)[(m 0’”’"‘7”) (O’“’""“)] dx

Sym°" (R) On—r.r \/? Loy
= )= (v
—det(vP)> [ det ((V(XWVPT) XIVP T+ 1) [(50)])dX =

\.Or
—det(Py)—s SV (®)



3 DIE FOURIERENTWICKLUNG VON Engrn-r(Z,S) o1

0y VP Xo\/P
=det(Py)~* [ [ det t o, » 1 2 _14 y
Symap—r (R) RT>m=r VP " Xov P Xy [VP4 ]

07" \/?1_1X2\/?4_1 0 B
{ohan TR ) ) e

= det(P4)_8 f f det(\/ Pl)”_rdet(v P4)i X
Symn—r(R) RrXn—r _ N
nféfrdet(\/?)nfrdet(\/E)ZT'fn

(4% sidien) (e wion) 7)) s
=det(Py) 2 7%det(vY)" " [ det(v/Py)" " x

Symn—r(R)
07» X2 07, X2 o —s
t r,n—r t —
XRTX"(zfr det (( < tXQ X4 ) < th X4 ) + 1”) ( 1n—yr )]) d X2dX4
—

S Mn—1r R \Or
Yy (R) SympCr (R) €Posn_r(R)

=det( Py )_(S_%l)det(Y)% [ det(XF+1,.,.) " x

—( (W), Symn=r(E)

det (X42 + 1n—r + tXQXQ)_S

X f —s s d'Xy [ dX, =
2 det (XT41,) det (VAT 4L,
:det<1n—r+(xz+1n77‘)7% tX2X2(XZ+1n*T)7%)7S

_ det(Y)T. . / det (XZ 4 1n_r)§—s dX,
det((Y[*W=1])4)*" 2
s;ymnfr(R)

J/

-~

r r
1n77‘70n77‘75__75__)

® ( 2 2

="&n—r
x [ det (Lo + "XoXo) P dIXy =

R(n—r)xr
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(61) det(Y) 7 f

n,r,sfg

O det(Y[tW 1))

q.e.d.

f det (ln—r + tXQXg)_S thQ = .Ayy[/.
R(n—r)xr

52
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3.4 Auswertung des arithmetischen Anteils
Im vorliegenden Abschnitt interessiert der durch A(T, W) bezeichnete arith-

metische Teil des Fourierkoeffizienten:

AT, W)= Y det((Cp)s) > e (T[W]Cp' Dp)

PeA\r

=:A(T,W,P)

Definition 3.4.1 Man bezeichne fiir die quadratischen Matrizen c,d durch
das Symbol (c,d)=1 die Eigenschaft, daf sie sowohl primitiv zueinander sind
als auch ctd = d*c gilt.

Anmerkung 3.4.2 Seien nun Uy € M,,_.(Z) N GL,—-(Q) und ¢ aus

GLn—(Z)\{Myp-+(Z) N GLn—(Q)} (68)

Wir wahlen beliebige Reprdsentantensysteme der folgenden Nebenklassen:

{d € M,_.(Z) | (¢,d) =1} mod cSym,,_.(Z) (69)

{Us € My, | (Us, Uy) primitivy mod UscM,,_, ,(Z) (70)

Wir wissen, daf$ jede Matriz aus o, und damit auch jede aus A durch
ihre letzten (n—1) x (2n) Spalten (0,—,, C4, D3, D4) charakterisiert ist, wobei
Cy, Dy € M,_.(Z) mit det(Cy) # 0 und D3 € M,_,.(Z). Desweiteren gilt
C4 tD4 = D4 tC4 und die Matriz (04, Dg, D4) 15t pmmztw
Setze (04, D4) = U4(C, d) und D3 = U3 fUT (C, d) = 1, S0 gllt (C4,D3,D4) =
(Uye, Us, Uyd) und es gibt gemdf [15] eine bijektive Zuordnung: oy — T
Dabei ser

Tpr 1= U {(c,d) € My_y9(n—r) | (¢,;d) =1} | X
c tber (68)

X U {(Us,Uy) € Myy_y | (Us, Uy) primitiv}
UseMy—r(Z)NGLn—r(Q)
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Fiir (Cy, D3, Dy), (C~'4, ﬁ31ﬁ42 € o, gibt es also eindeutig bestimmte (Cy, Dy) =
U4(c,“d), Us = D3 bzw. (Cy, Dy) = Uy(¢,d),Us = D3 € 7,,, so daf§ man auch

die Aquivalenzrelation =~ von o, bzw. A auf 7,, tbertragen kann mittels:

(047D37D4) ~ (647D~37D~4) = (Elg € GLn—T(Z>7S € Symn(Z))) :

9(64, ﬁ?n ﬁ4) = (Cy, D3 + C4S3, Dy + C4Sy)
< (39 € GL,_(Z),S € Sym,(Z)) : gU4(6, CZ) = Uy(e,d+ ¢Sy) A gUg, =

= U3 + U4CS4

Unter Berticksichtigung der obigen bijektiven Zuordnung gilt:
AT W)= 3 det((Cp)a)~*e2(T[W])2(Cp)i" (Dp)s)e((TIW])a(Cr)1 ' (Dp)a) =

PeA\x

= > > > det(Usc)™  x
——_———

¢ tber (68) d tber (69) Uy tiber (68) —det(Uy) e det(e)-2¢

> eTW))2 (Uie)" Us)e((T[W])a (Use)™ (Und)) =

Us tiber (70)

X

=c1U7 U3 =c™ld

= S det(c)7% S e((T[W])actd) x

¢ tiber (68) d tiber (69)
X Z det(U4)_25 Z 6(2(T[W])20_1U4_1U3)
Uy tiber (68) Us tiber (70)

Lemma 3.4.3 FEs sei T in der Form (6) und W € N(T). Man lifit ¢ und
d (in Abhdngigkeit des jeweiligen ¢ “s) tiber folgende Reprdsentantensysteme
laufen:

(68) mit 2(T[W1)ac™" € M,,—.(Z) (71)

{de M,_.(Z)|c'd=d'c} mod cSymy,_.(Z) (72)
Dann gilt:

< > det(K)‘2S) x AT, W) = ZC: | det(c) |72 > e((T[W])sc1d)

K liber (68) d
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Bew.: Nach obiger Anmerkung gilt:

> det(K)"» A(T,W) = > det(c)™% > e((T[W])ac™td) x
K lber (68) ¢ iiber (68) d iber (69)
x>y D det(KU)™* > e(2T[W])ae Uy Us)
K lber (68) Uy iiber (68) Us liber (70 J
—S(T,W)

Mittels der Transformation K (Us,Uy) — (V3,Vy) kénnen wir nun S(7', W)
iibergehen lassen zu > det(V,) ™2 e(2(T[W])oc™ 'V, 'V3), wobei Vj iiber
Va

V3
(68) lauft und V3 iiber:
M,y mod VicM,—,..(Z) (73)

Man stelle nun die Vj fiir beliebig fixiertes ¢,V € (68) dar mittels V3 =
u + Vv und lasse u und v laufen iiber:

My (Z2) \ ViMy—r (Z) (74)

My (Z)\ My (Z) (75)

Somit gilt:
> eTW])ec V) =
vs Uber (73)

= 2 > eATW])ae Vi (u+ Viv) =

u Uber (74) v iber (75)

= X T Vitu) 3 eATW])ae ) =

u tiber (4) v iiber (75)
roo. -1
R I e R e
i 0 sonst
u liber (74)

Zur spateren Verwendung fithren wir beziiglich V4 noch nun folgendes
Représentantensystem ein:

(68) mit 2(T[W))oc™ V™ € My (Z) (76)

Dann kann man nun die Laufbedingung fiir ¢ auf (71) modifizieren, und
erhalt:
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S det(K) AT, W) =

K lber (68)
= > ldet(c) " > e((TW]ac™'d) > det(Va)>x
¢ iiber (71) d tber (69) v, Uber (68)
X > el 2TW]act Vilu) =
N—_— ——

u iiber (74) e, .(z) wegen (1)

-~

A ldet(Va) [T 2 2(T[W))ec 'V € My, (Z)
a 0 : sonst

= > ldet(o "7 3 e((TW)ae™ld) 30 det(Vy) > =

¢ iiber (71) d iber (69) v, Uber (76)
= oo ldet(Vae) [ 3 e((T[W])ae 'V Vid)
¢ iber (71) v4 iiber (76) d iber (69)

Man kann nun das Paar (Vye, Vid), fiir welches (c, d) = 1 gilt, {iberfiihren

zu (¢, d), wobei letzteres Paar nur noch symmetrisch, aber nicht mehr primi-
tiv ist. Somit erhélt man die Behauptung:

> det(K)TFAT W)= > [det(@) " 3 e((T[W])uc'd)
K lber (68) & Uber (71) d uber (72)
q.e.d.

Anmerkung 3.4.4 Zur endlichen Summe S e((T[W))sc™td) fan-

d tber (72)
den wir wegen der Bedingung, daff (c,d) ein symmetrisches Paar ist, keine
allgemeine Beschreibung. Im wesentlichen darauf begriindete sich die Ent-
scheidung nur die Eisensteinreihen E, ,_1(Z,s) eingehender zu untersuchen.
Denn im Fall r = n —1 ist die Symmetriebedingung trivial. Natirlich gibt es
auch noch andere Vereinfachungen, wie z.B. die Tatsache, daf im erwdihnten
Fall neben E,, ,_10(Z,s) nur noch E,, ,_11(Z,s) als Teilreihe zu beriicksich-
tigen ist.
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4 Die Fourierentwicklung von £, ,_;

In diesem Kapitel gelte durchgéngig n —r = 1 und somit auch:
(51) 0 : T#QO,
o(T) = a(T) +aW(T) = WD)+ 4 A5 (v-1d)™ @ T=0,

2¢(2
<) &7

Der Fourierkoeflizient fiir 7' = 0,, wird im anschlieBenden Abschnitt berech-
net. Bei den iibrigen Fourierkoeffizienten reicht es aus nur oM (T')(= o(T))
zu ermitteln, wobei die in Frage kommenden Koeffizientenmatrizen 7' be-
schrénkt sind auf die Form geméf (6) mit r = n — 1, also auf:
tn—1n

T = ( 00:;_22 O"T-jvl ) mit 7, = (ye ) € Symp™ (2,

Und damit gilt in allen nun zu betrachtenden Féllen 1 < Rg(T) < 2 die
Formel:

o(T) = Z Iy on g (J, TW],Y['W 1Y) AT, W) (77)
WeN(T

Im iiberndchsten Abschnitt wird festgestellt, das A(7, W) weder von der in
Frage stehenden Nebenklasse N (T') noch von der verwendeten Reprisentan-
tenmatrix W abhéngt. Somit kann fiir T # 0,, dieser arithmetische Faktor
ausgeklammert werden, und man erhélt die bestmdégliche repréasentantenun-
abhéngige Darstellung dieser Fourierkoeffizienten:

On—2s (997 (tn-1,n: tnm _
a(T) = =2 (ggc(( . Z Iy mion-i gy (LTI Y ['W )
WeN(T
dabei verwendet man die Tellerpotenzfunktlon o, (t)= > & .
N>clt

Zur weiteren Berechnung der Summanten [ Sym0n 1 (R) (J,TW],Y['W1])
mufl man aber die Menge N (T) nidher untersuchen, insbesondere hinsicht-
lich eines moglichst geschickten Reprisentantensystems, wie es bereits bei
der Anmerkung zur dessen Definition in 1.3.4 erwdhnt wurde. Beziiglich die-
ser Représentation kénnen wir dann zeigen, dafl es durch ein entsprechende
N3 (T,,) des Falles n = 2 und r = 1 bestimmt ist.

Anschlieend untersuchen wir diesen Speziallfall und erkennen, daff man hier-
bei neben dem Représentanten der Nebenklasse GL{ ™ (Z) im Fall Rg(T) = 2
nur genau einen Reprédsentanten einer weiteren Nebenklasse beriicksichtigen
muB. Im Fall Rg(T") = 1 fillt letzterer sogar weg. Die Einheitsmatrix ist der
kanonische Repréisentant der ersten Nebenklasse. Die andere Nebenklasse
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wird dann auch noch geeignet reprisentiert.
Bei der Berechnung der achimedischen Anteile 1 Sy

n

JTW]LY['W])
kann man feststellen, dafl sie jeweils bestimmt sind durch das Produkt von
m—Potenzen, Gammafaktoren, einer vom Y-Wert abhéngigen Konstante und
einer konfluenten hypergeometrischen Funktion.

o ) (
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4.1 Die Berechnung von a,,_15(0,,Y)

Wir werden nun auf [12, Theorem 2.1.3] zuriickgreifen:
Sei a > 0, 3* — ay < 0 und s > 3. Dann gilt:

dz o ni-s ~L(s—3)
/ (ax? + 2Bz +7v)° o oy = )T I'(s) (78)
R
In iterierter Anwendung folgt daraus sofort:
_ n [(s — 1)
1+ X0X) TdiXy =T 2
/ (1+ 'X,X5) 2 =T 2 T(s) (79)

Rn—1

Anmerkung 4.1.1 Man kann gemdf [32] die Epsteinsche Zetafunktion Z(Y,s) :
Pos,(R) x C — C definiert durch:

Z(Y, s) ;:% S ) (80)
veZ™\{0}

analytisch auf C fortsetzen, wobei man bei 5 einen einfachen Pol hat. Es gilt
die Funktionalgleichung:

7T(s)Z(Y, 5) = ws-%r(g —§Z(Y g — §)det(Y)" (81)
::Q‘(,Ks) _my,‘;%ﬂ) ~
a det(Y)%
Satz 4.1.2 Fir T =0, gqlt:
1 1 ny\ «
nn—1,s(0n, Y :—<Z Y_1> th*Z(K __> n,n— s) 82
mit dem nur von n,r =n — 1 und s abhdngigen Faktor
nn—1s = M2 83
-f n—1, T2 F(S) ( )

Bew.: Zuerst die Auswertung eines die Formel (64) bestimmenden Aus-
drucks fiir den Fall » = n — 1 mittels der Gamma-Multiplikations-Formel von
Legendre (*):
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t -5 1t () nD(s="31)(s—5) _
/ det (14 X:X) "d'Xs - funre-np =T g
o —
Rt o @)y ne41, TR B)
(1), 171 D= 251 Pe= 5202

T'(s)

I(s—2) (83) =
=T (1"(5)2) = fn,n—l,s

n
2

Aus (64) und Anmerkung 2.5.2 folgt sofort:

— 1 _ —S —2s
1500, Y) =C(28)7 5 Y (V7)) T+ DD det((Car)a) ™ x
dezm\{0} MeA/~
@1, i
1 ~
det(y)ﬁfn,nfl,s _
8 Z/o (Y[tW-1)a)*"2
WeGLn(Z)/GLL "1 (Z)
Z(Y ls 2s—n 1z — —(s—1
= 2o+ G det(Y)? oo s > (Y['Wa)~672) =

D
WeGLn(Z)/GL: b1

—_
~
&
~—
L
v
|
D3
~

—((25—n)"1 =

- C(;s) (Z (Y_17 8) + det(Y)%Z (}/7 S %) fn,n—l,s)

q.e.d.

Korollar 4.1.3 Mit A(s) := n°T'(s)((2s) gilt die Funktionalgleichung:
A(s)an,n—l,s(ona Y) = A(n - s)an,n—l,n—s(ona Y) (84)

Bew.: Aus (64) und Anmerkung 2.5.2 folgt sofort:

A(8) 1500, Y) & 775T(8) Z (Y1, 8)+m— T (s)det(Y)3 Z (Y, s — 1) 75

= QY s) + Q(Y, s — D)det(Y)? =
(81)

= QY g— s )det(Y)24+Q(Y L n—s) = A(n—s)ann-—1n-s(0,,Y). q.e.d.
——

=(n—s)—%5
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4.2 Reduktion des arithmetischen Anteils

Definition 4.2.1 Fir k,l € N seien gegeben ein k-rethiger Vektor v €
My 1(Z) und ein l-reihiger Vektor w € M,1(Z) Zeile. Dann bezeichnen wir
mit ggT(v) bzw. ggT(v,w) den grifiten gemeinsamen Teiler aller Zeilenele-
mente von v bzw. von (v,w).

Man definiere fiir ein z € C die Teilerpotenzfunktion

0,(t): N— C durch o, (t) = > .

Noclt
O tnfl,n 0
Lemma 4.2.2 Seien T, = ( botm t2 ) e Symy"(Z)* und ‘W' €
2 n,n

GL,(Z) mit diag(0,_o, T,)['W 1] := T € Sym-1(Z)*. Dann gilt:

Op—2s (ggT (tn—l,m tn,n))
¢(2s)

Bew.: In Lemma 3.4.3 wurde fiir allgemeines r folgende Auswertung vorge-
nommen:

52 | det(K) [ A(diag (02, T,), W) = 5 | det(c) "= zd:e(f4c_1d)

A(diag(0, >, T,), W) = (85)

Dabei lauft K iiber:
GLonr(Z)/{M,(Z) (1 GL,_,(Q)}
c iiber:
Lo (Z)){My(Z) N GLo_(Q)} mit 2Toc" € M,,_,(2)
und d iiber:
{de M,_.(Z) | ctd = d'c} mod cSym,,_,.(Z)
Im vorliegenden Fall gilt r = n — 1 und somit:

((28)A(diag(0n—s, T;), W) = 2 (| det(e) )2 Y e(Tic™\d)

ceN mit c|ggT(27%) - dez/cz

— Z C’f’ —|— ]_ —2s — Z Cn—2s

ceN mit ¢|ggT (2 tTo)AclggT (T4) ceN mit ¢|z7(T)
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Aufgrund des Elementarteilersatzes gilt nun: Z(T) = Z(T).
Desweiteren ist Z(7T') = ggT(2t”;1’” tnn)

=0n—2s (ggT(tn— 1,n ,tn,n))
-

= A(diag(0n—2,T,), W) = ((2s)~* Z Cn—2;

ceN mit c|ggT (tn—1,ntn,n))

q.e.d.

Korollar 4.2.3 FEs gilt somit offensichtlich fir T # 0,:

oT) = =2 (ggfg(( ol b Z Iy, o g (L TIWLY W) (86)
WeN(T)

Anmerkung 4.2.4 Also ist im Fall r = n — 1 der arithmetische Anteil
A(T, W) von der Matriz W unabhdingig und wird nun durch A(T) bezeich-
net. Nun ist A(T) gemdf obiger Formel aber nur von T, abhdingig und man
kann N (T') so wdhlen, daf8 es eine Bijektion b : N (T,) — /\/(T) mittels

b(W.,,) = diag(l,_2, W,) gibt, so daf gilt A(T) = A(diag(l,—2,T,)). Man
sieht nun sofort, dafi A, n_1(diag(l,_2,T,)) = 4(2;( "+2A218_,+1(TV) und
so gilt auch:
s (V,T) = S8R Ay 1 oo (T) %
X Z ]S \On—1 (2) (J dzag(on—27T'Y[W“/]>7Y[diag(ln—27 tWﬁ/_l)])

W en(r,) ¥mn N -~ .

Yo Y,
:(tyC; y,y[twfyfﬁl])
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4.3 Riickfithrung von N, ,_1(T) auf Ny;(T,) fiir halb-
ganze symmetrische Matrizen T

0 757L71,n

Fir 0, # 7 = (%2 ") € Symp™1(2)" mit T, = (1,.,,, . ) €
) - 2 n,n

~ Enfl,n
Symy" (Z)* und W € N(T) gibt es ein 0, # T, = (gH,n ;{ ) € Sym>* (Z)
~ 2 n,n
mit TW] =T = (G2 *27) € Sympte=(Z)"
Wegen T' € Sym~0n-1(Z)* gilt also:

tn—l,n

tn-1n
by wn,i(wn—l,jT + W, jtnn)(87)

V1<i,j<n-—1): t~2‘,j =0 = wp_1,Wp;

Fiir den Fall i = j ergibt dies sofort:

(Vi<i<n-—1):t,; =0=wni(Wp1itn-1n + Wnitnn) (88)
Also gilt:
n— itn— n
(VISi<n=1): (o = 0)V (ty, = ———tt) (89)

Andererseits gilt wegen T € Symn/ol’”’z(Z) auch:

tn—l,n

th-1n
‘n=1n + wn,n(wn—l,jT —+ wn,]tn,n)(g(])

(VI<j<n=2):t;=0=wnpwn;=

Alle W € GL,{OI’"”(Z) sind in der Nebenklasse von 1nGLr{01'”’1(Z).
Wir untersuchen nun Matrizen W ¢ GLZ OLn=1(7), fiir welche es also ein
Te{l,...,n—1} gibt mit w, , # 0, woraus mit (88) folgt:

n—1,rbn—1,n
tn = _Wn-1rln-in (91)
Wy, +

Lemma 4.3.1 Fualls T von der Form (6) mit Rg(T) = 1 ist, dann enthdlt
N(T) ausschlieflich die Nebenklasse 1,GL% """ (Z).

Bew (th-1n=0Atyn #0)

Annahme — (3W e N(T)) - W & GLn/Ol’"’l(Z)
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=31<7<n-1):w,,#0

91)Atn_1.n=0
(O tom =0

Fir Rg(T) = 1 gilt aber notwendiger Weise t,,,, # 0.
= WWeNTD): 1<7<n—-1):w,, =0

= W e GL{ " (Z)

= (VW e N(T)): W € 1,GLZ """ (Z).

q.e.d.

Lemma 4.3.2 Falls T von der Form (6) mit Rg(T) = 2 ist, dann gibt es
2u jedem W € N(T) ein V., € GLy(Z) mit W € diag(1,_s, V,)GLi """ (Z)

Rg(T)=

Bew th—1n # 0

Fiir n=2 ist die Behauptung sofort klar. Sei nun n > 2, so kann man aufgrund
der Anmerkung in Definition 1.3.4 annehmen, daB jedes W € N(T) auch in
H;_, ist.

(ig) (Wpp—o =0) V (tyn = _“’nfl,n;?tnfl»n)

Wn,n—2
1. Fall — wy, 2 = 0O:

(87)/\:>(QO) (\V/l <1< 7’1,) . Ei,n—2 =0= wn,iwn—l,n—2tn—1,n

tn—1 n?ﬁo
= Wn,,;Wn—1,n—2 = 0

= (wn—l,n—2 = 0) \% ((\V/l << 7’1,) P Whi = 0)

WEGL(Z
€:> ® Wn—-1,n-2 = 0.

Fiir n > 3 ist also wy, ,—3 = 0. Aus den gleichen Griinden, nach

denen aus wy, ,—2 = 0 folgt w,_1 ,_2 = 0, ist nun auch wy,_1,_3 =

0. Somit hat man W € H"_, N GLi " (Z).
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2. Fall — wy,,—2 # 0: (also t,,,, = —w"’“%ﬁ"’“)

Wn,n—2
(87)A(90) . ~
= (\V/l <1< 7’1,) : ti,n—2 =0= tn—l,nwn—l,iwn,n—2

wnon-aly-1n 70 (V1<i<n):wy_1;=0=det(W)=0
Dies widerspricht aber der Tatsache, dal W € GL,(Z). Somit
gibt es kein solches W mit w,,_1 5,2 7# 0.

Wir haben also ein W € GLY %2n-2(7), welches wir in der Form W =
(o', ™3.) € GL ™" =(Z) mit W, € GLy (Z), Wy € My_55(Z) und W, €

02,n—2

G Ly(Z) schreiben. Wir definieren nun P := (W‘;l _W‘zlwﬁ) e GLy " (Z).

O2,n—2 12

Nun leistet V := WP = (1”*2 0”*2’2) das Gewdtinschte.

02,n72 WW
q.e.d.
Lemma 4.3.3 Seien W = (1(’)12;?72 On‘jﬁf),v = (1’6;172 0”;,?2) mit Vo, W, €
GLy(Z) und W € VGLZ """ (Z). Dann gilt:

W, e V,GL{ " (Z) (92)
Bew: Sei P = (];i; ﬁf) € GLn/Ol’"*l(Z) mit Py € M, _2(Z), Ps € M,,_22(Z),

Ps € My,_s(Z), P, € My(Z) und W = VP,
Dann gelten sofort P, = 1,,, P3 = 0,22, Ps = 09,2 und P, € GLy(Z). We-
gen P € GLT{OL””(Z) ist insbesonders p, ,_1 = 0, also auch P, € GL5 " (Z).

Die Behauptung folgt sofort aus W = (1’6;2”72 ?/: ;332).
q.e.d.

0 tnfl,n

Satz 4.3.4 Sei Symp""YZ)* 3 T = diag(0y,—2, T,) # 0, mit Ty == (v, .. ° )

= tn,n

fiir tn—1n,tnn € Z, so gibt es zu Ny, ,—1(T) ein dquivalentes No1(T,). D.h.
zu jedem N € N, ,_1(T) gibt es genau ein N, € Nyi(T,) mit T[N] =
diag(1,-2, T,[N,]).

Bew.: Wegen 4.3.1 und 4.3.2 wissen wir, da zu jedem N € N(T) ein
N, € GLy(Z) gibt, so daB N € diag(1,_o, N,)GL; """ (Z).

Wegen 4.3.3 konnen wir diag(1,_2, N,) aus den Nebenklassen

{diag(1,-2,U.) | U, € GLy(Z)/GLy * (Z) mit TIU] € Hy_,nSymy™(Z)°}

annehmen und uns somit auf ein entsprechendes Na(7,) zuriickziehen.
q.e.d.
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Anmerkung 4.3.5 Wir kénnen mit 4.3.4 ein Nebenklassensystem Ny, ,—1(T)
mit einem entsprechenden N5 (T,) identifizieren.

Genauso konnen wir einT € H?_,NSym, =1 (Z) mit einem T, € Symy " (Z)
identifizieren. Offensichtlich kann man firY = (Ya Yﬁ) und U = (1”*2 0”*2’2)

tYﬁ Y, 02,n—2 Uy
mit U, € Na1(T,) folgende Vereinfachung treffen: Y['U '] = (:;‘; v [tU}iﬁl]).
ad s
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4.4 Das System MN,;(7T,) fiir halbganze symmetrische
Matrizen T’

t
Lemma 4.4.1 SindT, = < goz gp ) mitg,t,p € Z, ggT (p,t) =1, Ryg(T,) #
2
0 und V, = (%) aus Nai(T), so gilt:
(vs

U3 V4

pt#0= ((13=0)V(lvs|=[t]) (93)
F=0= ;=0 (94)
p=0= (<U3 _0)v (v,y c ((1) é)GLQ/Ol(Z))) (95)

Bew: ad (93): Es sei also pt # 0.
Annahme — v3 # 0

B (p=-ntez) " ET w1

Wegen p # 0 ist auch vy # 0, womit mit (89) gilt: (vl = -3t € Z)

99T (p,t)=
7N (| vg)

q.e.d.
ad (94): vgl. 4.3.1.

ad (95): Es sei alsop=0At #0.

Annahme — v3 # 0
88) Ap=0AL£0
( )/\p:> e V1V3 = 0

=V, € GLy"(Z)

Es gibt also 0.B.d.A. ein d € Z, so dal V,, = (?Cll)

Wihle hierzu P := (01 _Ci) € GLz/Ol(Z), dann gilt: V, P = (? (1))
Damit ist V, € (?(l])GLQ/()l(Z). q.e.d.

q.e.d.

Anmerkung 4.4.2 Fiir Rg(T,) = 0 ist N' (T,) = GLy(Z)/GL5 " (Z). Aus
(94) und (95) folgt sofort, daﬂ]\/( y) firt =0 0.B.d.A. nur die Matriz 1,
bzw. firt#0Ap =0 o0.B.d.A. nur die Matrizen 15 und ( ) enthdlt. FEs
bleibt nur noch N (T.,) zu beschreiben fir pt # 0.
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Satz 4.4.3 Sei T, = ( gO% z}% ) mit t,p,g € Z \ {0} und ggT'(t,p) = 1.
Dann ist:
GLy(Z)/GLS*(Z) : Rg(T,) =0
Noa(T2) = {12} Ryg(T,) =1

(7)) =

Dabei wihle man im gegeben Fall mit b, d eine einzige der Lisungen fiir die
diophantischen Gleichung —px — ty = 1 aus.

Bew.: Die ersten zwei Fille folgen aus der vorherigen Anmerkung. Nun sei
also Rg(T,) = 2. Falls dabei pg = 0, so gilt wegen der Rangbedingung g # 0,
womit p = 0 und ¢t = 1. In der vorherigen Anmerkung wurde angegeben, daf3

die Losung in diesem Fall nur die Einheitsmatrix 15 und die Matrix ((1) é) =

( _tp 2 ) enthélt und somit der hier angegebenen Lésung entspricht.
Wir kénnen nun annehmen pt # 0 und Rg(T) = 2. Alle V,, € Ny1(T,) mit
vy = 0 sind durch 1, abgedeckt. Und somit sind die restlichen fiir v3 # 0
gemif (93) gekennzeichnet durch | ¢ |=| v |, womit vz € {—t,¢}.

Gemaf (91) ist nun auch vy = =22 also (vi,v3) € {(—=p, 1), (p, =)}

Beide Moglichkeiten fiir die erste Spalte lassen sich mit b,d € Z zu einer 2-
dimensionalen Modulmatrix ergénzen, so dafl gleichzeitig die diophantische
Gleichung —px — ty = 1 bzw. px + ty = 1 erfiillt ist. Fiir eine Losung (b,d)
der ersten Gleichung ist (-b,-d) Losung der zweiten. Wegen

-p b\ ([ p —b -1 0
(7a)=(n ) (0 5
sind dies modulo GL2/01 (Z) die gleichen Ergebnisse, wodurch man sich auf
die Ergebnisse der ersten Gleichung beschranken kann.
Aber bei festen (vy,vs) sind auch die verschiedenen Ergebnisse der ersten
Gleichung modulo GL3 °(Z) identisch. Eine Lésung der diophantischen
Gleichung —px — ty = 1 konstituiert also die neben 15 einzige weitere (ver-

schiedene) Losungsmatrix.
q.e.d.
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4.5 Der archimedische Anteil als konfluente hypergeo-

metrische Funktion
Lemma 4.5.1 Firt,v € Z mittv # 0 seien —5; =: p € Q, P := diag <1n_2, (;?)),
T := diag (On_g, (05)) und T = T['P] := diag (On_g, (%)) Dann gilt:

t

]Symn\mkl (]R) (J7 T7 Y) - [Symn\mkl (R

) (J, g Y[P‘1]> (96)

Bew.: Offensichtlich ist P~ = diag (1n_2, ( Lo )) und es gilt:

e(TX) = e (TX [P7'P]) = (T ['P] X [P7]) =¢ (TX [P7])  (97)

Die Matrizen X € Sym~%-1(Z) und X[P] unterscheiden sich nur in 3 Ein-
triagen, anstatt ,, ,—1 = ©,,—1., steht an den entsprechenden Stellen von X[P]
jeweils der Eintrag x,, ,—1+pxy , und statt z,_; ,—; = 0 steht p2$n7n+2zn_17n.

—

Es sei nun X[P] bis auf das (n — 1)-te Diagonalelement identisch mit X[P],
dort hingegen trage )?[F] den Wert Null. Dann gibt es offensichtlich ei-
ne Bijektion zwischen Sym ~%-1(R) und dem Raum der mittels der obigen
Operation gebildeten Matrizen )?[?] Nun gilt wegen (33), daf:

[ (e peviey (7)) () ax -

Symp "1 (R)[P)

_ / det <((Y[P—1])—1[X] +Y[PY) KO"; 1)})_86 (TX) dX(98)

Sym}onf1 (R)
da die Funktionaldeterminante gleich Eins ist.
Somit haben wir:

I, sonag (LTY)E [ 6, (X +iY)e (TX [P—l]) dX =
e s i®
Ymn

= [ det((YU[tPPTIX]+Y) [PH(ON)]) e (TX [P—1]> dX =

Symn """ (R)
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= [ da (P TXP YR (O] e (TX [P) dx =

Symn\0"71 (R)

= det(P)? f det (Y[P7)UX]+Y [P [(7H)]) e (TX) dX =
X7 Syma T R)(P)

D et (PN VTP [()]) e (TX) ax =

1
Sym}onf1 (R)

= / Gnrs (S, X +1Y[P7))e (TX) dX —

Oy
Sym, ! (R)

Lemma 4.5.2 Sei im Fall 1 = n — 1 die Matriz T € Sym»"-1(Z)* N
Symn/ol’m*l(Z)* und man definiere zu Y (1) := Y™ analog 2u (1.4.3) die
Matrizen Y (m). Dann gilt:

m_lf(s — mT—l) m—1 s ng
ISymn\O"’l(R) (LT.Y) = Vr ['(s) o] v =
J:
m—1 n n mgl_s
x / (ynn [ IROEED DD l’n,kxn,ly(m)k,l> X
j=1 k=m l=m

Rn—(m—1)

n—1 n
Xe (tnmxn,n + Z Qtimxi’n) H dz,, (99)
i=m H=m

Bew.: Durch Induktion. (I) m = 1:
Nach Definition gilt: ISym\O"*l(R)(J’ T,Y) =

= f € (TX) ¢n,n—1,s (J, X + ’LY) dX =

Symn " (R)

— f e (tn,nxn,n -+ %1 Qti,nxi,n) ((Y(l)[X])4 + yn,n)_s 1:2[ d(l]n’u =

Symn\on,l (®R) i=m p=m
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n n -$ n—1 n
= f (Z Z xn,kxn,ly(m)k,l + yn,n) € (tn,nxn,n + Z Qti,nxi,n) H dmn,,u

R \k=ml=m i=m p=m

Wegen /7 LI S_s ]:_[ y(j ) Tomsty gilt die Behauptung.

(IT) Es gelte die Behauptung fiir beliebiges, aber fixiertes 1 < m < n.
(III) m — m + 1: Nach (II) gilt: Isym\o"*l(z)(J’ T,Y) =

m—1T(s—"5 1) mot : s_j_erl "~
=V Hl y(4);. I el tanon + D2 2tin@in | ¥
j= Rn—(m—1) =m

k=m l=m

X <yn7nmlj11y( )i+ Z Z Ty T 1Y (1), ) H dn, =

tn,m= m— s—M m=1 J+1
tn,goﬁ 1T(s—="57) — Hy() nnllfnn+ Z 2tmxm>x

(m 1) i=m-+1

m—1 n n
X <yn,n H y(])],]+ Z Z xn,kzn,ly( )k,l) H dznu
j=1 k=m l=m

p=m

m—1T(s—2 71) m—1 . S_LQFl n—1
= \/’ 71"(3 1:[1 y(])j,j if , (& tn,nilfn,n + ~_Z_,’_1 Qti,nxi,n X

71

X (ximoz + 2In7mﬁ + ’7) H dxn,u

pu=m

n

Mit « := y(m)m,m > 07 ﬁ = Z xn,ly(m>m,l und

l=m+1
m—1 n n
Vi=Ynn [T y0)ii+ 22 22 Zas@uiy(meg
j=1 k=m+1l=m+1

Nach (78) gilt nun: ]Symn\o"*l(R)(J’ T)Y) =

m—1T(s—"5 Ly m-l . s—j—;rl n—1
_\/7 T'(s) H y(])jJ f € tn,nxn,n‘l’ Z 2ti,nxi7n X

7j=1 Rn—(m) i=m-+1
T(s—m g_m=1_ 1_(g_m=1 n
VR ¢ oy = )T T dn

m—+1 'u':m+1

:y(m)m,m
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m I'(s— uc ‘s—%% n-l
= \/7 1"(3 H y(])j,j f € tn,nzn,n + Z Qti,nzi,n X
x(ay =227 [ du,,
p=m+1

Mit % —(s— m?_l) = 2 — s bleibt zu zeigen, daB ary — 6% > 0 mit dem Wert:

Yn ITYG)i+ D D0 TupZugy(m + 1y
7j=1 k=m+1Il=m+1
Nun gilt aber: ay — 3 =

n

= ) <yn,nj1jfy<j>j,j+ > % xn,kxn,mm)k,z)—( 5 sy ) =

k=m+1l=m+1 I=m+1
= Yn, H y(])]] + Z Z T, kTn,l (y(m )mvmy(m)hl - y(m)m,ly(m)mvk)z
7j=1 k=m+1Il=m+1 ~~
=y(m+1)g,
=Yun [[V0)i5+ 22 D0 TapZuy(m—+ 1) > 0.
7j=1 k=m+1Il=m+1

q.e.d.

Korollar 4.5.3 Firt e R\ {0} sei T := diag(0,,-1,t). Dann gilt:

n— r -
Lypson sy (1Y) = VA )
& <yn7nP;(Y(1)),t,s— ";1,5— ";1) (100)

mit T = 7(1) + 7(2) und 7 wie folgt:

2 n— _1 n— _1
(1) = <s -5 4o (") g 5 + 200"t s) g nT - S>101)

— (nz_: 9li=3)(s=%5+) Z 2U=3) ).0,0 0) (102)

j=n—1

n—1 n—1
7= (1 —n Ty =2t Y 20,1, —1) (103)
j=3

j=n—1
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99) n-1T(s—nzl) "ol e i
Bew.: [Symn\O7L71(Z) (J’ T, Y) - ﬁ F(32 ]’1;[1 y(])jJ * X
n—1 ngl_s
X [e(txnn) (ynn ITv(5);,+ xiny(n)nn> AT =
R j=1
n—1T(s— "51) %—s n—l . 5—%
= n—1
n—1 T—S
Yn,n _Hl y(3)j.4 )
- J= J—
X ]R[ € (tl'n,n) y(M)nm + l'nm dzn,n =
n—lF(s—"Tﬂ) %—s n-l . 5—%
=T o Y (M) 1:[1 y(d); ° x
= n—1
n—1 ] 5 S
X f € (txn,n) — ‘l‘l’in d{lfn’n
R y(n)n,n ’
D e Y ——
>0
0 w6)
n—1T S_nfl D—S n—1 ) S—M Yn,n 1 Y(J)j,g . -
= V7 (F(s)2 )y(”)n,%z Hly(])j,j S| W,t,s - Tl,s — Tl
]:
n-1_ nl s—dt1
Bleibt zu zeigen, daf Pr(Y(1)) = y(n)uh  [[ y(j);; > und Px(Y(1)) =
j=1
éﬁly(j)j,j
Jj=1
y(n)n,n :
Fiir erstere gilt nach (19):
n—1 n—1 j+1

y(”)TL,Tn_S [1 y(])j,;T = P2(n_3).(”*1_5) .’20.(721_5

j=1

A 0,
(TL72)xg("*275p‘aflten7-‘).(igilis>
i W ()
X 1)~ | | | :
o S QUI) |  o0 () o o)
(13)2(14)13(571,5*%,0.4.,0)(Y(l)) (jiz)Xz(j*275p‘a,lten7u)-(57L42i) ——

=P

(o120 (P 0) g om0 (2720 yo-9 (27 e) | 0 (2 9) gna
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n—1

X P i Y (1 P . j+1 j¥1 Y (1)) =
[P0 00 QOO TIP oo osg) ooy o (V1)

(i—1)x0 g (n—1i)x0 . (nt2)x0
(0,0 57%,67% ..... 57% 0)(Y(1))
- P n— n— Y 1
(s 2+2(n 3) (‘27176) §_i_2(7l—4)»(ﬁ2f175>7 ’s_%+20-(ﬁ2—1 >,S—%,n21—s)( ( )zx
=P 1)(Y((1))
n—1
X ]1;[ P(Z(] 3)~(sf%—l)’ 720 (57#)707 . 0)(Y(1)) - PT(I)(Y((:[))X
(n+2—7)x0
P... . . j et j Y (1)) = Py (Y ((1
(Z;Z(]iw(s*%r_l),...,‘ 2112(]3)(53_45_1)707070)( ( )) (1+ (2)( (( ))
Jj= j=n—
=P, (Y (1)
Fiir letzteres gilt gemf (18):
n—1
1 jl;[S P( 2j_3, ce 20 01,0,. .., 0)(Y(1))
jl;ll y(])],] . 1 2 (j72)><2j72fspaltenr.) (n—j)%x0
y(M)n.n _y( )1,1y( )2,2 P n_3 0 )
¢ 2" 0,27 o

(n—2) won—2—Spaltenr.)

n—1
P gi=s 90 g )

(j72)><2j7275paltenru) (n+2—3)%0

= y(11y?2)22  Poot,.1-nY(1)—— = 5 Z0)
— ¢ 2" ,...,2 ,0,0)

(13)A(14)

——_— ——
P(l,l,(),H.,O)(Y(l)) (n72)x2n7275’paltenr4)

=Pu,.1-n(Y(1)P (Y(1)) =

n—1 n—1
(_Qn—2+ Z 273 .., =214 Z 2]‘73’_207070)
j=3

j=n—1
- o ()
1-2n=24 3 24-3  1-214 2i-31 — 2V 1,1
( z, > —— )

q.e.d.
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Satz 4.5.4 Fiirt € R\ {0} sei T := diag (0p—2, () o)) Dann gilt:

n—lF(S _ n_—l)

5 Po,..0s-m0(Y(1))

X
P(S) P(O ..... 0,3—%,0)(Y(1)[Vn,n—l])
 P(Y(1)Po.oro(Y(1 _ -

<6, (y, (Y(1))Po,..01,0(Y( )),2t,s—n 1,3— n 1)104)
Po....01,0(Y (1)[Van-]) 2 2

Hier sind 7 und T gemdfl (100) definiert.

P (Y (1))

Iy, ons g (LTY) = /7

n

(99)  n—2D(s—"52) P s i
Bew.: I oy, (4T,Y) 2 7 jljly(J)j,j Rf e (2@nn_1) X

n—2 n n IR
X (yn,n H y(.j>j,j + Z Z xn,kxn,ly(n - 1)k,l> dmn,n—ldxn,n =
j=1

k=n—11l=n—1
(78) n—1D(s—nzly N2 g itl g_n=2_ 1 (g n=2
B ot (I‘(s)2 ) Hl y(j)j,j 2 f€(2t$n,n—1)0& 221 (ay _52)2 (s—"3 )dxn,n—l
Jj= R
n—2
dabeisind a = y(n—1)p,n > 0, 8 = y(n—1)npn-1Znn—1 und vy = yn, [] y(5);,;+
j=1

y(n — 1)n—1,n—1x%,n—1-
Es gilt nun: ay — 3* =

n—2
= yn,ny(n_l)n,n H y(j)j7j+xi,n—l (y(n - l)n,ny(n - 1)n—1,n—1 - y(n - 1)i,n—l)
el /,

J ~~

=y(n)n,n
n—2
- yn,ny(n - l)n,n Hl y(j)j,j + xi,n—ly(n)n,n >0
]:
. . n—1 F(s—%) n-2 . 8—%
Somit haben wir: [symn\o"*l(Z) (J,T,Y)=+/7 T05) ]1;[1 y(i)y ° X
nfl_s
e_n n—2
x [e(2trnn 1) y(n—1)nn’ | Ynny(n = Vpn TT 95 + 25 1 y(0)nm Ay o1 =
i=1
R ! >0
n—-1__n—2 Jt1

n—1T(s—2=L s—2 —s Lg—dtd
= VA e = Dnaty)ed T v, 7 %
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n—2 nT_s
Ynny (= Vnp [T y(K)r i
k=1 2
X [ e(2tw, o1 4z ATy -1
R/ ( n,n ) y(n)n’n n,n—1 n,n
yn,ny(nfl)n,nibﬁzy(j)j}j
=& o 2tnn-1,8= "5t s =5t

n—1__ j+1 s—

n—2
. s—2 s NS—IT= (n=1),_{ n_
Es gilt: y(n — 1)na*y(n)nk Hly(J)j,j P =P(Y(1) et =

j=
(19) Plo,..0,5-.0) (Y (1)
= PV (D)) g, 0@

y(n—1)n,n nﬁ2 y(5)4.5

. Pl n—1 n,n
Genauso gilt: y(n)]n; = P%(Y(l))—y(ﬁfnnzlﬁn,l -
) 5

3 Po,...0,1,00Y (1))
T(Y(l)) Po,...,0,1,0) Y () [Vi,n—1])

q.e.d.

76
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4.6 Zusammenfassung

Die Fourierkoeffizienten «, ,—1+(7,Y") sind somit bestimmt. Wegen Korol-
lar 2.4.2 gilt fiir Koeffizientenmatrizen, welche nicht mittels unimodularer
Ahnlichkeitstransformation auf die Form (6) gebracht werden kénnen (also
insbesondere wenn Rg(T") > 2), dafl o, ,,—1,4(T,Y)=0.

Fiir die restlichen Matrizen gibt es nun aber ein U € GL,(Z), so daf§ T[U]
in der Standardform (6) vorliegt. Wegen (48) kann man aber 0.B.d.A. davon
ausgehen, da8 T" bereits in Standardform (6) ist.

Beziiglich dieser Form mufl man nun die verschiedenen Rénge von T unter-
scheiden. Bei einem Nullrang gilt mit Satz 4.1.2:

@ (Z (Y~hs) + det(Y)%Z (Y, 5 — g) fn,n—l,s)

Hier kommt neben der Riemannschen Zetafunktion ((s), der Epsteinschen
Zetafunktion Z(Y,s) auch der in (83) definierte Faktor f,,_1. vor, welcher
ein Produkt aus m7— Potenzen sowie aus Gammafaktoren ist.

Ausgehend von der Funktionalgleichung der Epsteinschen Zetafunktion und
der Funktion A(s) := 7~°I'(s)((2s) konnten wir fiir den nullten Fourierkoef-

fizienten in (84) folgende Funktionalgleichung formulieren:
A(S)an,n—l,s(ona Y) = A(?’L - S)an,n—l,n—s(ona Y)

Fiir die anderen Fourierkoeffizienten ist dies nicht explizit gelungen. Aber wir
konnen sie auch in Funktionen ausdriicken, welche selbst wiederum Funktio-
nalgleichungen erfiillen, so daf sich in der Gesamtheit die in [20] formulierte
Funktionalgleichung A(s)E,, ,—1(Z,s) = A(n — s)E, ,—1(Z, s) ergeben sollte.
Bei der Darstellung der anderen Fourierkoeffizienten beriicksichtigen wir, daf3
man von Koeffizientenmatrizen 7' (vom Rang Eins oder Zwei) ausgehen kann,
welche von folgender Form sind:

an,n—l,s(ona Y) =

O2r—n, O2r—n,%(n—r)
T = O2(n—r),2r—n (g% gp )
:T’y

wobei fiir die ganzen Zahlen p, t, g folgende Einschrinkungen gelten: g # 0,
99T (t,p) = 1 und auBlerdem sollen nicht gleichzeitig ¢ und p den Wert Null
haben. Fiir dieser Matrix 7" gilt geméf (86):

Oén,n—l,s(T, Y) — M «

¢(29)
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0, —1, _
x D Lgyminor ) (( 10, )7T[W]7Y[tW 1])
T)

WeN (

Mit Anmerkung 4.3.5 zusammen mit Satz 4.4.3 ergibt dies sofort folgenden
Satz, mit dem alle ausstehenden Koeffizienten des Falles » = n — 1 berechnet
werden kénnen:

gt
U
t
< 9

Satz 4.6.1 Sei T' wie oben mit T, = <
Dann gilt:

), g # 0 und ggT'(t,p) = 1.

Ann1o(T,Y) = C(25) L0_0s(9) (szmn\on,l o (LT )+

; }) (105)

Dabei seien W = diag ((1n_2, (_tp Z))), wobei (Z) eine unimodulare Erginzung
von (_tp) darstellt.

0 . Rg(T)
YT Sons gy (LTIWLY W) : Ry(T)

Symy, R)

Den Wert von [ Sym o1 () (T,Y) fir Rg(T) = 1 berechnet man anhand

der Formel (100). Fir Rg(7) = 2 kann man im Fall p = 0 die Werte
Ly nonmt gy (T,Y) und Ly onmt gy (J,TIW],Y[*'W~1]) sofort durch (104)
explizit ausrechnen, sonst mufl man diese Integrale mittels Lemma 4.5.1 erst
geeignet umformen, um dann das Ergebnis mittels (104) zu ermitteln.

In jedem dieser Félle kann man die archimedischen Anteile ausdriicken durch
ein Produkt aus m—Potenzen, Gammafaktoren, einer vom Y-Wert abhéngi-

gen Konstanten und einer konfluenten hypergeometrischen Funktion.



LITERATUR 79

Literatur

[1] ANDRIANOV, A. N.: Euler Products Corresponding to Siegel Modular
Forms of Genus 2, Russian Math. Surveys 29:3, 1974, p. 45-110.

[2] ANDRIANOV, A. N.; KALININ, V.L. : On the Analytic Properties of
Standart Zeta Functions of Siegel Modular Forms, Math. USSR Sbornik,
Vol. 35, 1979, p. 1-17.

[3] BOCHERER, Siegfried: Uber das Verhalten der Fourierentwicklung bei
Liftung von Modulfunktionen, Dissertation, Freiburg, 1982.

[4) BOCHERER, Siegfried: Uber gewisse Siegelsche Modulformen zweiten
Grades, Mathematische Annalen 261, 1982, p. 23-41.

[5] BOCHERER, Siegfried: Uber die Fourier-Jacobi-Entwicklung Siegel-
scher Eisensteinreihen, Math. Zeitschrift, 183, 1983, p. 21-46.

(6] BOCHERER, Siegfried: Uber die Funktionalgleichung automorpher L-
Funktionen zur Siegelschen Modulgruppe, Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik, Band 362, 1985, p. 146-168.

[7] BOCHERER, Siegfried: Ein Rationalitéitssatz fiir formale Heckereihen
zur Siegelschen Modulgruppe, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 56,
1986, p. 35-47.

[8] BOCHERER, Siegfried; SCHULZE-PILLOT, R.: On the theorem of
Waldspurger and on Eisenstein series of Klingen type, Mathematische
Annalen 228,1990, p. 361-388.

[9] CHRISTIAN, Ulrich: Siegelsche Modulfunktionen, Vorlesungsskript, 2.
Auflage, Mathematische Fakultidt der Universitiat Gottingen, 1980.

[10] FREITAG, Eberhard: Siegelsche Modulformen, Springer Verlag, 1983.
[11] GANTMACHER, Felix : Matrizentheorie, Springer Verlag, 1986.

[12] HUA, L.K.: Harmonic Analysis of Functions of Several Complex Varia-
bles in the Classical Domains, Translations of Mathematical Monogra-
phs Vol. 6, American Mathematical Society, Providence RI, 1963.



LITERATUR 80

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]
[25]

[20]

KITAOKA, Yoshiyuki: Modular Forms Of Degree n And Representation
By Quadratic Forms, Nagoya Math. J., Vol. 74, 1979, p. 95-122.

KITAOKA, Yoshiyuki: A Note on Local Densities of Quadratic Forms,
Nagoya Math. J., Vol. 92, 1979, p. 145-152.

KITAOKA, Yoshiyuki: A Note On Klingen s Eisenstein Series, Abh.
Math. Sem. Univ. Hamburg Vol. 60, 1990, p. 95-114.

KLINGEN, Helmut: Zum Darstellungssatz Fiir Siegelsche Modulfor-
men, Math. Zeitschrift, Vol. 102, 1967, p. 30-43.

KLINGEN, Helmut: Introductory lectures on Siegel modular forms,
Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

KOBLITZ, Neal: Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms,
Springer Verlag, 2. Auflage, 1993.

KOHNEN, W; SKORUPPA, N.P.: A Certain Dirichlet Series Attached
To Siegel Modul Form Of Degree Two, Invent. Math. Vol. 95, 1989,
p.541-558.

KRIEG, Alois: A Dirichlet for Modular Form Of Degree n, Acta ARITH-
METICA Vol. LIX.3, 1991, p.243-259.

LANGLANDS, R.P.: On the functional equations satisfied by the Ei-
senstein Series, Lecture Notes 544, Springer, 1976.

LORENZ, Falko: Lineare Algebra I, B-I Wissenschaftsverlag, 2. Auflage,
1989.

MAASS, H.: Siegel “s modular forms and Dirichlet series, Lecture Notes
in Mathematics, Vol. 216, Springer, 1971.

MIYAKE, Toshitsune: Modular Forms, Springer Verlag, 1989.

MIZUMQOTO, Shin-ichiro: Fourier Coefficients of General Eisenstein se-
ries of degree two, I, Inventiones mathematicae 65, 1981, p. 115-135.

MIZUMQOTO, Shin-ichiro: Eisenstein series for Siegel modular groups,
Mathematische Annalen 297, 1993, p. 581-625.



LITERATUR 81

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

NEUKIRCH, Jiirgen: Algebraische Zahlentheorie, Springer Verlag,
1992.

NEWMAN, Morris: Integral Matrices, Pure und Applied Mathema-
tics” Vol. 45, American Press, New York, London, 1972.

LANG, Serge: Introduction to Modular Forms, Springer Verlag, 2.
Druck, 1995.

SERRE, Jean-Pierre: A Course in Arithmetic, Springer Verlag, 4.
Druck, 1993.

SHIMURA, Goro: Confluent Hypergeometric Functions on Tube Do-
main, Math. Analen, 260, p. 269-302.

TERRAS, Audrey: Harmonic Analysis on Symmetric Spaces and App-
lications I, Springer Verlag, 1985.

YAMAZAKI, Tadashi: Ranking-Selberg Method for Siegel Cusp Forms,
Nagoya Math. J., Vol. 120, 1990, p. 35-49.

ZAGIER, Don Bernard: Zetafunktionen und quadratische Korper,
Springer Verlag, 1981.



