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Resumo: Neste artigo, apresenta-se uma proposta para uma sequéncia de
aprendizagem do algoritmo da multiplicagao no 1.2 Ciclo do Ensino Bdsico,
destacando-se diversos pormenores de ordem diddtica inspirados no Singapore
Math.

Palavras-chave: algoritmo da multiplicagao, 1.° Ciclo do Ensino Bésico.

Introducao

A Figura [ retirada de um manual escolar do 1.2 Ciclo do Ensino Bésico,
mostra uma abordagem tipica relativa ao ensino do algoritmo da multiplicagao,
alids comum ao ensino dos algoritmos das restantes trés operacoes aritméticas.
Trata-se de uma abordagem de teor procedimental, com énfase numa estratégia
de instrucdo e nao de compreensao; instrucao é o que acontece, por exemplo,
quando aprendemos a fazer uma receita, com ajuda das indicagoes apresentadas
num livro (aprendemos a receita, mas nao necessariamente o porqué da relagao
entre as quantidades dos ingredientes nem o porqué da sequéncia de etapas
apresentadas; e, se assim o for, numa préxima oportunidade, se ndo tivermos
o livro por perto e nos esquecermos de uma determinada indicacao da receita,
certamente ficaremos em apuros); aprendizagem com compreensdo é algo
diferente; uma abordagem com teor conceptual permite recuperar informagao
perdida, precisamente porque se domina o porqué dos conceitos e procedimentos.

Neste contexto, o professor deve procurar promover nos seus alunos uma
aprendizagem com compreensao: com ajuda do professor, os alunos devem
ser estimulados a explorarem conceitos e procedimentos, compreendendo os
principios estruturais que estao na sua base. Os estudos provenientes das
neurociéncias cognitivas apontam precisamente para a ideia de que uma
aprendizagem com compreensao conduz a uma aprendizagem duradoura [14].
Desta forma, a relagdo professor/aluno deve ir muito além de uma mera relagao
instrutor/instruendo. O foco do autor de um livro de receitas ou de uma
instituigio acreditada para fornecer cartas de condugéo é o saber fazer (saber
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20 ALGORITMO DA MULTIPLICAGAO

executar uma receita ou saber conduzir); ji o foco da Escola deve ser o
conhecimento com compreensio (ndo sé saber fazer, mas também saber o porqué).
H4 muitas perguntas que comegam com “como” (como se pode fazer isto?),
mas também ha muitas perguntas que comecam com “por que” (por que razio
é que se faz assim?). As respostas as perguntas do segundo tipo tendem a
ser mais dificeis e sofisticadas, mas, ao mesmo tempo, sdo mais interessantes
e estimulantes. A Escola, por exceléncia, deve procurar dar resposta a estas
perguntas, promovendo assim aprendizagens com compreensao e duradouras.

Naturalmente, um algoritmo, pela sua natureza, apresenta uma componente
procedimental. Mas, paralelamente, pode e deve ser compreendido; é possivel,
ao mesmo tempo, saber fazer e saber o porqué daquilo que se faz. Uma coisa
potencia a outra; uma pessoa faz melhor quando percebe aquilo que esta a
fazer e percebe melhor o que estd a fazer quando faz varias vezes. Infelizmente,
o exemplo da Figura com apelo ao verbo “fixar”, é comum nos manuais
escolares.

2 - Ajuda o Rui a fazer esta operagao:

2.5 —> ordens decimais
x 4 — ordem decimal
10_8 i
+ 7 2+1=3

Ea 3 ordens decimais

Na multiplicagao de nlimeros decimais, multiplicam-se os numeros

como se fossem nimeros inteiros. Depois, adicionam-se as casas
ﬂ 3' decimais dos dois factores e separa-se 0 mesmo nimero de casas

decimais no produto.

Figura 1: Regra do posicionamento da virgula no contexto do algoritmo da
multiplicacdo com dizimas finitas.

Optamos por nao referenciar o manual em causa, uma vez que o nosso objetivo
neste artigo nao € criticar manuais. Constatamos apenas que, nos casos em que
os algoritmos apresentam alguma sofisticagao, é muito comum haver apenas
uma preocupacao com o procedimento, ou seja, com a “regra” ou “receita”’. Na
verdade, ninguém gosta daquilo que nao compreende. Entender a Matematica
como um livro de receitas, aridas e sem significado, pode constituir um fator
decisivo para a desmotivacao e o insucesso escolar nesta area disciplinar.

Uma questao fundamental é saber o porqué da regra exposta na Figura[ll Ao
mesmo tempo, é preciso saber o que significa uma multiplicagao deste tipo,
quando é que esta surge no quotidiano e como é que o algoritmo se organiza em
passos mais simples. Esta 1iltima questao permite identificar e ordenar assuntos
prévios. Sé assim se pode pensar numa didédtica adequada as faixas etarias em
causa. O propdsito deste artigo é exatamente analisar estas questoes.
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1 Multiplicacao de numeros naturais: sentido
aditivo e propriedade comutativa

Na Figura [2| apresentam-se dois exemplos de aplicagao do sentido aditivo da
multiplicagdo. Na alinea (a), a expressdo 4 x 6 representa quatro repeticoes de
seis patas, ou seja,

4x6=6+6+6+6=24.

J4 na alinea (b), a expressdo 6 X 4 representa seis repeticoes de quatro patas,
isto é,
6x4d=4+44+4+4+4+4=24.

O produto 4 x 6 é igual ao produto 6 x4 (ambos sdo iguais a 24) — a multiplicagdo
goza da propriedade comutativa. No entanto, as situagoes concretas em que se
usam estas operacoes podem ser diferentes. Tal facto acontece devido aos papéis
do multiplicador e do multiplicando. O sentido aditivo da multiplicagao aplica-se
em situagoes concretas quando temos um certo nimero de grupos iguais, ou
seja, de grupos com o mesmo nimero de elementos. O multiplicador (fator da
esquerda) indica o ntimero de grupos e o multiplicando (fator da direita) indica
o ntmero de elementos de cada grupo. A Figura 2] ilustra isso mesmo.

(@

Figura 2: Multiplicador e multiplicando.

Em a), sendo o objetivo determinar o total de patas das 4 abelhas, o cdlculo
adequado é 4 x 6 patas = 24 patas. H4 4 abelhas, cada abelha tem 6 patas;
no total, ha 24 patas. Dos trés nimeros envolvidos, 6 e 24 traduzem nimeros
de patas, mas 4 nao traduz um ndmero de patas, mas sim um numero de
grupos. Ha 4 grupos de 6 patas (neste caso, 4 abelhas); o 4 é o multiplicador
(ntimero de grupos) e o 6 é o multiplicando (ntimero de patas em cada grupo).
O multiplicador atua sobre o multiplicando, copiando-o (da mesma forma que
o explicador explica ao explicando, o educador educa o educando, o replicador
replica o replicado). Quando se pensa no caso concreto (abelhas com patas), no
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22 ALGORITMO DA MULTIPLICAGAO

produto 4 x 6, os fatores ndo desempenham o mesmo papel (6 sdo patas, mas 4
nao sao).

Em b), sendo o objetivo determinar o total de patas dos 6 sapos, o cdlculo
adequado é 6 x 4 patas = 24 patas. Ha 6 sapos, cada sapo tem 4 patas; no
total, ha 24 patas. O resultado é o mesmo, mas a situacao é diferente; desta
vez, 6 é o multiplicador (ntimero de grupos) e o 4 é o multiplicando (nimero
de patas em cada grupo). Pensando em organizagOes concretas, uma coisa é
ter grupos de seis, outra coisa é ter seis grupos. Como se ird ver mais a frente,
esta ideia simples talvez seja a mais importante para se perceber o algoritmo
da multiplicagdo em toda a sua plenitude. A Figura [2| retirada de [7], é um
maravilhoso exemplo de clareza conceptual.

Numa fase inicial, é importante explorar uma diversidade de situagoes concretas
envolvendo o sentido aditivo da multiplicacao, a sua propriedade comutativa e
os papéis desempenhados pelo multiplicador e pelo multiplicando. Em [I], os
autores apresentam uma série de propostas de tarefas, com o devido faseamento,
abrangendo tdpicos normalmente explorados no 2.2 ano de escolaridade, ano em
que a operacao multiplicagao é introduzida de acordo com o curriculo portugués
atual [II]. Alguns recursos diddticos também séo explorados em [6].

2 Algoritmo com nimeros naturais: grupos de
dezenas e dezenas de grupos

Consideremos agora as seguintes situagoes: a) A Maria tem uma quantia trés
vez maior do que dez euros; b) A Joana tem uma quantia dez vezes maior
do que trés euros. A primeira situagdo aponta para o produto 3 x 10 euros
e a segunda situacao aponta para o produto 10 x 3 euros. Mais uma vez, as
situacoes sao diferentes. A primeira situagao diz respeito a 3 grupos de 1 dezena
de euros (grupos de dezenas) e a segunda situagio diz respeito a 10 grupos de
3 euros (dezenas de grupos). Na primeira, o niimero 10 desempenha o papel de
multiplicando e corresponde a uma quantia em euros; na segunda, o nimero 10
desempenha o papel de multiplicador e ja nao corresponde a uma quantia em
euros. Por serem situagoes diferentes, devemos pensar em diddticas diferentes.

Vamos comecar pela primeira situagao, respeitante a grupos de dezenas. E
importante observar o facto simples de, estando-se a copiar dezenas, o resultado
vir expresso em dezenas. Trés grupos de uma dezena sao trés dezenas, assim
como trés grupos de duas dezenas sao seis dezenas, trés grupos de trés dezenas
sao nove dezenas, etc. Quando se copiam coelhos, obtém-se coelhos; quando
se copiam bananas, obtém-se bananas; quando se copiam unidades, obtém-se
unidades; quando se copiam dezenas, obtém-se dezenas. O mesmo acontece
com centenas, unidades de milhar, décimos, centésimos, televisoes, martelos ou
bolos. Nesta primeira situagao, hd uma manutencao da natureza. Sendo
assim, as duas expressoes seguintes sao analogas e explicam a razao para so se
ter de pensar na multiplicacao dos algarismos significativos. O zero desempenha
o papel de “marca-lugar”, pois indica que a ordem numérica do algarismo
significativo é a das dezenas. O zero pode ser substituido por uma palavra.
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3x10=30
3 x 1 dezena = 3 dezenas

As duas expressoes seguintes também séo anélogas.

3 x 20 =60
3 x 2 dezenas = 6 dezenas

A Figura [3] traduz a ideia de manutengao da natureza. A Figura [d] retirada
de [8] (traduzida para portugués), ilustra o mesmo, estendendo a ideia também
para grupos de centenas.

3
=

Figura 3: Grupos de dezenas.

6 Multiplicando Unidades, Dezenas e Centenas

@000 S 4 unidaces - 12 unidades
QOO
0000

3x4=12

+++- SR
®DEeG®

3x40= 1

Multiplica 3 por 4 centenas:
3 x 4 centenas = 12 centenas

00066
@ @ @ @
®966

3x400= [

40 400
% 3 X 3
12 120 1200

X
w s

12 unidades 12 dezenas 12 centenas

Figura 4: Grupos de unidades, grupos de dezenas, grupos de centenas.
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A manutencao da natureza é muito visivel em multiplica¢oes cujo multiplicador
tem apenas um algarismo. Por exemplo, considere-se 2 x 34. O sistema decimal
posicional determina que o numero 34 sdao 4 unidades e 3 dezenas, isto é,
34 = 4+ 30. Sendo assim, 2 x 34 é o mesmo que 2 X (4 + 30). Tendo em
conta esta decomposicao, a propriedade distributiva, tal como o nome indica,
permite distribuir a multiplicagdo, ou seja, 2 x (4 + 30) = 2 x 4 4+ 2 x 30;
copiam-se primeiro as unidades e, depois, copiam-se as dezenas. As cépias de
dezenas seguem a ideia de manutencao de natureza ja explicada; para determinar
2 x 30, basta determinar 2 X 3 = 6 e nao esquecer que o resultado sao dezenas.
A Figura retirada de [2], ilustra uma forma de, a partir de um caso concreto,
mostrar a propriedade distributiva a alunos do 3.2 ano de escolaridade.

Algoritmo da multiplicacao - sem composicao, Depois, duplicam-se as dezenas.
multiplicador com um algarismo

. I,

Observa como se pode duplicar uma guantia de 34€.

1080 ‘”: o Vor Yar
- : b4
Y9

P 2x30 = 2x3dezenas = 6dezenas = 60

N

. 60+8 =168
B68€ é o dobro da quantia inicial.

2 x 4 unidades = 8 unidades

Figura 5: Propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a adicao.

A Figura@, retirada de [3], mostra dois modelos que podem ser usados antes de
abordar a organizacao vertical classica do algoritmo.

3 x32
3 copias de 2 unidades sao 6 unidades.

3 copias de 3 dezenas sao g dezenas.

6 + 90 - %
3x32-_%

2x43-2x_ 3 +2x 40 - 68

Figura 6: Propriedade distributiva — dois modelos.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 14, pp. 19-46



CARVALHO, SANTOS & TEIXEIRA 25

A Figura retirada de [9], ilustra um exemplo com o esquema da multiplicacao,
uma representagao esquematica seguindo a mesma estratégia de aplicacao da
propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adigao.

10 4

8
20 8 2, o
C—

Figura 7: Esquema da multiplicacao para calcular 2 x 14.

Quanto a organizacao vertical cldssica do algoritmo, no que diz respeito a
multiplicadores com um algarismo, hd um alinhamento perfeito entre as ordens
numeéricas do multiplicando e do resultado da multiplicagao. Um céalculo como
3 x 312 é obtido através de 3 x 2 unidades + 3 x 1 dezena + 3 X 3 centenas
(Figura[g). O alinhamento perfeito traduz a manutencao das naturezas.

c [ pJ]u
3 |1 |2
9 [43 [v6

Figura 8: Organizagao vertical — multiplicador com um algarismo.

A Figura @] mostra um modelo que pode ser usado nesta fase inicial (retirado
de [3], também utilizado em [I2]). Lado a lado, mostram-se um procedimento
menos expedito e um procedimento mais expedito. A ideia de mostrar um
procedimento menos expedito consiste em reforcar a ideia de que 3 x 3 diz
respeito a 3 x 3 dezenas, ou seja, a 3 x 30. No modelo menos expedito, a
escrita lateral dos significados das parcelas e respetiva soma (o resultado final
da multiplicagdo) também procura ajudar a compreensao.

D U D U
@) @)

D
wrifto

1

3

3x1=3
+[ 8] 0] sx30-90

o =T =1 |I€

Figura 9: A esquerda, o modelo nao expedito; a direita, o modelo expedito.
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A Figura [10] mostra mais um exemplo, desta vez retirado de [9].

:D'u'
12

X 3 | D U
' VD}:-SXZ _ 1 2
+ [ ][]« 3x10 | [x] |3
L[]« Bx12 7 (0]

Figura 10: A esquerda, o modelo nao expedito; a direita, o modelo expedito.

Ainda relativamente ao caso em que o multiplicador tem um algarismo, pode

dar-se o caso de a multiplicagao exigir composi¢do. Os modelos a utilizar podem

ser muito semelhantes. A Figura ilustra o modelo expedito/néo expedito

para o caso da multiplicagdo com composicao (retirado de [3], também utilizado
m [12]). Na Figura [12] apresenta-se um segundo exemplo retirado de [9].

C DU C DU
O 6 5 O 6 5
s 5 b 5
215 [3]2]5]
+[3Jo]o
O 3[2]5 O

Figura 11: Multiplicagao com composicao: a esquerda, o modelo nao expedito;
a direita, o modelo expedito.

D U

X

3 |
L] e 3xa | 1 4
+ ][] «laxn0 | X 3
LIl ] «l3x14 HE N

Figura 12: Multiplicagao com composicao: a esquerda, o modelo nao expedito;
a direita, o modelo expedito.
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A Figura retirada de [2], ilustra uma forma de, a partir de um caso concreto
com dinheiro, mostrar uma situagao que envolve composicao de ordens a alunos
do 3.2 ano de escolaridade. Tal como anteriormente, as unidades representam-se
por moedas de 1 euro e as dezenas por notas de 10 euros.

Algoritmo da multiplicagao - com composigao, ~ =M segundo lugar, compde-se uma dezena.

multiplicador com um algarismo

=
(vames spncer e i Y S ]
T ) 1082 iy,
Observa como se pode duplicar uma quantia de 37€. - f 2 @.@
— == @D
-
=\ 1ore
100« ML
= gH" ) ]
=~ 14 unidades = 1 dezena + 4 unidades
1o+ M,
= Em terceiro lugar, duplicam-se as trés dezenas iniciais.
102 { " - 10 = 0ME 10
100 W, o L. | ™™
Primeiro, duplicam-se as unidades. - - Iolle S - I SRR |
P 10. 10 I} ( 10 Il
AL = 10 = 10
oe M, ‘&)
me g 105 1000
1o+ I
S— . 2 x 3 dezenas = 6 dezenas
10
10+ W

60+10+4=74

2 x 7 unidades = 14 unidades
74€ é o dobro da quantia inicial.

Figura 13: Multiplicagao com composi¢ao envolvendo dinheiro. Exemplo: 2x37.

O recurso ao quadro de valor posicional e aos circulos de valor posicional, como
estd ilustrado na Figura também constituiu uma boa forma de concretizar
o algoritmo da multiplicagao, quando um dos fatores tem um sé algarismo,
particularmente quando envolve a composigao de ordens [9].

¢ b \\ u 2% 607+ -

" G @) | @

J
\111 1

Figura 14: Multiplicacao com composicao envolvendo o quadro de valor
posicional e os circulos de valor posicional. Exemplo: 2 x 67.

2 copias
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Retomemos as duas situacoes apresentadas no inicio desta sec¢ao. Consideremos
agora a segunda situacao: a Joana tem uma quantia dez vezes maior do que
trés euros. A Figura [Tf]ilustra o que acontece se se mantiver a natureza: cada
moeda de 1 euro d4 origem a 10 moedas de 1 euro. Por outras palavras, as trés
moedas de 1 euro transformam-se em trinta moedas de 1 euro.

Figura 15: 10 x 3 = 30 (mantendo a natureza).

H&4 uma forma muito mais pratica de pensar, envolvendo uma alteragao de
natureza. Se cada moeda de 1 euro der origem a uma nota de 10 euros,
naturalmente, a quantia fica dez vezes maior (Figura [16)).

JQ == v

OEURO 1 & 10£uuo lﬂl i OEURO ll[

Figura 16: 10 x 3 = 30 (alterando a natureza).

Este procedimento é especialmente adequado quando se pensa no sistema de
numeragao posicional decimal. Uma forma pratica de fazer com que 3 se torne
10 vezes maior consiste em “empurrar” o 3 para a ordem das dezenas. Essa é
a razdo por que se acrescenta um zero: conceptualmente, o acréscimo de um
zero serve para que o 3 mude para uma ordem numérica 10 vezes superior (ver
Figura . Naturalmente, se o objetivo fosse fazer com que 3 se tornasse 100
vezes maior, acrescentar-se-iam dois zeros para que o “empurrao” fosse para
uma ordem 100 vezes maior.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 14, pp. 19-46



CARVALHO, SANTOS & TEIXEIRA 29

3
% 1:0
30

elele

10x

W
10w
e
f-_
w0 - ME,
——
w0 - ME,

Figura 17: “Empurrando” para uma ordem superior.

Imaginemos agora que se pretende pensar numa quantia 30 vezes maior do que 2
euros. Repare-se que 30x2 = 3x(10x2), ou seja, pode pensar-se primeiro numa
quantia 10 vezes maior do que 2 euros (o “empurrao”) e, depois, multiplicd-la
por 3. Mais uma vez, basta pensar nos algarismos significativos, desde que

se acompanhe o processo com um “empurrao’ para uma ordem superior (ver
Figura [18).
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/ 10x

3x

Figura 18: 30 x 2.

30x

A Figura [19]ilustra uma “explicagao” dada por uma crianga relativa ao cdlculo

20 x 24.
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Figura 19: Aula assistida em Singapura por um dos autores deste artigo (janeiro
de 2020). No cdlculo 24 x 20, a crianca considera 20 como multiplicador e explica
que uma multiplicacao por 20 pode ser separada em dois passos: multiplicagao
por 2, seguida de multiplicacao por 10. Quanto a multiplicagao pelo algarismo
significativo 2, a crianca determina que 24 x 2 = 48 (faz inclusivamente um
rascunho, considerando que 24 x 2 = 2 x 24 = 24 + 24). Em segundo lugar,
quanto a multiplicagao por 10, o “empurrao” para a ordem das dezenas acontece
quando se apresenta o resultado 480 (acréscimo de um zero).

Os dois casos analisados (grupos de dezenas e dezenas de grupos) aparecem em
multiplicacoes com multiplicadores com mais do que um algarismo. Vejamos
como se determina uma quantia 23 vezes maior do que 32 euros (Figura [20)).

@ra determinar o resultado de 23 x 32, posso
fazer separadamente duas multiplicagées.

23x32=3x32+20x32
A

N W
on

X 3 X
96 6

\\ 23 % 32=96+640—736

B
o

KWL

@J fago 0 mesmo que o Tiago, mas organizo
todos os célculos num Unico esquema.
32
x23

96
+640

736

\\ 23 x32=736

 S—

&
.
L

(\r/.!

Figura 20: Algoritmo da multiplicacao.
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O célculo em causa é 23 x 32 que, através da propriedade distributiva, pode
ser decomposto em 3 x 32 + 20 x 32. E claro que em 3 X 32 teremos copias
de dezenas e em 20 x 32 teremos dezenas de cépias. A ideia por tras do
algoritmo da multiplicagao é exatamente o uso de decomposigoes deste género.
O alinhamento/desalinhamento das ordens numéricas do multiplicando e do
resultado da multiplicagdo traduzem a ideia de manutencgio/alteragdo de
naturezas (Figura [21).

DU DU

0
DU Cbhu

Figura 21: A esquerda (3%x32), hd manutengao de naturezas. Quando se calcula
3 x 3, esse cdlculo é na realidade 3 x 3 dezenas (3 grupos de 3 dezenas). O
resultado sdo 9 dezenas e hd um perfeito alinhamento de ordens numéricas. A
direita (20 x 32), hé alterac@o de naturezas. Quando se calcula 2x2 e 2x 3, esses
célculos sdo na realidade 20 x 2 unidades e 20 x 3 dezenas (2 dezenas de grupos de
2 unidades e 2 dezenas de grupos de 3 dezenas). As unidades sao “empurradas”
para as dezenas e as dezenas sao “empurradas” para as centenas. Os resultados
sao, respetivamente, 4 dezenas e 6 centenas. H4 um desalinhamento das ordens
numeéricas.

Quanto a organizacao vertical num tunico esquema, hé duas abordagens,
dependendo dos paises. Nos paises anglo-saxénicos, como Singapura, Estados
Unidos e Reino Unido, tradicionalmente escreve-se 640, com o zero na ordem das
unidades. Em paises como Portugal, tradicionalmente escreve-se apenas 64 na
posicao das dezenas, sem escrever o zero, uma vez que este nao vai ter relevancia
na soma final (Figura . A escrita do zero tem vantagens pedagdgicas, na
medida em que permite mais facilmente dizer que 640 corresponde a 20 x 32.
Nos paises em que tradicionalmente se escreve o zero, por vezes, essa escrita é
acompanhada de uma espécie de “cantilena” (ver video em [13]).

32 32
x23 x23

96 96
+640 + 64
736 736

Figura 22: A esquerda, escrita tradicional em Singapura; a direita, escrita
tradicional em Portugal.

A Figura mostra dois modelos que podem ser usados na exploragao do
algoritmo (retirados de [3], também utilizados em [12]). No modelo da esquerda,
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escreve-se a palavra “dezenas” por extenso, colocando a ténica na natureza
(dezenas) e na multiplicagdo dos algarismos significativos. No modelo da direita,
destaca-se a separagao de 20x em 2x10x, colocando novamente a ténica na
multiplicacao dos algarismos significativos.

Copias de dezenas 2 Dezenas de copias
1. Completa. 1. Completa de acordo com o exemplo.
Exemplo:

Para fazer 20 copias, posso fazer

2x60=_2 x 6 dezenas = 12 dezenas=_120 2 cépias de 10 copias. &5

No calculo 20 x 32, sé preciso de
pensarem 2 x 32.

a)8 x20=__ x __dezenas = dezenas =
b)9 x 40 = __ x __ dezenas — dezenas = Exemplo:

20x32=2 x 10 x 32 = 2 x 320 = 640
c)7 x30=__ x_ dezenas= dezenas = 10 copias 2 copias de 10 copias

a)30x31= x  x =  x =
b)20 x 42=__ x x = x =

Figura 23: Copias de dezenas/dezenas de copias.

A Figura24]ilustra um modelo “pré-algoritmo” (retirado de [3], também usado
em [12]). Neste modelo, aplica-se a propriedade distributiva da multiplicagao
em relagao a adicao.

Multiplicador com dois algarismos

1. Completa de acordo com o exemplo.

13 x 15= 195 3x15= 45 O
10 x 15 =150 »ﬁ
13 x 15 =195 g’
a)14 x 12 b) 15 x 11
4 x12= 5x 11 =
10 x 12 = 10 x 11 =
14 x 12 = 15x 11 =

Figura 24: Modelo ilustrando a utilizagao da propriedade distributiva da
multiplicagdo em relagdo a adigao.
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Na Figura[25] apresenta-se um exemplo com o esquema da multiplicagao, em que
é possivel visualizar “todos os zeros”, ou seja, o posicionamento dos algarismos
de acordo com as ordens. Este esquema pode ser uma boa ajuda na compreensao
do algoritmo [9].

Cc

m
30 4 /\ FAPAE
X 1.5
150 20; 5 170 T .
.............. DD & 5x34
C300 | 4000 2280, +[JLI[ ] = 10x3

HE NN <:=715x347

Figura 25: Célculo de 15 x 34, com o esquema da multiplicagdo e o algoritmo,
lado a lado.

No modelo exposto na Figura [26] (retirado de [3], também utilizado em [12]), a
escrita lateral dos significados das parcelas e respetiva soma (o resultado final
da multiplicagao) procura uma boa compreensao do algoritmo da multiplicagao.

Observa o exemplo e efetua as multiplicacoes.

Exemplo:
O 4 3 4 3 4 3
x 2 3 x 2 3 x 2 3
129+3x43 1 2 9« 3x43 1 2 9+ 3x43
8 6 0-20x43 +8 6 0+ 20x43
O 9 8 9. 2343
1.2 passo 2.2 passo 3.2 passo
a) b)
O 73 O 3 2
x 2 1 x 4 3
—1x73 +—3 =32
-+ 2073 1 +40x32

O +21x73 O +43x32

Figura 26: Significados das parcelas.
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3 Algoritmo com dizimas finitas: grupos de
décimos e décimos de grupos

Tendo o objetivo de estabelecer uma analogia, consideremos novamente duas
situagoes: a) A Maria tem uma quantia trés vez maior do que um décimo de
euro; b) A Joana tem a décima parte de uma quantia de trés euros. A primeira
situacao aponta para o produto 3 x 0, 1 euros e a segunda situagao aponta para
o produto 0,1 x 3 euros. Mais uma vez, as situagoes sao diferentes. A primeira
situacao diz respeito a 3 grupos de 1 décimo de euro (grupos de décimos) e a
segunda situagdo diz respeito a décima parte de 3 euros (décimos de grupos).
Na primeira, o nimero 0,1 desempenha o papel de multiplicando e corresponde
a uma quantia em euros; na segunda, o nimero 0,1 desempenha o papel de
multiplicador e j& nao corresponde a uma quantia em euros.

De notar que podemos falar em “décimos” ou “décimas” de forma indistinta,
precisamente porque um décimo da unidade é o mesmo que uma décima parte
da unidade, ou seja,

1

10
O mesmo se aplica a “centésimos” / “centésimas” e a “milésimos” / “milésimas”.
Alids, a destreza na transigdo entre a representagdo de numeros racionais na
forma de dizima e na forma de fracao é estrutural para um conhecimento
profundo do sentido de ntimero racional.

0,1.

Comegando novamente pela primeira situagao, respeitante a grupos de décimos,
tudo é semelhante ao discutido na secgao anterior. Nesta primeira situacao,
ocorre a manutengao da natureza. Sendo assim, as duas expressoes seguintes
sao andlogas e explicam a razao para so se ter de pensar na multiplicagao dos
algarismos significativos.

Desta vez, o papel de “marca-lugar” é dado pelo separador dectmal, ou seja, a
virgula (a virgula é isso mesmo, um “marca-lugar”, separando a parte inteira

da parte nao inteira de uma dizima). O uso da virgula pode ser substituido por
palavras.

3x0,1=0,3
3 x 1 décimo = 3 décimos
As duas expressoes seguintes também sdo andlogas.
3x0,2=0,6
3 X 2 décimos = 6 décimos
A Figura[27][5] traduz a ideia de manutencao da natureza. A Figura[28][5] traduz

a mesma ideia, mas expondo um caso com composi¢ao (10 décimos compoéem 1
unidade).
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Completa de acordo com o exemplo.

Exemplo: 3 x 0,1 =3 x 1 décimo = 3 décimos = 0,3

J J \J O
3 moedasde 0,1€ & 'I

sdo uma quantia de 0,3 €.

a) 7 x 0,1 =7 x1décimo :ldécimos = 07

b)5x0,1=5 x 1 décime = 5 décimes

— 05

C] 4x0,2 :i w 2 décimos = 8 décimos

= 08

d)3 x 0,3=3 x 3 décimos = 9 décimos =_ 0.7

Figura 27: Grupos de décimos.

Completa de acordo com o exemplo.

Exemplo: 6 x 0,2 = 6 x 2 décimos — 12 décimos = 1,2

fa — 42 ) —
& .Cy (_f)lf\:ﬂ@ ":;J»J g
6 moedas de 0,2€ £ 'I

sdo uma quantia de 1,2 €.

a)7 x 0,2= 7 x2décimos = 1% décimos = 1.4

b)5x0,3=5 x_ 5 decimes = 15 décirmes = 15

Figura 28: Grupos de décimos (com composi¢ao).
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Mais uma vez, a manutencao da natureza é muito visivel em multiplicagoes cujo
multiplicador tem apenas um algarismo. Por exemplo, considere-se 2 x 0, 34.
O sistema decimal posicional determina que o ntimero 0,34 sdo 4 centésimos e
3 décimos, isto é, 0,34 = 0,04 4+ 0,3. Sendo assim, 2 x 0,34 é o mesmo que
2% (0,04+0,3). Tendo em conta esta decomposi¢ao, a propriedade distributiva
permite distribuir a multiplicacao de acordo com as parcelas da adigao, ou seja,
2 x (0,04 +0,3) = 2 x 0,04 + 2 x 0,3; copiam-se primeiro os centésimos e,
depois, copiam-se os décimos. A Figura retirada de [4], ilustra uma forma
de, a partir de um caso concreto, mostrar a propriedade distributiva a alunos
do 4.2 ano de escolaridade.

Observa como se pode duplicar uma quantia de 0,34€. Depois, duplicam-se os décimos.
@ g o0 D~ D,
) - )@ 9 Q) eeee
:) . @eee
i) g
Primeiro, duplicam-se os centésimos. 2x03 = 2x3décimos — 6décimos — 06
D ~ ® @D Y Q) eeee
% —~ o °*° @@
9 3 @
2 x 0,04 = 2 x 4 centésimos = 8 centésimos = 0,08 0,6+0,08=068

0,68€ é o dobro da guantia inicial.

Figura 29: Propriedade distributiva da multiplicagao em relagao a adicao.

A Figura retirada de [5], mostra dois modelos que podem ser usados antes
de abordar a organizagao vertical classica do algoritmo.

3 x 0,32
3 copias de 2 centésimos sdo 6 centésimos.
3 copias de 3 décimos sdo __? _ décimos.

0,06 +09=_09%

3x032=_02%

2x043=2x 003 Lo, 0% - 08

Figura 30: Propriedade distributiva — dois modelos (o multiplicador é um
numero inteiro e o multiplicando é uma dizima finita).
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Quanto & organizacao vertical classica do algoritmo, no que diz respeito a
multiplicadores com um algarismo, continua a haver um alinhamento perfeito
entre as ordens numéricas do multiplicando e do resultado da multiplicacao.
Mantendo a analogia, um calculo como 3 x 3,12 ¢é obtido através de
3 x 2 centésimos + 3 x 1 décimo + 3 x 3 unidades (Figura . O alinhamento
perfeito traduz a manutencdo das naturezas.

U d c
3 1 2
X ] 3
9 3 6

Figura 31: Organizacao vertical — o multiplicando é uma dizima com duas casas
decimais e o multiplicador é um niimero natural de um algarismo.

A Figura |32 mostra os ja analisados modelos ndo expedito/expedito.

Udc Udec

0, 3 1 0, 3 1
y 3 P 3

0, 0 3 sx00-0/3 0, 72 3
+ 0, 9 3x03= (.9

0, 9 3 303=0%5

Figura 32: A esquerda, o modelo nao expedito; a direita, o modelo expedito.

Ainda relativamente ao caso em que o multiplicador tem um algarismo, tal como
acontece com numeros naturais, também com dizimas pode dar-se o caso de a
multiplicagao exigir composicdo de ordens. Os modelos a utilizar podem ser

muito semelhantes. A Figura [33| [5] ilustra os modelos nao expedito/expedito
para o caso da multiplicacao com composicao.

Ud c

Udec

0, 6 5 0, 68 5

X 5 X 5

0, 2 5 3, 2 5
+3, 0 0
3, 2 5

Figura 33: O multiplicando é uma dizima com duas casas decimais e o
multiplicador é um nimero natural com um algarismo (multiplicagdo com
composigao): & esquerda, o modelo ndo expedito; & direita, o modelo expedito.
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A Figura retirada de [4], ilustra uma forma de, a partir de um caso concreto,
mostrar o caso que envolve composicdo a alunos do 4.2 ano de escolaridade.
Os centésimos sao representados por moedas de 1 céntimo e os décimos sao
representados por moedas de 10 céntimos.

Algoritmo da multiplicacado com composicao Em segundo lugar, compde-se um décimo.

Observa como se pode duplicar uma quantia de 0,37€.

~ % eoee
t) 9 eceee &)

%)

14 centésimos = 1 décimo + 4 centésimos

Em terceiro lugar, duplicam-se os trés décimos iniciais.

Primeiro, duplicam-se os centésimos.

e vie @
@

9D - 000 — Y
&) 0000 @1
:) @eee
2 x 3 décimos = 6 décimos
2 x 0,07 = 2 x 7 centésimos = 14 centésimos = 0,14 0,6+0,1+0,04=074

0,74€ é o dobro da quantia inicial.

Figura 34: Multiplicagdo com composi¢ao (o multiplicando é uma dizima com
duas casas decimais e o multiplicador é um nimero natural com um algarismo).

Na Figura|35] apresenta-se um exemplo de exploracao com recurso a reta numérica
e ao quadro de valor posicional [10].

Multiplica 0,06 € por 2, recorrendo a reta numérica e ao QVP.

+0,... +0,....

‘0000 00
XY YY [

2x0,06€=.......€

Figura 35: Multiplicagao com composi¢ao com recurso a reta numérica e ao
quadro de valor posicional.

Relembrando as duas situacoes apresentadas no inicio desta seccao, foquemos

a nossa atencao na segunda situagao: a Joana tem a décima parte de uma
quantia de trés euros. Antes de aprenderem a representar nimeros racionais nao
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negativos na forma de fracdo e na forma de dizima finita, os alunos comecam
por explorar a multiplicacdo com niimeros naturais e, nesse contexto, apenas
conhecem uma agao do multiplicador: copiar. Quando tomam conhecimento
das fragoes e das dizimas, as criangas aprendem uma nova agao: fazer partes.
Por exemplo, 2 x 40 bolos = 80 bolos; 2 cdpias de uma quantidade de 40 bolos
sdo 80 bolos, o multiplicador é natural. Outro exemplo, % x 40 bolos = 20
bolos; metade de uma quantidade de 40 bolos sdo 20 bolos (uma de duas partes
iguais), o multiplicador é fraciondrio. Exemplificando com a fragéo representada
na forma de dizima, temos: 0, 1x40 bolos = % x40 bolos = 4 bolos; uma décima
parte de uma quantidade de 40 bolos sao 4 bolos.

Mais uma vez, a analogia é adequada. A maneira mais pratica de pensar na
situagao da Joana envolve novamente uma alteragao de natureza. Se cada
moeda de 1 euro der origem a uma moeda de 10 céntimos (que corresponde a
0,1 euros), naturalmente, a quantia fica dez vezes menor (Figura.

@@ % 990

Figura 36: 0,1 x 3 =0, 3 (alterando a natureza).

E, novamente, este procedimento é especialmente adequado quando se pensa
no sistema de numeracao posicional decimal. Uma forma pratica de fazer com
que 3 se torne 10 vezes menor consiste em “empurrar” o 3 para a ordem dos
décimos. Essa é a razao por que se desloca a virgula uma casa para o esquerda:
conceptualmente, o movimento da virgula serve para que o 3 mude para uma
ordem numérica 10 vezes inferior (ver Figura . Se o objetivo fosse fazer com
que 3 se tornasse 100 vezes inferior, deslocar-se-ia a virgula duas casas para a
esquerda para que o “empurrao” fosse para uma ordem 100 vezes inferior.

3,
x 0%

1
0,3
u d

elele]

0,1x

Figura 37: “Empurrando” para uma ordem inferior.
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Repare-se que a organizacao vertical exposta na Figura |37 nao é a organizagao
tradicional. No entanto, esta escolha parece ajudar a compreensao. A Figura
coloca lado a lado o esquema tradicional e o esquema nao tradicional. O primeiro
coloca a ténica no deslocamento da virgula, mas nao mantém o alinhamento das
ordens numéricas do multiplicando e do resultado; o segundo coloca a ténica no
deslocamento dos algarismos, mantendo o alinhamento das ordens numéricas do
multiplicando e do resultado. O segundo esquema traduz o conceito de forma
mais certeira e permite uma analogia perfeita entre 10x e 0,1x, como se pode
ver no modelo exposto na Figura [39 (retirada de []).

U ud

3 3,

% 0,1 x 0%]1
0, 0,:

ud ud

Figura 38: A esquerda, o esquema tradicional; a direita, um esquema n&o
tradicional.

Observa o exemplo e completa.
Exemplo:

10x2=1dezenade 2=20 0,1 x2=1décimode 2=0,2

2 2
»% 150 » 031
EO 0|§
] u d o} u d
9 @9

1 T

a) 10 x4=1dezenade 4 =_ %0

0,1 x 4=1 décimo de b _ 0.4

b) 10 x9=1dezenade _? —_70

0,1 x 9=1 décimo de 7 - 09

Figura 39: Analogia 10x/0,1x.
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Imaginemos agora que se pretende pensar em 3 décimas partes de uma quantia
de 2 euros. Mais uma vez, basta pensar nos algarismos significativos, desde que
se acompanhe o processo com um “empurrao”’ para uma ordem inferior (ver

Figura @[)

Observa o exemplo e completa.
Exemplo:

30x2=3dezenasde 2=60 0,3 x2=3decimosde2=0,6
2 2

%30 %0, 3
60 0.6
D U d o} u d
FIE @9

10x \ 0=

eS|
=]
L=
£

. 99
w 30x 0,3x
? T
I x
o u d o] U -:l_

., | o9

-t .9

- }]:‘%J 80

==

. r

a) 40 x2=4dezenasde 2 = _E0

0,4 x 2=4décimosde 72 = 0,6

b) 20 x 2= 2 dezeras de 2 = &0

02x2= 2 décimos de 2 - 0%

Figura 40: Analogia 30x /0, 3x.

A Figura ilustra uma “explicacdo” dada por uma professora de Singapura
relativa ao cdlculo 0,01 x 4000.
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By

L
=
n
. .
-
)
-
a
-
-
o
-

afcs B6808

Y P

Figura 41: Aula assistida em Singapura por um dos autores deste artigo (janeiro
de 2020). Relativamente ao cédlculo 0,01 x 4000, a professora coloca a ténica no
“empurrao” para uma ordem 100 vezes inferior. Observe-se que a preocupagao é
com o deslocamento do algarismo 4, mais do que com o deslocamento da virgula.

Os dois casos analisados nesta seccao (grupos de décimos e décimos de grupos)
também devem ser aplicados em multiplicagoes com multiplicadores com mais
do que um algarismo significativo.

Vejamos como se determina uma quantia 3,4 vezes maior do que 2,57 euros.
Repare-se que estamos a apresentar um exemplo concreto relativo a Figura [T}
exposta na introdugao.

O célculo em causa é 3,4 x 2,57 que, através da propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao, pode ser decomposto em 3x2,57+0,4x2,57;
a primeira parcela aponta para 3 quantias de 2 euros e 57 céntimos e a segunda
parcela aponta para quatro décimas partes de uma quantia de 2 euros e 57
céntimos. O multiplicador traduz uma acao mista copias+partes.

A Figura [42| mostra uma possivel adaptagao da Figura

O alinhamento das ordens numéricas do multiplicando e do resultado da
multiplicagdo traduzem a ideia de manutencdo/alteracio de naturezas

(Figura [43).
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+
éara determinar o resultado de 3,4x2,57, posso
fazer separadamente duas multiplicagoes.

3,4 x 2,57 =3 x 2,57+ 0,4 x 2,57

2,57 2,57
X 3 x 0.4
7,71 1,028
\ 3,4x2,57T=7,7T1+1,028 =8, 738

hEB IS

"
-~

A
@J faco o mesmo que o Tiago, mas organizo
todos os calculos num Unico esquema.
2,57
x 3,4
7,71
+1,028
8,738
\ 3,4 x 2,57 = 8,738

7,

N

N

Figura 42: Algoritmo da multiplica¢ao (o multiplicador e o multiplicando sao
dizimas finitas).

U’dcm

Figura 43: A esquerda (3 x 2,57), hd manutengdo de naturezas. A direita
(0,4 x 2,57), h4 alteragdo de naturezas.
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Os modelos para as primeiras exploracoes podem ser semelhantes aos ja usados
para a multiplicagoes de nimeros naturais. Por exemplo, a Figura mostra
um modelo que explicita os significados das parcelas e respetiva soma.

Multiplica.
Exemplo: a)
Udec
Udc
2,4
1,2 p 2,1
« 3,2 0, 2 & oix24 0.2%
0,2 4 o220 + & 8 2:24- 4 8
+ 3.6 3x1,2-36 5.0 & 2124504

3.8 4 a2:12-384
Figura 44: Modelo com escrita lateral.

Voltando & regra exposta na Figura[I] o multiplicando tem duas casas decimais e
o multiplicador tem uma casa decimal. Como o multiplicador é responsavel por
um “empurrao” de uma casa, o resultado terd trés casas decimais: duas relativas
a natureza do multiplicando (2,57) e uma relativa & natureza do multiplicador
(3,4) que, na sua acao dupla, a determinada altura, faz décimas partes (0,4x).
Se o multiplicando tiver = casas decimais e o multiplicador y casas decimais,
o numero de casas decimais do resultado serd explicado pelo “empurrao” de y
casas para a direita, exercido no multiplicando que tem z casas decimais. Por
exemplo, se o multiplicando tiver duas casas decimais e o multiplicador uma
casa decimal, os centésimos sao empurrados para os milésimos, os décimos sao
empurrados para os centésimos, as unidades sao empurradas para os décimos, as
dezenas sao empurradas para as unidades, e assim sucessivamente. Isto acontece
porque, ao tomar décimas partes, o multiplicador faz com que estas mudancas
de natureza acontecam. Dado que os centésimos passam a ser milésimos, as
duas casas decimais iniciais, adiciona-se uma relativa a acao do multiplicador.
Esta é a razao de fundo por tras da regra. Naturalmente, ndo é uma mensagem
facil para uma crianga. Mas, um modelo como o da Figura [45| pode ajudar.

Udec Udec

1+ 1

e ) A )
31 3.1 _ ! casa decimal

« 3\2 « 3,2 _1 casadecimal
06 2 6 2 N
9.|3 + 9 3
9 9 2 5 © 7 _Z casas decimais
Ch_
2

Figura 45: Regra do posicionamento da virgula, com versao alternativa,
apresentada a esquerda.
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