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Resumo

Esta dissertacdo centra-se no estudo dos contradominios numéricos em espacos de Krein,
recorrendo a técnicas da geometria algébrica plana, da teoria de operadores lineares e da teoria
de espacos com produto interno indefinido.

Estudam-se importantes propriedades do contradominio numérico indefinido: deduz-se
a equacdo em coordenadas de ponto homogéneas da sua curva associada e caracterizam-se as

suas projecgdes em relacdo as rectas que passam pela origem do plano complexo.

Apresenta-se uma prova geométrica do Teorema do Contradominio Hiperbdlico, que
determina o contradominio numérico de operadores em espacos de Krein de dimensdo 2. O
correspondente resultado para espacos de Hilbert, conhecido por Teorema do Contradominio

Eliptico, também € deduzido usando a mesma técnica.

Estendem-se para espacos de Krein resultados sobre o contradominio numérico cldssico
obtidos por Kippenhahn e por Keeler, Rodman e Spitkovsky: classifica-se a curva associada
para o caso indefinido 3 x 3, recorrendo-se a conhecida classificacdo de Newton para as cubi-
cas, e estudam-se os casos em que o contradominio numérico indefinido exibe porg¢des recti-

lineas na fronteira. Apresentam-se exemplos ilustrativos das diferentes situagdes analisadas.






Abstract

This dissertation is devoted to the study of numerical ranges of operators on Krein spa-
ces, using techniques from plane algebraic geometry, linear operator theory and indefinite
inner product spaces theory.

Important properties of the indefinite numerical range are studied: the point equation of
its associated curve is derived, and its projections on the lines passing through the origin of
the complex plane are characterized.

A geometrical proof of the Hyperbolical Range Theorem, concerning the numerical
range of linear operators on 2-dimensional Krein spaces, is given. The classical Elliptical
Range Theorem, which is the correspondent result for Hilbert spaces, is also obtained using
the same technique.

Results of Kippenhahn and of Keeler, Rodman and Spitkovsky on the classical nume-
rical range are extended to Krein spaces: the associated curve in the 3 x 3 indefinite case is
classified, using Newton’s classification of cubic curves, and the cases in which the indefinite
numerical range has flat portions on its boundary are studied. Illustrative examples of the
different possibilities are given.
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Na verdade, o que proporciona o mdximo prazer néo
é o conhecimento e, sim, a aprendizagem; ndo é a
posse, mas a aquisi¢do; ndo é a presenga, mas o acto

de se atingir a meta.

Karl Gauss

Consideracoes iniciais

O contradominio numérico cldssico ou campo de valores deve parte da sua origem a
teoria classica das formas quadraticas. Inicialmente, Hausdorff e Toeplitz designaram-no pelo
termo alemdo “Wertvorrat”, persistindo ainda hoje a letra “W”” como o simbolo mais utilizado
para o representar. Tal como o espectro de um operador num espaco de Hilbert, o campo de
valores € um subconjunto do plano complexo que estd naturalmente associado ao operador,
conseguindo, muitas vezes, fornecer informagdes sobre esse operador que o espectro, por si SO,
ndo permite obter. O campo de valores pode ser usado para deduzir propriedades algébricas
e analiticas do operador, para obter majorantes € minorantes para a sua horma € mesmo para

localizar o seu espectro.

Ao longo dos anos, a teoria do contradominio numérico classico (e das suas generaliza-
¢oes) tem-se revelado particularmente fecunda. A razdo prende-se com as numerosas aplica-
¢oes que proporciona em diferentes dreas da Matematica Pura e Aplicada, tais como a Anélise
Matricial, a Teoria de Operadores, a Andlise Numérica e as Equagdes Diferenciais, tendo-se
estendido recentemente a Fisica [5, 8, 46] e a Arquitectura [43]. A riqueza desta teoria pro-
vém nao sé do largo espectro das suas aplicagdes, como também do facto de recorrer a técnicas
oriundas de diferentes campos da Matematica, nomeadamente da Andlise, da Geometria Al-
gébrica, da Algebra Linear e Multilinear e da Topologia Algébrica e Diferencial, beneficiando
da fertilizacdo cruzada entre as diferentes areas.

Por outro lado, a teoria de operadores lineares em espagcos munidos de um produto in-
terno indefinido, mais conhecidos por espacos de Krein, tem-se revelado um ramo promissor
da Analise Funcional. Dirac, Pontryagin e Krein foram os impulsionadores deste novo campo
de investigacdo, que foi e continua a ser objecto da atencdo de muitos fisicos [1]. Por isso,
ndo € de estranhar que os investigadores tenham sentido curiosidade em estender o conceito
de contradominio numérico aos espacos de Krein. As propriedades basicas do contradominio

xi



xii CONSIDERAGOES INICIAIS

numérico indefinido foram estabelecidas por Bayasgalan [4] e por Li, Tsing e Uhlig [37].

A investigacdo das propriedades geométricas do contradominio numérico em espacos
de Krein reveste-se de particular interesse, ndo s6 por promover uma ampla caracteriza¢io
do mesmo, como também por fomentar a investigacdo de assuntos com ele relacionados. A
temdtica dos contradominios numéricos indefinidos é muito recente, pelo que encerra um
vasto leque de questdes em aberto. Por ser nosso objectivo principal a sistematizacdo das
propriedades geométricas do contradominio numérico indefinido, fomos conduzidos de forma
natural aos casos basilares em que o operador se reduz a uma matriz de ordem 2 ou 3. Apesar
de, em geral, a complexidade do estudo do contradominio numérico de uma matriz A4 ser
proporcional a sua ordem 7, em muitas situagdes esse estudo pode reduzir-se ao caso n = 2

ou ao cason = 3.

Com vista ao aprofundamento das propriedades geométricas do contradominio numérico
indefinido, a teoria das curvas algébricas planas revela-se de grande utilidade. Por este motivo,
e por ser um tépico que actualmente nao faz parte da formacao de base em Matematica, achou-
-se pertinente a inclusdo de um primeiro capitulo que abordasse as propriedades fundamentais
das curvas algébricas necessdrias a deducao de vérios resultados dos capitulos subsequentes.
Damos particular enfoque a classificacdo de Newton para as cubicas [3], classificacdo essa de
extrema importancia na posterior caracterizacdo do contradominio numérico indefinido para
matrizes de ordem 3.

Nas primeiras sec¢des do capitulo 2, apresentamos os conceitos fundamentais sobre es-
pacos de Krein e sobre os contradominios numéricos e as suas curvas associadas. Explicamos,
igualmente, por que motivo, sem perda de generalidade, se pode reduzir o estudo apenas aos
contradominios numéricos induzidos por uma matriz de inércia J. Na quinta e sexta sec-
coes, deduzem-se importantes propriedades da curva associada, estendendo-se para espacos
de Krein resultados validos em espacos de Hilbert. Destaca-se o método de Fiedler para a
equacdo de pontos [20], extremamente Util na representacdo geométrica da curva associada.
A tltima seccdo do capitulo destina-se a estabelecer um leque de propriedades que conduzem
a completa caracterizacdo do contradominio numérico de uma matriz hermitica-J de ordem
arbitréria.

No capitulo 3, analisamos em pormenor os casos n = 2 e n = 3. Para cada caso,
tratamos antecipadamente a situacdo em que a matriz é hermitica-J, fazendo valer os resul-
tados do capitulo anterior. Na primeira sec¢do, apresentamos demonstracdes alternativas do
Teorema do Contradominio Eliptico e do Teorema do Contradominio Hiperbdlico para os
casos classico e indefinido quando a matriz tem ordem 2. Utilizamos um método de demons-
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tracdo, que consideramos simples e uniforme, com base nas propriedades geométricas da curva
associada. Na segunda seccdo, caracterizamos o contradominio numérico indefinido de uma
matriz de ordem 3, seguindo o método empregue por Kippenhahn [30] para o caso cldssico e
a classificacdo de Newton para as cubicas, e apresentamos exemplos ilustrativos dessa carac-
terizagcdo. Na terceira sec¢do, concentramos a nossa aten¢do nas matrizes 3 x 3 cujo contrado-
minio numérico indefinido tem, pelo menos, uma por¢ao rectilinea na fronteira. Os resultados
apresentados sdo paralelos aos obtidos por Keeler, Rodman e Spitkovsky [29] no ambito do

contradominio numérico classico.

Acrescentamos ainda, em jeito de consideracdes finais, alguns problemas em aberto,
quer para a dimensdo finita como para a infinita. A exposic¢ao dos diferentes topicos mostra
potenciais linhas de rumo nesta empolgante drea da Matematica.

Finalmente, apresentam-se em suporte informatico os ficheiros que geraram as figuras

exibidas ao longo da dissertagao.

Esperamos que o trabalho aqui exposto seja um pequeno contributo na drea dos contra-
dominios numéricos indefinidos. Os resultados originais desta dissertagdo foram divulgados,
na sua maioria, a comunidade cientifica em conferéncias internacionais; alguns ja foram pu-

blicados [9], outros submetidos para publicagdo [10, 11].

Uma vez que uma dissertagdo de Doutoramento resulta inevitavelmente de um esforco
colectivo, apraz-me manifestar o meu sincero agradecimento: a Professora Doutora Natélia
Bebiano da Providéncia, pela sua valiosa orientagdo, pela sugestao do tema e pela permanente
disponibilidade, perseveranga e entusiasmo; ao Professor Doutor Jodo da Providéncia, pelas
ideias e sugestdes perspicazes; a Universidade dos Acores, na pessoa do seu Magnifico Reitor,
Professor Doutor Avelino de Freitas de Meneses, e ao Departamento de Matemadtica, princi-
palmente a sua Directora, Professora Doutora Isabel Marques Ribeiro, pelo necessédrio apoio
concedido durante o periodo de preparacdo deste trabalho; a minha familia, em especial aos
meus pais, pelo incondicional carinho e incentivo; a Magda, por partilhar comigo as alegrias
e as angustias, em suma, pela confiangca que depositou em mim. Um dltimo reconhecimento

pessoal a Forca Divina que desde sempre me norteou.

Setembro de 2007






Notacao

Simbolo Significado

IN conjunto dos ndmeros naturais

Z conjunto dos numeros inteiros

R corpo dos nimeros reais

C corpo dos niimeros complexos

R” espaco vectorial dos n-uplos reais

cr espaco vectorial dos n-uplos complexos

PRR? plano projectivo real

PC? plano projectivo complexo

PGL(R,2) grupo das transformacdes projectivas em PIR?
PGL(2) grupo das transformacdes projectivas em P C?

M, »(R) espaco vectorial das matrizes m X n com entradas reais
My n espaco vectorial das matrizes m x n com entradas complexas

Continua na proxima pdgina
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Simbolo Significado

M, (R) algebra das matrizes n X n com entradas reais

M, algebra das matrizes n X n com entradas complexas

H, espaco vectorial real das matrizes hermiticas de M,

x* vector linha de componentes conjugadas do vector coluna x € C"
Rez parte real do nimero complexo z

Imz parte imagindria do nimero complexo z

z conjugado do nimero complexo z

arg z argumento do ndmero complexo z

aU fronteira do subconjunto U de C

U fecho topoldgico do subconjunto U de C

conv U invélucro convexo do subconjunto U de C

pconv U invélucro pseudo-convexo do subconjunto U de C

ReU projeccao ortogonal do subconjunto U de C no eixo real

ImU projeccao ortogonal do subconjunto U de C no eixo imagindrio

L) (ou Ly)

recta que passa pela origem do plano afim e que tem a direc¢ao 6
(u = cos B, v = sinf)

produto interno (definido)

produto interno indefinido induzido pelo operador H

Continua na proxima pdgina
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xXvii

Simbolo Significado

H espaco de Hilbert complexo

K espaco de Krein complexo

W(A) contradominio numérico do operador A

Wg (A) contradominio numérico- H do operador A

WI}L (A) contradominio numérico- H positivo do operador A

Wi (A) contradominio numérico- H negativo do operador A

C(A) curva associada de W(A)

Cy(A) curva associada de Wx (A)

A* operador adjunto de A

AWM (ou AM)  operador adjunto-H de A

Al operador inverso de A

H'/? tnica raiz quadrada positiva do operador auto-adjunto definido
positivo H

o(A) espectro do operador A

0;,“ (A) conjunto dos valores proprios de A com vectores proprios positi-
vos-H

o (A) conjunto dos valores préprios de A com vectores proprios negati-
vos-H

op(A) conjunto dos valores préprios de A que ndo estdo associados a

vectores proprios positivos- H ou negativos- H

Continua na proxima pdgina



xviii NOTACAO

Simbolo Significado

1 operador identidade

1, matriz identidade de ordem n

det(A) determinante da matriz A

tr(A) traco da matriz quadrada A

A1 D--- D A, soma directa das matrizes quadradas Ay, ..., Ax

J matriz de inérciadaforma I, ® I,,_,,com1 <r <n

diag(Aq,...,A,) matriz diagonal de ordem n com entradas A4, ..., A, na diagonal
principal

€,(A, B) segunda composta mista das matrizes A e B

€, (A) segunda composta da matriz A

tr€;(A) soma dos menores principais de ordem 2 da matriz quadrada A

Alkl] submatriz principal de A determinada pelas linhas e colunas k e /




A geometria é o conhecimento do que existe sempre.
[...] Portanto, prescreveremos afincadamente aos ha-
bitantes do nosso belo Estado que ndo deixem, de

modo algum, a geometria.

Platio

Curvas algebricas planas

1.1 O plano projectivo

Seja KK um corpo, com K = R ou K = C. O plano projectivo PIK? define-se a partir
do espago tridimensional IK*: PIK? consiste no conjunto das rectas de IK* que passam pela

origem. Estas rectas chamam-se pontos do plano projectivo.

Dado um ponto Q de K2 diferente da origem O, de coordenadas rectangulares (x, y, z),
existe uma Unica recta que passa por Q e O, determinando, desta forma, um tnico ponto de
PIKZ2. Denotamos esse ponto por (x : y : z). Dizemos que Q é um seu representante e que
X, Y,z sdo as suas coordenadas (de ponto) homogéneas. As coordenadas homogéneas de um
ponto do plano projectivo ndo sdo tnicas. Se Q representa um determinado ponto do plano
projectivo PIK?, entdo também AQ representa o mesmo ponto, para todo o escalar A diferente
de zero. Assim, dados dois pontos

A:(611:612:613) e B:(b1:b2:b3)
de PK?, arelagio A = B equivale a afirmar que existe um escalar A diferente de zero tal que

bl = /\611, bz = /\612 € b3 = /\613.

Da mesma forma que os pontos do plano projectivo se identificam com as rectas do es-
paco tridimensional que passam pela origem, também as rectas do plano projectivo se definem
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como planos do espaco tridimensional que passam pela origem. Consideremos um plano de
K3 que passe pela origem O, de equacio

ax +by +cz=0,

em que a, b, ¢ sdo escalares ndo simultaneamente nulos. Todas as rectas contidas neste plano e
que passam pela origem sdo pontos do plano projectivo. Ao conjunto destes pontos chama-se
recta de PIK? de equacdo

ax +by +cz =0.

Evidentemente que a equacio
(Aa)x + (Ab)y + (Ac)z =0,

onde A é um escalar ndo nulo, representa o mesmo plano de K3 e, consequentemente, a
mesma recta de PIK?. Assim, tal como sucede com os pontos do plano projectivo, uma recta
de PIK? fica completamente caracterizada por um terno (a : b : ¢), em que a, b, ¢ nio sdo
simultaneamente nulos. Dizemos que a, b, ¢ sdo as coordenadas de linha homogéneas da

recta.

Em sintese, se fixarmos a, b, ¢,
ax +by+cz=0

d4-nos todos os pontos de PIK? que pertencem 2 recta de coordenadas de linha homogéneas
(a : b : c). Por outro lado, se fixarmos x, y, z,

ax+by+cz=0

d4-nos todas as rectas de PIK? que passam pelo ponto de coordenadas homogéneas (x : y : z).

Um ponto do plano projectivo PC? com um representante em IR* diz-se real. Os res-
tantes pontos dizem-se complexos. Por seu turno, dois pontos de PC? dizem-se complexos
conjugados se tiverem representantes em C> da forma (x, y,z) e (X,y.,Z). Analogamente,

podemos definir rectas reais, complexas e complexas conjugadas.

Impde-se analisar que relagiio existe entre o plano projectivo PIK? e o plano afim K?2.

Vejamos que o primeiro se obtém ao adicionarmos ao segundo a designada recta do infinito.

Comecemos por fixar um plano arbitrario de IK* que nfio passe pela origem, com vista a
identifica-lo com o plano afim IK2. Por uma questio de simplificacdo, consideremos o plano
z = 1. As rectas de IK? que passam pela origem, ou seja, os pontos de PIK2, satisfazem uma
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de duas condigdes: ou intersectam o plano z = 1 do espaco tridimensional num ponto ou
sdo rectas paralelas a esse plano (como passam pela origem, estdo contidas no plano z = 0).
No primeiro caso, identificamos cada recta com o ponto de intersec¢do com o plano z = 1.
Estes sdo os pontos finitos do plano projectivo e as suas coordenadas sdo da forma (x : y : 1).
As rectas que satisfazem a segunda condicao sdo designadas por pontos do infinito do plano
projectivo. As suas coordenadas sdo da forma (0 : 1 : 0) ou (1 : y : 0). Todos os pontos do
infinito estdo contidos numa udnica recta do plano projectivo, a recta do infinito, que corres-
ponde ao plano z = 0 do espaco tridimensional. Ao longo da dissertacdo, adoptaremos este
modelo para o plano projectivo. Contudo, chamamos a atengdo para o facto de que se podem
construir outros modelos. Basta escolher para representante de IK?> um plano que nio passe
pela origem, diferente de z = 1. A recta do infinito passa, entdo, a coincidir com o plano
paralelo que contém a origem. Facilmente se obteriam as coordenadas dos pontos finitos e

infinitos para esse novo modelo.

Uma das diferencas mais significativas entre o plano afim e o plano projectivo reside
no facto de, no segundo, duas quaisquer rectas distintas se intersectarem sempre num Unico
ponto. De facto, duas rectas distintas de PIK? correspondem a dois planos distintos de K3
que passam pela origem e que, por conseguinte, se intersectam segundo uma dnica recta que
passa pela origem, isto é, segundo um tnico ponto de PIK2.

Uma questdo com interesse pratico consiste em encontrar o ponto de intersec¢cdo de duas
rectas de PIK? com coordenadas de linha homogéneas (a : b : ¢) e (a’' : b’ : ¢’). Este é um
problema simples de Algebra Linear, para o qual se obtém a solucdo (x : y : z), em que

b ¢ a c a b
b a a b

(1.1)

=
|
<
|

I
(¢]
S
|

Analisando o modelo adoptado para o plano projectivo, conclui-se que cada recta di-
ferente da recta do infinito passa por um e um s6 ponto do infinito. Além disso, dada uma
familia de rectas do plano projectivo que determinam rectas paralelas no plano afim, estas
passam obrigatoriamente pelo mesmo ponto do infinito. Por outras palavras, cada ponto do
infinito determina a direccao das rectas que por ele passam.

As rectas do plano projectivo associadas aos planos z = 0, y = 0 e x = 0 do espago
tridimensional revestem-se de particular interesse: a primeira € a recta do infinito, que passa
por todos os pontos do infinito; a segunda passa pelos pontos do eixo dos xx do plano afim
e pelo ponto do infinito (1 : 0 : 0); e a terceira passa pelos pontos do eixo dos yy do plano
afim e pelo ponto do infinito (0 : 1 : 0). As suas coordenadas de linha homogéneas sao,
respectivamente, (0: 0:1),(0:1:0)e (1:0:0). As trés rectas unem, dois a dois, os pontos
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de coordenadas homogéneas (1 : 0 : 0), (0:1:0) e (0 : 0 : 1), formando um tridngulo
de referéncia do plano projectivo, habitualmente designado por tridngulo fundamental. O
tridngulo fundamental é determinado, portanto, pela base canénica de K3. No caso geral,
cada base em K3 determina trés pontos em PIK? ndo-colineares, isto é, ndo pertencentes a
uma mesma recta projectiva. Esses pontos formam um tridngulo projectivo que designamos
por tridngulo de referéncia. A designagcdo advém do facto de, dado um triangulo projectivo
determinado por trés pontos ndo-colineares, cada ponto do plano projectivo se expressar como
“combinacao linear” desses trés pontos.

Seja @:K? — K3 uma transformacio linear bijectiva. Da Algebra Linear sabemos que
a imagem por @ de qualquer recta que passe pela origem é novamente uma recta que passa
pela origem. Desta forma, @ induz uma transformacdo bijectiva @ em PK2, designada por
transformacgdo projectiva. A relagdo entre as duas transformagdes pode exprimir-se da forma

que se segue. Seja w:K3\{(0,0,0)} — PK? tal que w(x,y,z) = (x: y : z). Entdo
Pomr=mo P,

para todos os vectores (x, y, z) de K3 ndo-nulos. Como o conjunto das transformacdes linea-
res bijectivas em K3, munido da composi¢do usual de transformacdes, forma um grupo, o
conjunto das transformagdes projectivas em PIK?, munido da composi¢io de transformagdes,
também tem a estrutura de grupo. Representamos esse grupo por P GL(IK, 2), ou simples-
mente por PGL(2), se K = C. Dadas duas transformacdes lineares bijectivas em K3, @ e
@', pode provar-se sem dificuldade [22, p.139] que @ = @’ se e s6 se ' = AP, para algum
escalar ndo-nulo A. Desta forma, uma transformacdo projectiva em PIK? pode ser entendida
como uma transformacdo linear bijectiva em K3, a menos da multiplica¢io por um escalar
nao-nulo. Note-se igualmente que uma transformagdo projectiva implica uma mudanga de

triangulo de referéncia.

1.2 Propriedades elementares das curvas algébricas

Podemos definir uma curva em IK? a partir das suas equagdes paramétricas

x =x(t), y=y@),

onde ¢ pertence a um certo intervalo real, ou de forma implicita como sendo o conjunto dos

ontos (x, y) de IK? que satisfazem uma determinada equacio
p y q quag

f(x,y) =0, (1.2)
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onde f € uma funcdo nas varidveis x e y. Muitas curvas com utilidade pratica definem-se
de forma implicita, considerando em (1.2) um polinémio f nas varidveis x e y. O estudo
das curvas parametrizadas estd, em geral, associado a Geometria Diferencial, enquanto que
o estudo das curvas definidas de forma implicita integra-se na Geometria Algébrica e seré
objecto da nossa atengao.

Se considerarmos um polindmio numa sé varidvel com coeficientes em KK, o Teorema
Fundamental da Algebra dita que o conjunto dos seus zeros seja finito, pelo que o estudo dos
mesmos reveste-se essencialmente de cariz algébrico. Contudo, para polinémios em duas va-
ridveis, o conjunto dos seus zeros €, em geral, infinito e pode interpretar-se como um objecto
geométrico — mais precisamente como uma curva algébrica plana. O estudo das curvas algé-
bricas planas proporciona, desta feita, a intersec¢iio de dois caminhos, um oriundo da Algebra
e outro da Geometria, e tem sido objecto da reflexdo de muitos mateméticos ao longo dos
séculos (vide [16, Capitulo 1]).

Consideremos um polindmio nas varidveis x € y,

o
fxy) =) ayx'yl,
i,j
em que os coeficientes a;; pertencem a K. O grau do polinédmio € o valor mdximo de i + j,
quando percorremos os indices i, j tais que a;; 7 0. O conjunto dos zeros de f traduz-se no

conjunto
{(x,y) e K f(x,y) = 0}.

Uma curva algébrica (afim) em IK? € o conjunto dos zeros de um polinémio ndo-constante f

de coeficientes em KK, nas varidveis x e y. Dizemos que

fx,y) =0

€ a equacdo da curva algébrica. Dado que o conjunto dos zeros de um polinémio permanece
inalterado quando o multiplicamos por um escalar nao-nulo, podemos considerar o polindmio
f monico se assim o desejarmos. Se f € irredutivel, dizemos que a curva € irredutivel. Caso
contrario, a curva diz-se redutivel. A ordem da curva algébrica é o grau do polinémio f.
As curvas de ordem 1, 2, 3 e 4 designam-se, respectivamente, por rectas, conicas, ciibicas e
qudrticas. As cénicas que conhecemos em IR? (elipse, hipérbole e pardbola) sio exemplos de
curvas algébricas de ordem 2.

Podemos estender a no¢do de curva algébrica ao plano projectivo PIK2. Contudo, deve-

mos considerar polindmios homogéneos, ou seja, polinémios cujos termos t€ém todos o mesmo
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grau. A razdo é simples. Seja ' um polindmio homogéneo ndo-constante nas variaveis x, y, Z
e de grau n. Suponhamos que
F(a,b,c) =0,

para um determinado ponto (a, b, c¢) de IK3. Sendo F um polinémio homogéneo de grau 7,
tem-se
F(Aa,Ab,Ac) = A" F(a,b,c).

Assim, podemos afirmar que o ponto (a : b : ¢) de PIK? € solugio da equagio
F(x,y,2) =0,

uma vez que qualquer seu representante satisfaz a referida equacao.

Uma curva algébrica (projectiva) em PIK? é o conjunto dos pontos do plano projectivo
que satisfazem uma equacgdo da forma

F(x,y,2) =0, (1.3)

onde F' € um polindmio homogéneo ndo-constante de coeficientes em K. Dizemos que (1.3)
€ a equacdo da curva algébrica. Mais uma vez, o polindmio F' pode ser ménico se assim o
desejarmos. A curva diz-se redutivel (respectivamente, irredutivel) se F € redutivel (respecti-
vamente, irredutivel). A ordem da curva algébrica € o grau do polinémio F. Rectas, conicas,

ciibicas e qudrticas de PIK? sdo curvas projectivas de ordem, respectivamente, 1, 2, 3 e 4.

Uma ferramenta util na investigacdo das propriedades geométricas de uma curva no
plano projectivo consiste na andlise das suas vistas afins. Consideremos uma curva algébrica
em PK? de equagdo (1.3) e o plano ax + by + ¢z = d como representante do plano afim
(d # 0). Ao eliminarmos uma das varidveis, x, y ou Z, a partir das relagdes

ax+by+cz=d e F(x,y,z)=0,

obtemos um polinémio f nas restantes duas varidveis, o qual representa uma curva algébrica

em K2. Referimo-nos 2 curva obtida como uma vista afim da curva projectiva inicial.

Podemos obter as mais variadas vistas afins, sendo cada uma determinada pela escolha
de um representante do plano afim, ou seja, de um plano de IK* que ndo passe pela origem.
Escolhendo os planos afins x = 1, y = 1 e z = 1, obtemos as vistas afins principais da
curva algébrica definida em PIK2. Note-se que todo o ponto do plano projectivo tem um
representante em K> satisfazendo uma das condi¢des x = 1, y = 1 ou z = 1, pelo que as
vistas afins principais cobrem todo o plano projectivo, dando uma ideia do comportamento de
toda a curva projectiva.
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O processo segundo o qual se obtém um polinémio f em duas variaveis, ao efectuar a
substituicdo x = 1, y = 1 ou z = 1 na equacao (1.3), designa-se por processo de desomoge-
nizacdo, uma vez que se elimina a homogeneidade de F'. Este processo também € reversivel.

Concretamente, dada uma curva afim de ordem n, definida pela equacdo

f(xvy) =0,

e qualquer plano afim 7 em K3, de equagiio ax + by + ¢z = d, que ndo passe pela origem
(d # 0) e que ndo seja paralelo ao eixo dos zz (¢ # 0), existe uma curva projectiva de ordem
n e de equacdo

F(x,y,2) =0,

tal que F(x,y,z) = f(x,y), paracada (x, y,z) em . Basta tomar
n Xy i, jin—i—j
F(x,y,z) =1 f(T,T)zin:a,-jxyfl I

com ! = (ax + by + cz)/d [22, p.120]. Este é o chamado processo de homogenizacdo.
Se considerarmos o plano afim z = 1, o processo de homogenizacao resume-se a construir o
polinémio
Fix,y,0)=2"f(52) = > i x'yl
’ ’ - ’ - 1 .
Z Z — ’
l’j
Vejamos um exemplo recorrente na literatura. Dada a circunferéncia
x4+ y2—1=0,

a equagao
x2+y2—Z2:O (14)

caracteriza a curva projectiva em PK? que a contém. Para K = C, e como facilmente se
constata, pertencem a esta curva os pontos do infinito

J=0:71:00 e $=(1:—i:0).

Designamos estes pontos por pontos circulares do infinito. Para cada ponto Q de PC?, dife-
rente de J e ¢, definem-se as linhas isotrépicas de Q como sendo as rectas que unem Q a d e a
g. Como veremos, as linhas isotrépicas desempenham um papel importante na determinacao

dos focos de uma curva algébrica.

Designamos o conjunto dos pontos reais de uma curva algébrica em P C? por parte real
da curva. Quando estudamos uma curva em PC2, apenas podemos representar geometrica-
mente as vistas afins da sua parte real, que ddo uma ideia do comportamento da curva no seu
todo.



8 CAPITULO 1: Curvas algébricas planas

De uma maneira geral, as curvas algébricas do plano afim podem considerar-se “incom-
pletas”, uma vez que estdo desprovidas dos pontos do infinito. Essas curvas podem estender-se
ao plano projectivo ao adicionar os pontos do infinito em falta. Tornam-se, entdo, numa vista
afim da curva projectiva que se obtém. Diferentes vistas afins dessa curva projectiva dao infor-
macodes adicionais sobre a mesma. Uma curva projectiva pode apresentar muitas vistas afins
distintas. Elipses, hipérboles e pardbolas podem ser vistas afins de uma mesma curva pro-
jectiva. Por exemplo, as vistas afins da curva definida pela equacdo (1.4) segundo os planos
z=1,x4+z=1ex+ y+ z = 1 sdo, respectivamente, a elipse x> + y? = 1, a pardbola
y2 = 1 —2x e a hipérbole 2xy = 2x + 2y — 1. Outra situa¢io interessante reside no facto
de as assimptotas de uma vista afim serem fangentes a curva projectiva em pontos do infinito.
Antes de definirmos recta tangente de uma curva algébrica, apresentamos alguns conceitos
introdutorios.

Uma ferramenta fundamental no estudo de uma curva consiste na determina¢do das suas
intersecgdes com outras curvas. Neste contexto, o Teorema de Bézout [51, p.59] € de extrema
importancia.

Teorema 1.1 (Teorema de Bézout) Se duas curvas algébricas de ordens n e m ndo tém com-

ponente alguma em comum, entdo elas intersectam-se no mdximo em mn pontos.

Consideremos, no plano projectivo PIK?, uma curva algébrica I de ordem n e uma
recta L. Como consequéncia do Teorema de Bézout, duas situagdes podem ocorrer: a recta L
¢ uma componente da curva I ou L intersecta I" no maximo em n pontos. Assim, para toda a
curva algébrica que ndo tenha recta alguma como componente, a sua ordem n traduz o nimero
maximo de intersec¢des da curva com qualquer recta L. Se considerarmos o plano projectivo
PC?2, n é o nimero exacto de intersec¢des, contando com as correspondentes multiplicidades.
Este facto deve-se ao Teorema Fundamental da Algebra. Em [48, p.103], descreve-se, em
tracos gerais, o procedimento para determinar os pontos de intersec¢do de uma recta com uma
curva limitada, isto é, com uma curva sem pontos na recta do infinito z = 0. Generalizamos,

em seguida, este procedimento para uma curva arbitraria. Seja
F(x,y,2) =0 (1.5)

a equagdo de uma curva algébrica irredutivel de ordem n. Determinemos, em primeiro lugar,
os pontos do infinito que pertencem a curva, isto €, os pontos de intersec¢do da curva com
a recta do infinito. Tomando z = 0 na equacdo (1.5), obtemos um polinémio homogéneo
de grau n nas varidveis x e y. Como F(x, y,z) € irredutivel, existe obrigatoriamente um
termo que nao depende de z, pelo que F(x, y,0) é ndo-nulo. Em seguida, decompomos esse
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polinémio em factores irredutiveis. Cada factor irredutivel € um polinémio homogéneo em
x e y com um determinado grau k. Sendo irredutivel, tem que existir um termo associado a
x* ou y*. Tomando, respectivamente, y = 1 ou x = 1,' obtemos um polinémio de grau k
numa varidvel e dele extraimos k solu¢des, contadas de acordo com as suas multiplicidades.

Considere-se, agora, uma recta de equacao
ax +by +cz=0, (1.6)

diferente da recta do infinito (a # 0 ou b # 0). Se tomarmos z = 1, as equagdes (1.5) e (1.6)
aparecem em coordenadas ndo homogéneas,

Fx,y,)=0 e ax+by+c=0.
Suponhamos que b # 0. Entdo, y = (—c — ax)/b e as solugdes de

F (x, %, 1) —0 (1.7)

sdo as abcissas dos pontos de interseccdo da recta com a curva no plano afim z = 1. A recta
(1.6) passa pelo ponto do infinito (1 : —a/b : 0). Se a curva (1.5) ndo passa por esse ponto,
isto é, se

F(1,—a/b,0) # 0,

entdo o coeficiente associado a x”* em (1.7) é ndo-nulo e existem precisamente n solugdes
dessa equacao, sendo as raizes multiplas contadas de acordo com as suas multiplicidades. Se

F(1,—a/b,0) =0

e o polinémio em (1.7) tem grau n — k, entao a recta intersecta k vezes a curva no ponto do
infinito (1 : —a/b : 0). As restantes intersec¢des correspondem as solugdes do polinémio em
x de graun — k.

Em seguida, investigamos com maior cuidado as intersec¢des de uma recta L com uma
curva I" num ponto particular Q da curva. Consideremos uma vista afim da curva I de forma
a que Q seja finito com coordenadas (a,b) e I' seja definida pela equagdo f(x,y) = 0. As
equagdes paramétricas da recta L sdo da forma

x=a+ut, y=>b+vt,

!'As substituigdes y = 0 ou x = 0 conduzem a solu¢do x = y = z = 0, que ndo representa ponto algum do
plano projectivo.
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sendo L determinada pelo racio u : v. As interseccdes de L com I" sdo dadas pelas solucdes
da equacdo
f(a+ put,b +vt) =0. (1.8)

Como Q € I',t = 0 € solucdo desta equacdo. A multiplicidade desta raiz coincide preci-
samente com o nimero de intersec¢des da recta L com a curva I no ponto Q. Dado que
f(a,b) = 0, se expandirmos o primeiro membro da equagdo (1.8) numa série de Taylor em ¢,
obtemos

(@bt @b )+ 5y ((funta b + 2B + ol ) i = 0

Consideremos os diferentes casos [51, pp.53-54]:

Caso 1. Suponhamos que fx(a,b) e f,(a,b) ndo se anulam simultaneamente. Entdo, toda
a recta que passe por ) tem uma Unica interseccdo com /' em Q, com excepc¢do da recta
determinada pelo racio u : v tal que fy(a,b)u+ f,(a,b)v = 0. Esta recta chama-se tangente
de I'em Q.

Caso 2. Suponhamos que fx(a,b) = f,(a,b) = 0e que

fxx(avb)v fxy(avb) € fyy(avb)

ndo se anulam simultaneamente. Nestas condicdes, todas as rectas que passam por Q t€m
exactamente duas interseccoes em Q, excepto duas rectas (coincidentes ou ndo), correspon-

dentes as solucdes de

frx(@a, b)pu* + 2 fxy(a, b)pv + fyy(a,b)v* = 0, (1.9)

que t€ém mais de duas interseccdes. Estas rectas designam-se por tangentes de I" em Q. Se
(1.9) tem uma raiz dupla, dizemos que as tangentes sdo coincidentes.

Caso r. Suponhamos, agora, que todas as derivadas parciais de f até a ordem r — 1, inclusive,
sdo nulas no ponto Q e que pelo menos uma das derivadas parciais de ordem r ndo se anula
em Q. Entdo, toda a recta que passe por Q tem pelo menos r intersec¢des com I” em Q.
Precisamente r dessas rectas (coincidentes ou ndo) t€ém mais de r intersec¢des. Estas rectas

designam-se por tangentes de I" em Q e determinam-se a partir das raizes da equacdo

r

Z lr( fxr—kyk(a,b),ur_k\)k:(),

k=0

sendo contadas de acordo com as respectivas multiplicidades das raizes obtidas. O ponto P
diz-se um ponto de multiplicidade r. Uma vez que o polindmio f € nao-constante, terd de



1.2 Propriedades elementares das curvas algébricas 11

existir uma derivada parcial de ordem inferior ou igual a n diferente de zero. Assim, todo o
ponto de uma curva algébrica de ordem n tem multiplicidade r, com 1 < r < n. Podemos

ainda estabelecer que um ponto que ndo pertenga a curva tenha multiplicidade 0.

Um ponto de multiplicidade 1 diz-se um ponto simples. Um ponto de multiplicidade 2
diz-se um ponto duplo, e assim sucessivamente. Os pontos de multiplicidade igual ou superior
a 2 designam-se, igualmente, por pontos singulares da curva. Se as tangentes num ponto
singular sdo todas distintas, este diz-se ordindrio. Atendendo a discussdo anterior, 0s pontos
singulares sdo os pontos (a, b) para os quais

f(avb) = fx(a,b) = fy(a,b) =0.

Em termos de coordenadas projectivas, o critério para pontos singulares pode apresentar-se de
forma mais conveniente [51, p.55]:

Proposicao 1.2 Dada uma curva algébrica definida pela equacdo F(x,y,z) = 0, um ponto

O = (a: b :c) ésingular se e so se
F(a,b,c) = Fx(a,b,c) = Fy(a,b,c) = F;(a,b,c) = 0.

Se esse ponto pertence a curva mas ndo é singular, entdo a equagdo da tnica tangente da
curva em Q é
Fy(a,b,c)x + Fy(a,b,c)y + F;(a,b,c)z = 0.

Os pontos singulares desempenham um papel importante no estudo das curvas algébri-
cas. Existem alguns casos particulares de pontos singulares que vale a pena referir. Chama-se
nodo a um ponto duplo ordindrio. No caso de termos um ponto duplo em que as duas tan-
gentes coincidem, dizemos que esse ponto € um cispide. Por curva ndo-singular entendemos

uma curva algébrica que nao tenha pontos singulares.

Para além da anélise das singularidades de uma curva algébrica, o estudo dos seus pon-
tos de inflexdo pode ser relevante para a compreensdo das propriedades geométricas da curva.
Seja Q um ponto simples de uma curva algébrica I' em PIK2. Entdo, o nimero de inter-
seccoes da unica tangente L de I" em Q € superior ou igual a 2. Em geral, esse nimero é
exactamente dois, mas em alguns casos excepcionais esse nimero pode ser superior. Somos,
entdo, conduzidos a defini¢do que se segue. Um ponto Q de uma curva algébrica I em PIK2
diz-se um ponto de inflexdo se Q for simples e se o nimero de interseccdes da sua dnica tan-
gente com a curva for estritamente superior a 2. A tangente em causa designa-se por tangente

de inflexdo.
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De acordo com a préxima proposi¢do [21, pp.49,68], uma curva algébrica projectiva tem
sempre um nimero finito de singularidades e de pontos de inflexao.

Proposicao 1.3 Seja I" uma curva algébrica de ordem n.
(a) A curva I tem no mdximo n(n — 1)/2 singularidades;
(b) Se I' ¢é irredutivel, entdo I" tem no mdximo (n — 1)(n — 2)/2 singularidades;

(c) Sen > 2e I ndo contém rectas, entdo I' tem no mdximo 3n(n — 2) pontos de inflexdo.
Notemos que todo o ponto de uma recta € um ponto de inflexdo e que as cOnicas ndo

podem ter pontos de inflexdo. Desta forma, o estudo dos pontos de inflexdo s6 tem interesse

para curvas de ordem superior ou igual a 3.

1.3 O plano dual

Uma recta em PIK? de equacio
ax +by +cz=0,

onde a, b, ¢ sdo escalares ndo simultaneamente nulos, fica completamente caracterizada pelas
coordenadas de linha homogéneas (a : b : ¢), pelo que pode ser identificada com o ponto do
plano projectivo com as mesmas coordenadas homogéneas. Deste modo, as rectas de PK?
induzem um novo plano projectivo PIK?, que se designa por plano dual.

Como forma de simplificar o que se segue, representemos o plano projectivo por P e o
seu dual por P*. Escreveremos x, y, z para representar as coordenadas homogéneas em P e
X, Y, Z para as coordenadas homogéneas em P*. Fixando X, Y, Z, a recta

Xx+Yy+Zz=0
em P corresponde ao ponto (X : Y : Z) em P*. Reciprocamente, fixando x, y, z, a recta
Xx+Yy+Zz=0

em P* define a familia de rectas em P que passam pelo ponto (x : y : z) de P. Identificamos
essa familia de rectas com o ponto e (P*)* com P. Denotamos a recta de P*, dual em relacio
ao ponto Q de P, por O* e o ponto de P, dual em relacdo a recta L de P*, por L*. Tem-se,
portanto, (Q*)* = Qe (L*)* = L.
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Esta correspondéncia conduz-nos ao conhecido principio da dualidade. Um ponto Q
pertence a uma recta L em P se e sé se arecta Q* passa pelo ponto L* em P*. Em particular,
uma familia de rectas L; que passam por um ponto Q em [P corresponde a uma familia de
pontos L7 pertencentes a recta Q* em P* e vice-versa. Os conceitos de “concorréncia” e
“colinearidade” sdo, portanto, duais no plano projectivo.

Vejamos o que sucede com as curvas algébricas neste cendrio. Para cada ponto Q de uma
curva algébrica no plano projectivo [P, existem uma ou mais tangentes da curva (de acordo com
a singularidade ou nao de Q), as quais correspondem a pontos no plano dual P*. De forma
intuitiva, a2 medida que Q percorre a curva algébrica em [P, as correspondentes tangentes
tracam uma curva dual em P*. Pode provar-se que a curva dual de uma cénica irredutivel
ainda € uma cénica irredutivel [22, pp.214-216]. J4 a dual de uma cubica irredutivel pode nao
ser uma curva de ordem 3 (cfr. Teorema 1.7).

Uma equagdo da forma
F(x,y,z) =0, (1.10)

onde F' € um polindémio homogéneo de grau n, pode descrever duas curvas algébricas, I3 e
I;. A curva I'y obtém-se considerando (1.10) em coordenadas de ponto. Por definicdo, I tem
grau n. Por outro lado, a curva I3, dual da curva I3, obtém-se ao considerarmos a equacao
(1.10) em coordenadas de linha. Dizemos que I tem classe n. Desta forma, cada curva
algébrica I' pode ser descrita por duas equagdes distintas: uma em coordenadas de ponto

homogéneas,

Gi(x,y,2) =0,

e outra em coordenadas de linha homogéneas,
Gy(x,y,z) =0.

O grau do polinémio G, é a ordem da curva I", enquanto que o grau de G, € a sua classe.
Como vimos na seccao anterior, a ordem da curva coincide com o nimero maximo de pontos
segundo o qual cada recta intersecta I". Por outro lado, a sua classe traduz o nimero ma-
ximo de tangentes que se podem tragar a partir de um ponto arbitririo do plano e que passam
por pontos simples da curva [21, p.88]. A classe de uma curva algébrica estd directamente

relacionada com o nimero de focos dessa curva.

Os pontos circulares do infinito d e § permitem caracterizar, do ponto de vista projec-
tivo, os focos de uma cénica em IR?. Prova-se, sem dificuldade [22, pp.152-156], que as

linhas isotrépicas que unem os focos de uma cénica a J e a § s@o rectas tangentes da corres-
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pondente curva em PC2. Inspirados por este resultado, valido no contexto das cénicas em

IR2, generalizamos o conceito de foco a uma curva algébrica arbitrdria.

Dada uma curva algébrica em PC? e um ponto Q, diferente de J e ¢, dizemos que Q
€ um foco da curva algébrica se as linhas isotrépicas de Q sdo ambas tangentes da curva em
pontos diferentes de J e §.

Uma curva algébrica de classe m tem, em geral, m? focos, correspondentes as intersec-
coes das m tangentes da curva que passam por d com as m tangentes que passam por &. Se
uma curva de classe m € definida em coordenadas de linha por um polinémio com coeficientes

reais, entdo existem m focos reais e m? — m que ndo sdo reais [47, pp.119-120].

Em geral, a classe de uma curva algébrica difere da sua ordem. As famosas formulas
de Pliicker caracterizam a relagio classe-ordem. Uma curva algébrica I" em PC? diz-se uma
curva de Pliicker se I' € irredutivel com ordem superior ou igual a 2 e se as singularidades de

I' e da curva dual I'* sdao, quanto muito, nodos ou cuspides. Consideremos:

(i) d=ndimero de nodos de I;

(ii) d*=ntmero de nodos da curva dual I"*;
(ii1) s= numero de cuspides de I";
(iv) s*=ndmero de ctspides de I"*.

Estas quantidades sdo invariantes projectivos. O nimero de intersec¢des de uma recta L com
uma curva I num ponto Q nio se altera por aplicacdo de uma transformacao projectiva [22,
pp-146-147], pelo que um nodo € transformado noutro nodo e um ctspide noutro cuispide.

Todo o ponto de uma curva dualiza-se numa tangente da curva dual. Se o ponto € singular
de multiplicidade k > 1, o ponto dualiza-se numa tangente que passa por k pontos. Se estes
forem coincidentes, obtemos uma tangente de inflexdo. Caso contrdrio, obtemos uma tangente
muiltipla (se k = 2, a tangente diz-se dupla). O lema que se segue baseia-se no facto de, por
dualiza¢do, um nodo corresponder a uma tangente dupla e um cuispide a uma tangente de
inflexdo.

Lema 1.4 Se I' ¢ uma curva de Pliicker, entdo

(a) d*=niimero de tangentes duplas de I';
(b) d=niimero de tangentes duplas de I"*;

(c) s*=ntimero de pontos de inflexdo de I';
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(d) s=niimero de pontos de inflexdo de I'*.

O préximo teorema [21, pp.89-94] relaciona a classe e a ordem de uma curva de Pliicker.
Apesar de as férmulas envolverem apenas singularidades de multiplicidade 2, os resultados
apresentados podem generalizar-se a curvas com outro tipo de singularidades. A razado é
simples: uma singularidade de multiplicidade superior a 2 equivale, em geral, a um certo

nimero de nodos, cispides, tangentes duplas e tangentes de inflexdo [47, p.55].

Teorema 1.5 (Férmulas de Pliicker) Se I" é uma curva de Pliicker em PC?, de ordem n e

classe n*, entdo
(a) n* =nn—1)—2d — 3s;
(b) n =n*(n*—1) —2d* — 3s*;
(c) s* =3n(n—2)—6d —8s;
(d) s =3n*(n* —2)—6d* —8s*.

1.4 Cubicas de Newton

Apliquemos as férmulas de Pliicker ao estudo das cubicas irredutiveis. A primeira clas-
sificacdo sistemadtica para as cubicas foi apresentada por Isaac Newton no seu trabalho pu-
blicado em 1704, Enumeratio linearum tertii ordinis (vide [3] e [16, pp.93-98]). Newton
preocupou-se com o estudo das cibicas no plano afim, tendo-as classificado em 72 espécies?.
Estendendo o estudo das cuibicas ao que hoje se designa por plano projectivo, Newton con-
cluiu que qualquer cuibica podia obter-se como a sombra, produzida por um ponto luminoso
sobre um plano conveniente, de uma de cinco cubicas, que designou por pardbolas divergen-
tes. Numa linguagem actual, isto significa que, a menos de uma transformacao projectiva (que
equivale a uma mudanca de tridngulo de referéncia), existem apenas cinco cubicas distintas:
as cinco parabolas divergentes. Uma pardbola divergente pode definir-se por uma equagio na

forma
yi=a(x—a)(x—p)(x—y), (1.11)

coma > 0ea,B,y € C. A classificacdo das pardbolas divergentes, que em seguida se
apresenta, faz-se tendo em conta as raizes «, 8 e y do polinémio em x.

2Contudo, Newton ndo teve em conta 6 espécies adicionais que s6 foram descobertas mais tarde.
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Teorema 1.6 (Classificacao das parabolas divergentes) Considere-se a pardbola divergente

de equacdo (1.11). As seguintes possibilidades podem ocorrer:

(a) se a < B <y, entdo a ciibica apresenta uma componente oval e um ramo infinito com

trés pontos de inflexdo reais;

(b) sex = B <y, entdo a ciibica tem um ponto isolado e um ramo infinito com trés pontos

de inflexdo reais;

(c) sex < B = v, entdo a cubica consiste numa sé peca com um nodo e um ponto de

inflexdo reais;

(d) sex = B =y, entdo a cuibica consiste numa sé peca com um cuspide e um ponto de

inflexdo reais;

(e) se duas raizes sdo complexas conjugadas, entdo a ciibica consiste numa so pe¢ca com

trés pontos de inflexdo reais.

Note-se que o ponto do infinito (0 : 1 : 0) é um ponto de inflexdo real comum as
cinco pardbolas divergentes descritas no teorema anterior. A recta do infinito € a sua tangente
de inflexdo [47, pp.162—-163]. As pardbolas divergentes das alineas (a) e (e) ndo t€ém pontos
singulares, enquanto que as das alineas (b), (c) e (d) tém um sé ponto singular (um nodo ou um
cuspide)®. Como o niimero de nodos e o de cispides sdo invariantes projectivos, concluimos

que toda a cubica ou € ndo-singular, ou tem um Gnico ponto singular (nodo ou ctspide).

Para caracterizarmos, a menos de uma transformacdo projectiva, a curva dual de uma
cubica arbitréria, necessitamos apenas de determinar a dual de cada pardbola divergente. Re-
corremos as formulas de Pliicker e as propriedades bésicas de dualizacgao.

Teorema 1.7 (Dualizacio das cibicas de Newton) Considere-se uma ciibica arbitrdria. A
sua dual satisfaz uma e so uma das seguintes condigoes:
Cl. tem ordem 6, trés ciispides reais e pelo menos uma componente oval;

C2. é uma qudrtica com trés cuspides reais e uma tangente dupla real (em dois pontos

complexos da curva)*;

C3. é uma qudrtica com um ctuispide real e uma tangente dupla real (em dois pontos reais

da curva);

C4. é uma ciibica com um cuspide e um ponto de inflexdo reais;

30 ponto isolado da alinea (b) é considerado um nodo com duas tangentes complexas [51, pp.56-58].
4Sempre que representarmos geometricamente uma curva do tipo C2, identificaremos no plano a correspon-

dente tangente dupla.
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C5. tem ordem 6, trés cuspides reais e ndo apresenta componentes ovais nem tangentes

duplas reais.

Ilustragdes dos casos anteriores sao raras e encontram-se dispersas pela literatura (vide,
por exemplo, [12, pp.48—49] e [21, pp.77-78]). Por uma questdo de sistematiza¢do, optimos
por construir as figuras 1 a 5, que ilustram os cinco casos do teorema anterior. Os esbogos das
curvas foram obtidos no Mathematica 5.1, seguindo o método habitual de dualizacdo: seja I’
uma curva algébrica definida em coordenadas de linha homogéneas pela equacio

F(u,v,w) =0. (1.12)

Uma forma de obter a correspondente equacdo de pontos consiste em eliminar uma das varia-

veis, por exemplo u, do sistema de equagdes (1.12) e
ux +vy+w =0,
tomar w = 1 com vista a desomogenizagdo do resultado e eliminar o parametro restante, v,
do sistema de equagdes
F(v,x,y)=0 e %F(v,x,y) = 0.

Como forma expedita de eliminar o parametro v, é conveniente utilizar o conceito de resul-

tante de dois polinémios. Dados dois polindmios

fo) =) ax"* e glx)=) bx"F,
k=0

k=0

chama-se resultante de f e g ao determinante da matriz quadrada de ordem n + m

aO al oo oo an
aO al oo oo an
aO al oo oo an
b
bo by -+ - b,
bo by -+ - by,
bo by - -+ by,

onde existem m linhas de a’s, n linhas de b’s e os espagos em branco sao preenchidos com
zeros. A resultante tem numerosas aplicagdes, nomeadamente permite eliminar uma varidvel

comum a dois polinémios em vdrias varidveis, supondo as restantes constantes [45, p.21].



18 CAPITULO 1: Curvas algébricas planas

As figuras 1 a 5 descrevem um comportamento padrdo para as curvas pertencentes a cada
um dos cinco casos. Observamos, contudo, que podemos ter mais de uma componente oval
no caso C1, enquanto que os trés cispides dos casos C1, C2 e C5 podem estar distribuidos
por, no miximo, trés componentes. Além disso, alguns dos cuispides ou pontos de inflexdo
mencionados no Teorema 1.7 podem pertencer a recta do infinito. E interessante realcar que
os pontos do infinito de uma curva correspondem as tangentes da sua dual que passam pela
origem. A razdo é simples: os pontos do infinito e as rectas que passam pela origem sdo,
respectivamente, 0s pontos € as rectas com a terceira coordenada homogénea nula. Assim, o
nimero de pontos do infinito de uma determinada curva coincide com o nimero de tangentes

da dual que passam pela origem.

|
N
|
N
|
N
\ /
w N [ [ w
N

Figura 1: Cibica de equagiio y? = (x + 1)x(x — 1) e sua dual (do tipo C1).

3 30
2 20
1 10 /‘4;::
-2 -1 1 2 -1 10 20
-1 -10 \\§<::
-2 -20
-3 -30

Figura 2: Cubica de equagiio y? = (x + 1)%x e sua dual (do tipo C2).
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Figura 3: Cibica de equagio y? = 3(x — 1)(x — 2)? e sua dual (do tipo C3).

3 3
2 2
1 1

-1 T 2 -3 -2 -
1 -1
5 -2
3 -3

L >
2

-2 -2

-3 -3

Figura 5: Cubica de equagdo y? = (x + 1)(x? + 1) e sua dual (do tipo C5).
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Como veremos no préximo capitulo, o estudo da curva associada do contradominio
numérico indefinido de uma matriz de ordem 3 requer a andlise do conjunto de pontos reais
de uma curva algébrica definida, em coordenadas de linha homogéneas, por um polinémio de
grau 3 com coeficientes reais. Por isso, achou-se conveniente, nos Teoremas 1.6 e 1.7, centrar
a classificag@o no plano projectivo real. Contudo, chamamos a atencao do leitor para o facto
de uma classificagio rigorosa para as ctbicas irredutiveis em P C? se traduzir em apenas trés
categorias [22, pp.190-198]: as cubicas ndo-singulares, as ctiibicas com um nodo e as cubicas
com um ctspide. Por um lado, toda a ctibica com um nodo em PC? é equivalente, do ponto
de vista projectivo, a cibica da figura 3. Por exemplo, a transformacao projectivade P GL(2),

x=-X+Z, y=+3i/3Y e z=2,

aplica a cubica da figura 2 na cuibica da figura 3. Por outro lado, € usual enquadrarem-se as

cubicas ndo-singulares numa sé categoria: a das cibicas de equacdo
y2z =4x> —axz? - Bz, a,BeC, o’ #278%

Esta divisdo em trés categorias € uma consequéncia natural da aplicacdao das férmulas de
Pliicker (Teorema 1.5) no plano projecto complexo quando n = 3.



Na maior parte das ciéncias, uma geragdo pée abaixo
0 que outra construiu, e o que uma estabeleceu a ou-
tra desfaz. Somente na Matemdtica é que cada gera-

¢do constroi um novo andar sobre a antiga estrutura.

Hermann Hankel

Contradominios numericos

2.1 Espacos de Krein

Os conceitos cldssicos de comprimento, angulo e ortogonalidade definem-se em espagos
vectoriais a partir de um produto interno (definido). Ao substituirmos esta estrutura por um

produto interno indefinido, obtemos altera¢des substanciais na geometria dos espagos.

Seja 'V um espaco vectorial sobre o corpo dos nimeros complexos C. Uma fungio [-, ]
de V xV em C diz-se:

P1. uma forma sesquilinear se for linear no primeiro argumento e conjugado-linear’ no
segundo, ou seja, se paracada x,y,z € Vea,B € C,

lox + By.z]l = alx,z] + Bly.2] e [x,ay+ Bz] =alx,y] + Blx.z]:
P2. uma forma hermitica se paracada x,y € 'V,
[x, y] = [y, x];

P3. uma forma ndo-degenerada se o vector nulo for o Unico vector x de V para o qual
[x,y] =0, sempre que y € V;

SEm vez de “conjugado-linear”, alguns autores utilizam a designagdo “semi-linear”. Em termos etimoldgicos,
a palavra “sesquilinear” significa precisamente que a forma € linear “uma vez e meia”.

21



22 CAPITULO 2: Contradominios numéricos

P3’. uma forma definida positiva se para cada x € V, [x, x] > 0, verificando-se a igualdade
seesosex =0.

Adicionalmente, se 'V estiver munido de uma norma ||-||, dizemos que [-, -] € uma forma limi-

tada se existir ¢ > 0 tal que, paracada x,y € V,

[ Y1 = ellxly -

Um produto interno (definido) ¢ uma forma sesquilinear, hermitica e definida positiva, en-
quanto que um produto interno indefinido ¢ uma forma sesquilinear, hermitica e ndo-dege-
nerada. Note-se que P3’ implica P3, pelo que todo o produto interno definido também ¢é
indefinido. O reciproco ndo é, em geral, verdadeiro. A propriedade P3 ndo garante que o
produto interno indefinido de um vector x por si mesmo seja sempre positivo, se x # 0, ou
nulo, se x = 0. Nao s6 esse valor pode ser negativo como pode ser nulo, mesmo que x # O.
Esta € precisamente a grande diferenca que distingue os dois tipos de produto interno.

Quando consideramos um espa¢o V munido de um produto interno indefinido [-, -], di-

zemos que x € V € positivo, negativo ou neutro se, respectivamente,

[x,x] >0, [x,x]<0 ou [x,x]=0.

Como [0,0] = 0, o vector nulo é um vector neutro. Podem existir no espago outros vecto-
res neutros. Prova-se facilmente que, por cada dois vectores do espaco, um positivo e outro
negativo, existe obrigatoriamente um vector neutro nao-nulo [2, p.4]. Um subespaco M de
V diz-se positivo, negativo ou neutro se qualquer vector ndo-nulo de M for, respectivamente,

positivo, negativo ou neutro.

Um espaco de Hilbert complexo € um espago vectorial sobre C munido de um produto
interno definido, que induz a estrutura de espago métrico completo. Caso nada seja dito em
contrdrio, suporemos que os espacos de Hilbert a considerar sdo separdveis ou, equivalente-
mente, que tém dimensao numerdvel [18, p.17].

Os espacos de Krein definem-se a partir da soma directa de dois espacos de Hilbert com-
plexos satisfazendo certas condi¢des. Sdo espacos munidos de um produto interno indefinido
e estdo amplamente estudados na literatura [2, 14], continuando actualmente a entusiasmar os
investigadores. A sua designacdo € atribuida em homenagem ao matemadtico ucraniano Mark
Krein (1907-1989), que dedicou grande parte dos seus estudos a Teoria de Operadores, em
estreita ligacdo com problemas concretos da Fisica Matematica.
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Seja K um espaco vectorial sobre C munido de uma forma sesquilinear e hermitica [-, -].
Diz-se que K, mais precisamente (K, [-,-]), € um espaco de Krein se se escreve segundo a
soma directa

K=K, +KXK_, (2.1)
onde (K4, [-,*]) e (K_,—[,]) sdo espacos de Hilbert e

[+, K] = {0},
isto é, [x4+,x_] = 0, paracada xy € K4 e x_ € K_. A decomposi¢ao (2.1) implica que [-, -]

seja uma forma ndo-degenerada [2, p.8], pelo que estamos na presenca de um produto interno
indefinido.

Observe-se que, em geral, a decomposi¢do (2.1) ndo € unica. Contudo, K € obri-
gatoriamente um subespaco positivo de dimensdo médxima e JK_ um subespago negativo de
dimensdo maxima, pelo que dim K e dim JK_ nio dependem da decomposicdo (2.1) que
se considere [2, p.38]. Se pelo menos um dos espacos K4 ou JK_ tiver dimensdo finita,
simbolicamente, se

k = min{dim KX, dim K_} < oo,

entdo dizemos que K € um espaco de Pontryagin de indice «. As propriedades bésicas destes
espacos foram estabelecidas pelo matemadtico russo Lev Pontryagin em 1944 [44]. Historica-
mente, estes espacos foram os primeiros espagos de dimensao infinita com um produto interno
indefinido a serem estudados. Apesar de, nos textos recentes, se introduzirem os espacgos de
Pontryagin como um caso particular dos espagos de Krein, os tltimos surgiram na literatura
como uma generaliza¢io dos primeiros.

Todo o espaco de Hilbert pode ser munido da estrutura de espaco de Krein através de
um produto interno indefinido construido a partir do produto interno definido desse espaco e
de um operador satisfazendo certas condi¢des.

Seja K um espaco de Hilbert complexo munido do produto interno definido (-, -). Seja
também H um operador linear em X, limitado, auto-adjunto e invertivel. Como facilmente
se constata, a igualdade

[x,y] = (Hx,y), x,y €K, (2.2)

determina uma forma sesquilinear, hermitica e ndo-degenerada em K. Este produto interno
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indefinido, que representaremos por (-, -) g, induz em K a estrutura de espaco de Krein, como
se explica de seguida.

Uma forma (-, )¢, definida num espago de Hilbert a partir de um operador G linear,
limitado, auto-adjunto e invertivel, é usualmente designada por métrica-G e o espago corres-
pondente por espaco-G. Uma métrica-G diz-se regular se 0 ¢ o(G) ou, equivalentemente,
se G~! ¢ um operador limitado [32]. Caso contrario, a métrica-G diz-se singular. Ora, todo
o espaco de Hilbert munido de uma métrica-G regular € um espaco de Krein. Por outro lado,
podemos converter os espagos munidos de uma métrica-G singular em espacgos de Krein atra-
vés de um método de completamento [2, pp.39—40]. Os espacos-G estdo amplamente estuda-
dos na literatura (vide, por exemplo, [1]).

Sempre que considerarmos um espaco de Hilbert K de dimensao finita n, identificare-
mos K com o espaco C” munido do produto interno usual

(x,y)=y*"x, x,yeC"

onde y* representa o vector linha de componentes conjugadas do vector coluna y.

Para cada matriz n X n com entradas complexas H, hermitica e ndo-singular, podemos
munir C” da estrutura de espaco de Krein de dimensdo n (e, consequentemente, de espaco de
Pontryagin de indice k < n), recorrendo ao produto interno indefinido

(x,y)m =(Hx,y) = y"Hx, x,yeC" (2.3)
Uma base {x1,...,x,} de C" diz-se uma base ortonormada para (-, -) g se

+1 sei =

(xi X)) = :
0 sei#j

A propriedade P3 garante a existéncia de pelo menos uma base ortonormada de C” para cada
matriz H, hermitica e ndo-singular [23, p.10]. A constru¢do de uma base nestas condi¢oes
segue passos andlogos ao caso definido. Obtemos uma decomposi¢do como em (2.1), onde
K4 (respectivamente, JK_) é o subespago gerado pelos vectores x; tais que (x;,x;)g = 1
(respectivamente, (x;, x;)g = —1). Além disso, a dimensdo de K (respectivamente, JK_)
coincide com o nimero de valores proprios positivos (respectivamente, negativos) da matriz
hermitica H, contados de acordo com as correspondentes multiplicidades [23, p.12].
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Em (2.3), construiu-se um produto interno indefinido em C” a partir de uma matriz H,
hermitica e ndo-singular. Note-se que o reciproco também € verdadeiro [23, p.8]: para cada
produto interno indefinido em C”, existe uma matriz n X n com entradas complexas H , hermi-
tica e ndo-singular, tal que se verifica (2.3). Pode deduzir-se um resultado andlogo para o caso
em que K € um espago de Hilbert de dimensao infinita e em que se substitui a matriz H por
um operador linear, limitado, auto-adjunto e invertivel, desde que o produto interno indefinido
que se considere seja uma forma limitada para a norma induzida pelo produto interno definido
de X [32, p.192].

Interessa-nos considerar espacos de Krein X = K 4+ JK_ para os quais K+ # {0}. De
facto, a situacdo em que K_ = {0} (respectivamente, K = {0}) ndo tem interesse, uma vez
que [-, -] (respectivamente, —[-, -]) se torna simplesmente num produto interno definido. Tal
situacdo corresponde a construir em espagos de Hilbert X produtos internos (-, )y para os
quais H seja um operador auto-adjunto definido positivo (respectivamente, definido negativo).
Relembremos estes conceitos.

Sendo H um operador auto-adjunto, (x,x)y = (Hx, x) é real, para cada x € K. Se,
para cada x € K\{0}, (Hx,x) > 0 (respectivamente, ( H x, x) < 0), diz-se que H é definido
positivo (respectivamente, definido negativo). Por outro lado, o operador H diz-se indefinido
se existirem y, z € K tais que

(y.y)u=(Hy,y)>0 e (z,2)u =(Hz,z) <0.

Se supusermos H invertivel, apenas uma de trés situagdes pode ocorrer: H € definido positivo,
definido negativo ou indefinido [26, p.400]. Pelos motivos ja referidos, daremos especial
enfoque aos produtos internos (-, -) g construidos a partir de um operador indefinido H.

Quando consideramos um espago de Hilbert munido de um produto interno indefinido
como em (2.2), os subespagos positivos, negativos e neutros sao muitas vezes designados, res-
pectivamente, por positivos- H , negativos- H e neutros- H. Analogamente, definimos vectores
positivos- H , negativos- H e neutros-H . Ao longo da dissertacdo, seguiremos a nomenclatura
empregue por vdrios autores (por exemplo, em [37, p.16]), segundo a qual os vectores neu-
tros- H sdo também designados por isotropicos-H, sendo os restantes vectores (positivos- H

e negativos- H ) incluidos na designagio tinica de anisotrépicos- H°.

®Chamamos a atenciio para o facto de esta nomenclatura niio ser consensual. Por exemplo, em [2, p.5], o
termo “isotrépico” é utilizado para designar os vectores x de V tais que [x, y] = 0, para cada y € 'V, quando o

espago 'V estd munido de uma forma [+, -] que néo satisfaz a propriedade P3.
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Ao longo do texto, M,, denota a dlgebra das matrizes quadradas de ordem n com entradas
complexas e H, o espaco vectorial real das matrizes hermiticas em M,,.

Quando um produto interno definido é introduzido em C”, podemos construir certas
classes de matrizes de ordem n (que se identificam com operadores lineares de C"” em C"),
tais como, as matrizes hermiticas, unitdrias e normais. Se o produto interno € indefinido,

podemos definir classes andlogas as mencionadas.

Seja H € H, uma matriz ndo-singular. A adjunta-H de A € M, é a matriz A*#

determinada unicamente pela relacdo
(Ax, V) = (x, A¥ )\ x,y e C".

Com vista a simplificagdo da linguagem, e nos casos em que nio se coloque o problema
de ambiguidade, escreveremos Al em vez de A% . Podemos exprimir explicitamente a

adjunta- H em termos das matrizes 4 e H por
AW = H'A*H,

onde A* representa o operador adjunto de A. Em espacos de dimensio finita, A* coincide com
a transconjugada da matriz A. Uma matriz A € M, diz-se auto-adjunta-H ou hermitica- H
se

A= A,

Uma matriz N diz-se normal-H se
NN = NFI N,
Por fim, uma matriz U diz-se unitdria- H se
vuH =yHly =1,

onde [, denota a matriz identidade de ordem 7. Estas classes de matrizes apresentam notdveis
propriedades. Destacamos duas: o espectro de uma matriz hermitica- H € simétrico relativa-
mente ao eixo real [23, p.49], enquanto que o espectro de uma matriz unitdria- H € simétrico

relativamente a circunferéncia unitdria [23, p.52].

Num espago de Krein (K, (-, -) i) de dimensao infinita, podem estabelecer-se defini¢oes
andlogas para operador adjunto- H, auto-adjunto- H , normal- H e unitdrio-H .
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2.2 Propriedades elementares dos contradominios humé-
ricos

Seja A um operador linear e limitado definido num espaco de Hilbert complexo X,
munido do produto interno (-, -). Para cada operador linear H em K, limitado, auto-adjunto e
invertivel, obtemos um produto interno indefinido (-, -) 7 ¢ munimos X da estrutura de espaco
de Krein. O contradominio numérico-H de A € o subconjunto do plano complexo que se
denota e define por

(Ax,X)H

Wh(A) = ox)m

x e XK, (x,x)g #0; . 2.4)
O estudo do contradominio numérico-H de um operador A reveste-se de especial interesse,
uma vez que permite estabelecer a ligacao entre as suas propriedades algébricas e geométricas
(destacamos, como exemplos, os Teoremas 3.7 e 3.23 a 3.26). Se H ¢é o operador identidade,
entdo (-,-)g = (-,-) é um produto interno definido, KX = K é simplesmente um espago de

Hilbert e Wy (A) reduz-se ao contradominio numérico cldssico ou campo de valores de A,

(Ax, x)

W(A) = o)

x e K, (x,x) #0p = {{Ax,x):x € K, (x,x) = 1}. (2.5)

A literatura sobre o conceito cldssico de contradominio numérico remontaa 1918 e 1919,
nomeadamente a dois artigos famosos, um de Toeplitz [50] e outro de Hausdorff [25]. Esses
artigos conduziram a uma das propriedades geométricas mais relevantes do contradominio
numérico classico: a sua convexidade. Toeplitz mostrou a convexidade da fronteira do campo
de valores e, pouco depois, Hausdorff provou que o conjunto é simplesmente conexo. Desde
entdo, varios autores apresentaram demonstracdes alternativas para este importante resultado,
usualmente referido como Teorema de Toeplitz-Hausdorff.

Teorema 2.1 (Teorema de Toeplitz-Hausdorff) Se A ¢ um operador linear e limitado num

espaco de Hilbert }, entdo W(A) é um subconjunto convexo de C.

Outra propriedade relevante do contradominio numérico cléssico afirma que, para cada
operador linear e limitado A definido num espaco de Hilbert #, o(4) € W(A), onde o (A)
denota o espectro de A e W(A) o fecho topoldgico de W(A). Esta propriedade, conhecida
por inclusdo espectral, foi originalmente provada por Wintner [52], em 1929. E de realgar,
igualmente, que o conjunto W(A) é compacto, sendo vdlida a igualdade W(A) = W(A) para
espacos de dimensao finita.
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Na teoria do contradominio numérico classico (e das suas generalizac¢des), a reducdo dos
problemas ao caso bidimensional é uma técnica muito utilizada, mesmo quando os espagos
tém dimensao infinita. O Teorema do Contradominio Eliptico desempenha um papel chave
em tal reducdo: Murnaghan [39], em 1932, provou que se A € M5, entdo o campo de valores
W(A) é um disco eliptico (possivelmente degenerado). Ao longo dos anos, foram surgindo
outras provas para este resultado. Destacamos a de Donoghue [19], em 1957, e a mais recente
apresentada por Li [34], em 1996.

Teorema 2.2 Seja A € M, uma matriz com valores proprios a1 e oy. Nestas condigoes,
W(A) é o disco eliptico (possivelmente degenerado) com focos oy e o, e eixos maior e menor

de comprimento, respectivamente,

Jir(A*A) —2Re(@ron) e tr(A*A) — |ag|? — |z |?. (2.6)

Para um estudo aprofundado das propriedades do contradominio numérico cldssico re-
metemos o leitor para [27, Capitulo 1] e [24]. A substitui¢do do produto interno definido por
um produto interno indefinido gera uma nova teoria, particularmente interessante pelas suas
ligagcdes ao campo das aplicacdes, dada a importancia dos produtos internos indefinidos na
Fisica, nomeadamente na Teoria da Relatividade. Em contraste com o caso classico, o estudo
do contradominio numérico indefinido € relativamente recente [4, 6, 7, 35, 36, 37].

Na préxima proposi¢ao listamos algumas propriedades do contradominio numérico- H
que sdo consequéncia directa da defini¢do. O simbolo / denota o operador identidade.

Proposicao 2.3 Nas condigées da defini¢do (2.4), tem-se:
(a) Wy (al + BA) = a + BWg (A), para quaisquer escalares o, B € C;
(b) Wa(UMAU) = Wy (A), qualquer que seja o operador U unitdrio-H ;
(c) W (AM) = {Z:z € W (A)};
(d) Wa(A+ B) € Wu(A) + Wu(B).

Com vista a caracterizacdo do contradominio numérico- H de um operador A, Wx (A),

¢ util considerar os conjuntos
WHi(A) ={{Ax,x)g:x € K,{(x,x)g = £1}, 2.7)

que designaremos por contradominio numérico- H positivo ou negativo de A. Facilmente se
constata que

WHi(A) = -Wg(A) e Wy(A) =Wl (A)UWH(A).
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Assim, para estudarmos as propriedades do contradominio numérico- H de A, basta caracteri-
Zarmos 0s conjuntos WI}L (A)e W_+H (A). Importa realcar que a Proposicdo 2.3 continua valida
se se substituir Wy por W .

Se H é um operador auto-adjunto definido positivo, entdo (-, -)g é um produto interno
definido, de acordo com o referido na sec¢d@o anterior. Além disso, existe um (inico) operador
auto-adjunto definido positivo H'/2, a raiz quadrada positiva de H, tal que (H'/?)?> = H.
Note-se que a invertibilidade de H garante que H'/? é invertivel [32, p.476]. Segue-se que

H = (HI/Z)*HI/Z.
Cdlculos simples mostram que
Wy (A) = Wi (A) = W(HY?AH™Y/?),

onde H~'/? denota o operador inverso de H'/2. Por outro lado, se H é auto-adjunto definido
negativo, entdo —H é definido positivo e idéntica caracterizacdo pode ser feita para Wy (A):

Wi (A) = Wy (A) = W(—H) > A(=H)™"?),

onde (—H)~'/? denota o operador inverso de (—H)'/2. Desta forma, se H é definido posi-
tivo ou negativo, o estudo do contradominio numérico- H reduz-se a teoria do contradominio
numérico classico. Por este motivo, interessa-nos considerar apenas o caso em que H € inde-
finido.

Em contraste com o contradominio numérico classico W(A), se H € indefinido, entao
0 conjunto WI}L (A) ndo é, em geral, limitado nem fechado, mesmo que o espago K tenha
dimensao finita. Contudo, WI}L (A) é sempre convexo. A proposicdo que se segue sistematiza
algumas propriedades geométricas do conjunto WI}L (A) [4, 36, 37]:

Proposicao 2.4 Seja A um operador linear e limitado em K. Para cada operador linear H
em K, limitado, auto-adjunto, invertivel e indefinido, tem-se:

(a) Wi (A) = {A}seesdse A= Al;

(b) se W;{ (A) ndo é um conjunto singular, entdo W;{ (A) ndo ¢ limitado;

(c) W;{ (A) C R se e s6 se A é um operador auto-adjunto-H , isto é, A = H ' A*H ;

(d) W;{ (A) é um subconjunto convexo de C.

As trés primeiras alineas da proposi¢do anterior conduzem a resultados andlogos para o
contradominio numérico-H .
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Proposicao 2.5 Nas mesmas condicdes da proposi¢do anterior, tem-se:
(a) Wg(A) ={A}seesése A = Al;
(b) se Wy (A) ndo é um conjunto singular, entdo Wy (A) ndo é limitado;

(c) Wi (A) C R se e sé se A éum operador auto-adjunto-H , isto é, A = H ' A*H.

Um operador linear e limitado A diz-se essencialmente auto-adjunto-H se existirem
a,B € C, B #0, tais que o + BA é um operador auto-adjunto- H. Em espacos de dimen-
sdo finita, dizemos que A € uma matriz essencialmente hermitica- H . Da proposi¢do anterior,
concluimos que um operador € essencialmente auto-adjunto-H se e s6 se o seu contradomi-
nio numérico- H estiver contido numa recta. A recta fica completamente caracterizada pelos
escalares @ e B: se ol + BA € auto-adjunto-H, entdo Wy (A) esta contido na recta que passa
por —a/ B e que tem a direc¢do de — arg .

Como Wg(A) = WI}L (A) U W_+H (A), a Proposi¢ao 2.4 garante que Wg (A) é a unido
de dois conjuntos convexos. Contudo, esta condi¢cdo ndo garante a convexidade de Wy (A4).
De facto, em geral, Wg (A) ndo € convexo, mas sim pseudo-convexo [37]: dados dois pontos
distintos x,y € Wg(A), ou Wg(A) contém o segmento de recta de extremos x e y, ou
W (A) contém a recta definida por x e y, excepto o segmento de recta aberto que os une.
A primeira possibilidade ocorre quando x e y pertencem a mesma componente convexa de
Wg (A), WI}L (A) ou W_+H (A), e a segunda quando tal ndo acontece. Esta propriedade revelar-

-se-a de extrema importincia no decorrer do texto.

Em [6], estabeleceu-se um resultado paralelo ao Teorema do Contradominio Eliptico
para o caso indefinido, que se designou por Teorema do Contradominio Hiperbdlico. Em
contraste com o caso classico, o contradominio numérico indefinido de uma matriz de ordem
2 é determinado por uma hipérbole e nao por uma elipse. Os ramos da hipérbole delimitam as

suas duas componentes convexas.

Teorema 2.6 Seja A € M, uma matriz com valores proprios oy e . Se H = diag(1, —1),
entdo Wy (A) é delimitado por uma hipérbole (possivelmente degenerada) com focos oy e a3,

e eixos transverso e ndo-transverso de comprimento, respectivamente,

JI(APLA) —2Re@ran) e/l + loal? — (A1 4), 2.8)

Nos casos degenerados, Wi (A) pode ser um conjunto singular, uma recta, uma recta excepto

um segmento aberto, todo o plano complexo ou o plano complexo excepto uma recta.

A escolha da matriz H no enunciado do teorema anterior ndo traduz uma perda de
generalidade, como observaremos na seccdo 2.3. A propriedade de inclusdo espectral,
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vdlida no caso cldssico, pode generalizar-se também ao caso indefinido, com as devidas
adaptagdes. Restringimos a nossa andlise a espacos de dimensao finita. Denotando por 0;,“ (A)
(respectivamente, por 0 (A)) o conjunto dos valores proprios de A que t€m vectores proprios
positivos- H (respectivamente, negativos- H ), verifica-se facilmente que

0 (A) S Wy (4) e oyz(A) S Wi(A), (2.9)

0 que mostra que os valores proprios de A associados a vectores proprios anisotropicos- H
pertencem obrigatoriamente ao contradominio numérico-H de A. Porém, se A é um valor
proprio cujos vectores proprios associados sdo todos isotropicos- H, ndo podemos garantir a
partida que A € Wg(A). O conjunto de tais valores préprios denota-se por o, (A) e o seu
estudo reveste-se de peculiar interesse. Vejamos um exemplo que mostra que nem sempre
o (A) estd contido em Wy (A). Seja A uma matriz hermitica- H com valores proprios ndo-
-reais. Pode provar-se que os vectores proprios associados a esses valores préprios sdo sempre
isotrépicos- H [23, p.50]. Isto significa que os valores proprios ndo-reais de uma matriz A,
hermitica- H, pertencem a g (A4). Contudo, ndo podem pertencer a Wy (A), visto que, de
acordo com a Proposi¢do 2.5, se tem Wy (A4) € R.

2.3 Matriz de inércia

Sejam Ay, ..., A, matrizes quadradas. Denota-se por A; & - -- @ A,, a matriz diagonal
de blocos cujos blocos principais sdo Ay, ..., Ay. Diz-se que A; & --- B A, € a soma directa
das m matrizes iniciais.

Considere-se C" munido do produto interno indefinido (-, -) g induzido por uma matriz
nao-singular H € H,. Se r é o nimero de valores proprios positivos de H, contando multi-
plicidades, entdo

J=1,& -1, (2.10)

é a matriz de inércia de H. Tem-se J* = J e J% = I, isto é, J é hermitica, ndo-singular e
J~1 = J. Como facilmente se constata, se H é definida positiva (respectivamente, definida
negativa), todos os seus valores proprios sdo reais positivos (respectivamente, reais negativos),
pelo que a sua matriz de inércia J coincide com /[, (respectivamente, com —1,). Se H é
indefinida, entdo H tem pelo menos um valor préprio positivo e outro negativo, pelo que
O<r<ned #+I,.

A lei de inércia de Sylvester [26, pp.222-223] assegura a existéncia de uma matriz
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ndo-singular S € M,, tal que S*HS = J.” Para cada matriz A € M, verifica-se sem
dificuldade que
Wi (ST1AS) = Wy (A).

Assim, podemos restringir-nos, sem perda de generalidade, ao estudo do contradominio nu-
mérico-J de uma matriz. Este serd o objecto central de investigacdo. Estudar o contradominio
numérico- H, com H indefinida, equivale, portanto, a estudar o contradominio numérico-J,

onde J é uma matriz de inércia como em (2.10), satisfazendo 0 < r < n.

2.4 Curva associada

Chama-se recta de suporte de um subconjunto convexo K de C a toda a recta que inter-
secta K em pelo menos um ponto e que define dois semi-planos, um contendo K e o outro
ndo contendo ponto algum de K. Considere-se C” munido do produto interno (-, -) s, onde J
é uma matriz de inércia (2.10). Dada uma matriz A € M,, as rectas de suporte do contra-
dominio numérico-J de A, W (A), sdo as rectas de suporte das suas componentes convexas,
W}L (A) e W_+J (A). As rectas de suporte de W (A) podem ndo existir, existindo, podem nao

ser unicas.

Cada matriz A € M,, admite uma decomposigdo cartesiana-J da forma

A=H’ +iK’, (2.11)
onde
HJ:A+A[*] . J:A—A[*]
2 2i

30 matrizes hermiticas-J e A é a adjunta-J de A. Se J = £1,, obtém-se a conhecida de-
composicdo cartesiana ou de Toeplitz de A, sendo H = H’ e K = K’ matrizes hermiticas.

Chama-se polinomio de Kippenhahn da matriz A ao polindmio nas varidveis u, v e w,
FAJ(u, v,w) =detwuH’ +vK’ + wl,). (2.12)

Centrar-nos-emos no estudo da relacdo entre o polinémio F AJ (u,v,w) e o contradominio
numérico-J de A, W;(A).

"Note-se que a lei de inércia de Sylvester nada tem a ver com o conceito tradicional de inércia. Segundo
consta, Sylvester atribuiu esta designagdo, afirmando: “se Isaac Newton pode ter uma lei de inércia, entdo eu

também posso!” [28, p.106]



2.4 Curva associada 33

O polinémio em (2.12) € homogéneo de grau n, pelo que
Fl(u,v,w)=0 (2.13)

pode entender-se como a equacdo em coordenadas de linha homogéneas de uma curva algé-
brica I" de classe n definida no plano projectivo complexo PC2. Desta forma, as solugdes
da equacdo (2.13) fornecem as rectas tangentes de I". Note-se que a recta do infinito, de co-
ordenadas de linha homogéneas (0 : 0 : 1), ndo é solucdo da equagdo (2.13), uma vez que
det(1,) = 1 # 0. Consequentemente, a recta do infinito ndo pode ser tangente da curva I".
Se considerarmos a curva dual definida pela equacdo (2.13) em coordenadas de ponto homo-
géneas,
' ={u:v:w)e PC*F](u,v,w) =0},

podemos determinar I" por dualizagdo:
I'={(x:y:z)€ PC*xu + yv + zw = 0 é uma tangente de I"*}.
A parte real da vista afim de I" segundo o plano z = 1,
Cr(A) ={(x,y) eR*(x:y:1) e}

designa-se por curva associada de Wy(A). Se J = =£1,, escreve-se F4(u,v, w) em vez de
Fl(u,v,w)e C(A) em vez de C;(A).

O préximo resultado [6] relaciona o contradominio numérico e a sua curva associada e

legitima a importancia de se estudar a equagdo (2.13) em coordenadas de linha homogéneas.

Proposicio 2.7 Seja A = H’ +iK’ € M, onde J é uma matriz de inércia de ordem n. Se
ux + vy + w = 0 € a equagdo de uma recta de suporte de Wy(A), entdo

detuH’ + vK’ + wl,) = 0.

Por conseguinte, as rectas de suporte do contradominio numérico-J, caso existam, sao
sempre solucdes da equagdo (2.13), isto €, sdo rectas tangentes da curva associada. Somos
conduzidos a uma importante caracterizacdo do contradominio numérico. No seu famoso
artigo de 1951 [30], Kippenhahn provou que o contradominio numérico classico W(A) é o

involucro convexo da sua curva associada C(A):

W(A) = conv C(A).
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Mediante certas condi¢des, um resultado andlogo € vélido para o caso indefinido se se
substituir a noc¢do de invélucro convexo pela de involucro pseudo-convexo. Vejamos em que
condig¢des se tem

Wj(A) = peonv Cy(A4),

onde pconv C;(A) denota o invélucro pseudo-convexo de Cj(A), e como devemos proceder
para determinar esse invélucro pseudo-convexo. De acordo com [7], se existir um 6 € [0, 2]
tal que os n valores préprios A;(6),...,A,(0) da matriz cos OH’ + sin 0K’ sejam reais e
induzam uma base de vectores préprios anisotropicos-J, {u1(0), ..., u,(0)}, entdo

(Aug (0), ur(0))s
(ur(6), ur(0)) s

Considerando as diferentes direcgdes 6 satisfazendo os requisitos anteriores, o conjunto Wy (A)

xx(0) = eCy(A), k=1,...,n.

¢ o invllucro pseudo-convexo dos pontos da curva assim obtidos. Concretamente, para cada
par de pontos,

(Au,(0).ur(6))s (Aug(0), us(60))s

O =@, ¢ T @),

NV
(ur(0),u,(0)) g (us(6),us(0))s > 0,

entdo x,(0) e x5 () pertencem a mesma componente convexa de Wy (A4), WJ+ (A)ou W_+J (A),
pelo que Wy (A) contém o segmento de recta fechado que une esses pontos

{ax,(0) + (1 —a)xs(0):0 < < 1}. (2.14)

Por outro lado, se
{(ur (0),ur(0)) s {us(0),us(6))s <0,

significa que x,(0) e x;(0) pertencem a diferentes componentes convexas, donde Wy (A4) con-
tém as duas semi-rectas

{ax,(0) + (1 —a)xs(0): < Ooua > 1}. (2.15)

Alguns autores recorrem a terminologia empregue por Kippenhahn, utilizando a expres-
sdo “curva geradora de fronteira”® em vez de “curva associada”. Contudo, optdmos pela tltima
designacdo uma vez que, no caso indefinido, a curva associada gera a fronteira do contradomi-
nio numérico apenas quando sdo satisfeitas as condi¢cdes que permitem tomar o seu invélucro
pseudo-convexo. Caso contrdrio, obtemos casos degenerados, para os quais a curva associada
nao desempenha um papel relevante.

$Do alemio “randerzeugenden Kurve”.
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2.5 Os focos da curva associada

Sejam A € M, uma matriz arbitraria e J uma matriz de inércia de ordem n. Considere-

-se a decomposi¢do cartesiana-J de A,
A=H’ +iK’, (2.16)
onde H’ e K’ sdo matrizes hermiticas-J .

Proposicao 2.8 Os coeficientes do polinémio de Kippenhahn F AJ (u, v, w) sdo todos reais.

DEMONSTRACAO: Aplicando propriedades elementares do determinante [28, p.13], tem-se

Fl(u,v,w) = detwH’ + vk’ + wl,)
= det (u (H7)™ + v (k7)™ + wi,)
= det (uJ (H')"J + v I (K')" +wl,)
= det (u (H”)" + v (K')" +wl,)

F_A’(u,v,u)),

onde F AJ (u, v, w) denota o polinémio obtido de F AJ (u, v, w), substituindo os coeficientes do
tltimo pelos seus complexos conjugados. O

Como os coeficientes de F AJ (u, v, w) sdo reais e o polinémio tem grau n, a curva de
classe n definida pela equacdo em coordenadas de linha homogéneas

FAJ(u,v,w) =0 (2.17)

tem n focos reais. Para o caso cldssico, tomando J = +1,, Murnaghan [39] e Kippenhahn
[30] provaram, independentemente, que os focos reais dessa curva algébrica coincidem com
os valores proprios da matriz A, contados de acordo com as correspondentes multiplicidades.
A préxima proposicao generaliza o resultado para o caso indefinido.

Proposicao 2.9 Os focos reais da curva algébrica definida em coordenadas de linha homo-

géneas pela equacdo (2.17) coincidem com os valores proprios de A.
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DEMONSTRACAO: Seja A € M, com valores proprios «y,...,a,. Tomandou = lev =i
na equacao (2.17), obtemos

det(H' +iK’ + wl,) = det(4 + wl,) = 0,

pelo que as raizes w coincidem com os valores proprios de A multiplicados por —1. Repetindo

0 mesmo raciocinio parau = 1 e v = —i, vem
det(H? —iK’ + wl,) = det(A™ + wI,) = det(4* + wl,) =0

e as raizes w sao os valores proprios de A* multiplicados por —1, isto é, coincidem com
—o1,...,—0y. Parak,l = 1,...,n, representemos por g as rectas obtidas com coordenadas
de linha (1 : i : —og) e por g7 as com coordenadas de linha (1 : —i : —&;). Notemos que as
rectas gx € g7 passam pelos pontos circulares do infinito,

J=0:71:00 e $=(:—i:0).

Concretamente, as primeiras passam por J e as segundas por . Além disso, sendo solucdes
da equacgdo de linhas (2.17), estas rectas sdo tangentes da curva complexa com vista afim
Cy(A). Como a curva tem classe n, estas s3o as Unicas rectas tangentes que passam pelos
pontos circulares do infinito e as suas intersec¢des originam todos os focos da curva algébrica,
em particular os n focos reais. De acordo com (1.1), a recta gi intersecta a sua complexa
conjugada gx nos pontos de coordenadas homogéneas

Xk :ye 1 2k), k=1,...,n,
onde

I —« 1l —« 1 i
xp=|  _*|=-2iRear, yr=-— Hl=—2ima e zx= | = =2i.
—1 —0 1 —o 1 —i

As coordenadas de ponto podem apresentar-se na forma
Rear :Imag: 1), k=1,...,n,

conforme pretendido. U
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2.6 Método de Fiedler para a equacao de pontos

Partindo da decomposi¢do (2.16) de uma matriz A € M,, a equacdo em coordenadas
de linha homogéneas (2.17) caracteriza a curva associada C;(A4). A determinacio da corres-
pondente equagdo de pontos reveste-se de extrema utilidade, nomeadamente na representagdo
geométricade Cjy(A).

Uma forma de obter a equacdo de pontos consiste em aplicar o método tradicional de
dualizacdo apresentado no final do capitulo 1. Introduzimos, nesta seccdo, um método al-
ternativo para deduzir a equagcdo de pontos, que generaliza o método de Fiedler para o caso
classico [20]. O novo método tem interesse em termos tedricos, pois fornece uma expres-
sdo para o polindmio que caracteriza a curva algébrica em coordenadas de ponto homogéneas
e mostra que os seus coeficientes dependem unicamente da decomposicio cartesiana-J da
matriz em estudo. Por outro lado, a sua implementagcao no Mathematica 5.1 € eficaz na deter-
minacdo da equacao de pontos para matrizes de ordem relativamente pequena. O método que
agora apresentamos foi testado para matrizes de ordem 3 na construcao das figuras 22 a 30.

A segunda composta mista €,(A, B) de duas matrizes A = [a;;], B = [bij] € My n € a

matriz de ordem () x (}), com entradas

1
'62(14, B)PQ = E(Clirbjs + ajsbir - aisbjr - ajrbis),

onde P = (i,j), 1 <i<j<m,Q = (rs),1 <r <s < n. Em particular, define-se e

denota-se a segunda composta de uma matriz A por
C(A) =€5(A, A).
Segue da defini¢do que
€2(A)po = det [Z, ZJ ,

com P =(,j),1<i<j<m,Q=(rs),l <r <s <n. Desta forma, €,(A) é a matriz
cujas entradas sdo os menores de A de ordem 2. Célculos simples mostram que

€ (1) = I (2.18)

Listamos, em seguida, algumas propriedades adicionais [20, pp.84-85].
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Lema 2.10 A segunda composta mista €, (-, ) é uma forma bilinear e simétrica, isto é, para
A,B,C e My, pea,f €C, tem-se

(a) €(aA + BB,C) = a'€,(A,C) + BE(B,C);
(b) C2(A, B) = Ca(B, A).

Lema 2.11 Para A, B € M, o polinomio
det(xA + yB)

(que pode escrever-se como o produto de factores lineares complexos da forma axx + Bry) é

identicamente nulo ou tem um factor linear miiltiplo se e so se

dot| ©2A G4 B)
et
(4, B)  Ca(B)

O préximo teorema fornece a equacio de pontos para a curva associada.

Teorema 2.12 (Método de Fiedler para a equacio de pontos) Seja A = H’ +iK’ € M,,
onde H' e K’ sdo matrizes hermiticas-J. Se a curva definida em coordenadas de linha
homogéneas pela equagdo (2.17) € irredutivel, entdo a equacdo de pontos de Cj(A) coincide

com a parte ndo-linear de

et [ C(H? — xI,) C(H' — xI,, K’ — yl,)

=0, 2.19
‘C’Z(HJ —xI,, K’ — vl,) ‘C’Z(KJ —yly) i| ( )

ou, equivalentemente, com a parte ndo-linear de

C(H’) €(H’,K’) €(H’, I, xI )
C(H’,K')  €(K') &K, I, Y
E(H',I,) €K’ I, I () I(n

e M) ‘G 0

= 0. (2.20)

Os factores lineares das equagoes (2.19) e (2.20) dizem respeito a tangentes de inflexdo ou
a tangentes miiltiplas (em pontos reais ou complexos, finitos ou infinitos) da curva algébrica

que contém Cjy(A).
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DEMONSTRACAO: Se efectuarmos operagdes elementares com os blocos da matriz em (2.20)
e utilizarmos (2.18), o Lema 2.10 e o Teorema de Laplace [33, p.37], concluimos facilmente
que os primeiros membros de (2.19) e (2.20) sdo iguais se () é par, ou simétricos se (}) é
impar. Consequentemente, as equacdes (2.19) e (2.20) sdo equivalentes. Por outro lado, a
equagdo (2.19) € invariante perante a substituicao

A AL (x+iy)l,.

Além disso, Cj(A) obtém-se de Cy(A=£ (x+1iy)l,) por translacdo. Por isso, basta provarmos
a validade do resultado para a origem do plano afim. Ora, a origem satisfaz (2.19) se e s6 se

C(H') C(H’', K7)
det =
C(H',K7)  €(K7)

O Lema 2.11 implica que o polinémio det(uH’ + vK”’) seja identicamente nulo ou que tenha
um factor linear mdltiplo. Contudo, det(uH” + vK’ + wl,) é irredutivel, pelo que ndo
pode ser divisivel por w. Isto significa que, se escrevermos det(uH’ + vK”’ + wl,) como
um polinémio em w, o termo independente det(uH’ + vK’) ndo se pode anular. Resta-
-nos, portanto, uma tnica possibilidade: o polinémio det(uH” + vK’) tem um factor linear
multiplo.

A demonstracio segue por dualizacdo. Consideremos a curva dual definida pela equa-
¢d0 (2.17) em coordenadas de ponto homogéneas. Ao efectuarmos a substituicdo w = 0 nessa
equagdo, obtemos os pontos de intersec¢cdo da dual com a recta do infinito. Se

detuH’ + vK”’)

tem um factor linear multiplo, isto significa que a recta do infinito tem, pelo menos, duas
intersec¢des com a dual num determinado ponto do infinito. Se esse ponto é singular, por
dualizagdo obtemos uma tangente de inflexdo ou uma tangente multipla da curva que contém
Cs(A). Caso contrdrio, a recta do infinito € a Gnica tangente da curva dual nesse ponto, pelo
que a origem do plano afim pertence a C;(A4). Em suma, as equacdes (2.19) e (2.20) dao-
-nos os pontos de C;(A) e as tangentes multiplas e de inflexdo da curva algébrica que contém
Cs(A). d

De (2.20), deduzimos a ordem de C(A): 2(’;) = n(n—1) menos o nimero de tangentes
de inflexdo e de tangentes multiplas, contadas de acordo com as suas multiplicidades. Esta
conclusio é concordante com as formulas de Pliicker (vide alinea (b) do Teorema 1.5).
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2.7 Contradominio numérico de uma matriz hermitica-J

Quando A € M, e J = %1, o conhecimento da curva associada C(A) € suficiente para
caracterizar o contradominio numérico cldssico W(A), uma vez que W(A) = conv C(A4).
No caso indefinido, a caracterizacdo de Wy (A) pela curva associada C;(A) requer cuidados
adicionais. Por um lado, passamos a lidar com o conceito de invélucro pseudo-convexo, o
que implica uma dicotomia de escolha para cada dois pontos da curva associada (vide (2.14) e
(2.15)): o que esta contido em W;(A), o segmento fechado que une os dois pontos ou a recta
por eles determinada excepto o segmento aberto que os une? Por outro lado, nem sempre
podemos tomar o inv6lucro pseudo-convexo de Cj(A) para obter Wjy(A). Assim, o conhe-
cimento da curva associada Cj(A) ndo é, em geral, suficiente para caracterizar por completo
o contradominio numérico Wy (A). Como forma de ultrapassar este impasse, recorreremos

novamente a decomposicao cartesiana-J da matriz A.

Denotam-se por Re U e ImU as projeccdes ortogonais de um subconjunto U de C nos
eixos, respectivamente, real e imagindrio. Como cada matriz A € M, admite uma (Unica)

decomposicdo cartesiana-J ,

A=H’ +iK’, (2.21)

onde H” e K’ sdo matrizes hermiticas-J , tem-se
(Ax,x)y = (H'x,x); +i(K7x,x);.

Mas, JH” e JK’ sio matrizes hermiticas, pelo que (H” x,x); e (K7 x, x); sdo niimeros
reais. Segue-se que

ReW;(A) = Wy(H?) e ImWy(A) = Wi (K7). (2.22)

Sempre que se considerar uma direccio arbitraria (u, v) do plano afim, estard implicita
a escolha (arbitrdria) de um 6 € R tal que u = cos 8, v = sin 6. Representaremos por L v),
ou simplesmente por Lg, a recta com a direc¢do 6 que passa pela origem do plano afim.

Proposicao 2.13 Considere-se uma matriz A € M, e a sua decomposicdo cartesiana-J
(2.21). A projecgdo ortogonal de Wy (A) na recta Ly, ) coincide com o contradominio numé-

rico-J da matriz

uH’ +vK”’. (2.23)
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DEMONSTRACAO: Seja 6 € R. Considere-se a matriz B = e~'% A. Tem-se
Wy (B) = e "Wy (A),

pelo que a projec¢do de Wy (B) sobre o eixo dos xx coincide com a projec¢do de Wy (A) sobre
arecta Ly ), comu = cosf, v = sinf. Além disso, como A = H’ +iK’, tem-se

B = (cosOH’ + sinOK”’) + i(—sin 0H’ + cos 6K7).
De (2.22), segue-se que Re Wy (B) = Wy (uH’ + vK”). O

A Proposicao 2.13 continua vélida se considerarmos apenas os contradominios numéri-
cos-J positivos. Este resultado fornece uma ferramenta til na investigagcao das propriedades
geométricas de Wy (A): partimos da decomposi¢do cartesiana-J de A e “varremos” o plano
afim, determinando a projec¢do de W;(A) segundo cada direccdo (u, v); a determinacdo des-
sas projec¢des apenas requer o conhecimento do contradominio numérico-J da familia (2.23)
de matrizes hermiticas-J .

A caracterizagdo de W;(A), quando A € hermitica-J, justifica-se assim plenamente.
Comecemos por estudar a sua curva associada C;(A). Sendo A hermitica-J, W;(A) € RR.
Por isso, € de esperar que C;(A) também esteja contida no eixo real.

Proposicao 2.14 Seja A uma matriz hermitica-J de ordem n. Se 6 (A)NIR # @, entdo Cj(A)
é o conjunto dos pontos do eixo real de abcissa A, com A € o(A) NIR. Caso contrdrio, Cj(A)

é todo o eixo real.

DEMONSTRACAO: A curva associada de Wy (A) define-se a partir da equacdo em coordena-
das de linha homogéneas
Fl(u,v,w) =0. (2.24)

Como A € hermitica-J, tem-se FAJ(u, v,w) = det(ud + wl,). Se tomarmos u = 0 em
(2.24), tem-se obrigatoriamente w = 0, uma vez que a matriz identidade tem determinante
nao-nulo. Obtemos, como solucio, a recta com coordenadas de linha (0 : 1 : 0), isto é, o eixo
real. Suponhamos agora que u # 0. Como estamos a considerar coordenadas homogéneas,
as solucdes podem apresentar-se na forma (1 : v : wo/ug), para cada par de valores (ug, wo)
que satisfacam a equacgdo (2.24). Mas, tomando ¥ = 1, obtemos o polinémio em w com
coeficientes reais, det(4 + w/l). As tnicas solucdes reais sdo obviamente (1 : v : —A), para
cada valor préprio real A de A. Estas solugdes formam, juntamente com o eixoreal (0: 1 :0),
a familia de rectas que passam pelo ponto (A : 0 : 1). Como habitualmente, identificamos a
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familia com o ponto em questdo. Caso ndo existam valores proprios reais, resta-nos o €ixo

real como solugdo’. O

No caso cldssico, as matrizes hermiticas ndo t€m valores proprios complexos. Se A
¢ hermitica, entdo C(A) € o conjunto de todos os seus valores préprios e W(A), por ser o
invélucro convexo de C(A), coincide com o segmento de recta cujos extremos sao 0 menor e

0 maior valores préprios de A.

De acordo com a Proposi¢do 2.14, se A é uma matriz hermitica-J e se todos os seus
valores proprios sdo complexos (conjugados), entdo C;(A) = R. A préxima proposicio
afirma que, nestas condicdes, Wj(A) = R.

Proposicao 2.15 Seja A € M,, uma matriz hermitica-J. Se C;(A) = R, entdo W;(A) = R.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que Wy(A4) € R. Como W;(A) = W;“(A) U W_+J (A), as
duas componentes convexas estdo estritamente contidas em IR, em particular WJ+ (4) € R.
Sendo A uma matriz hermitica-J, as entradas da diagonal principal sdo todas reais, pelo que
A ndo pode ser escalar, uma vez que os seus valores proprios sdo complexos (conjugados). A
Proposi¢do 2.4 garante que WJ+ (A) ndo € limitado. Dada a sua convexidade, WJ+ (A) consiste
obrigatoriamente num intervalo ndo-limitado com um extremo real a. Mas isto significa que
x = a é uma recta de suporte de WJ+ (A) e, de acordo com a Proposi¢do 2.7, uma tangente de
Cjy(A). Como Cy(A) é arecta real, tal conclusdo é um absurdo. O

Quando J # =£1I, e C;j(A) # R, o conhecimento da curva associada ndo €, em ge-
ral, suficiente para caracterizar o contradominio numérico de uma matriz hermitica-J. Os

proximos resultados desempenham um papel chave na resolucdo deste problema.

A Proposi¢do 2.16 fornece uma caracterizagdo alternativa para as componentes convexas
do contradominio numérico de uma matriz hermitica-J. Seguimos uma ideia exposta em
[42], no contexto do contradominio tracial-J. (Para A,C € M,, define-se e denota-se o

contradominio tracial-J por
W (A) = {((CU T AU): U é unitaria-J }.

Tomando C; = diag(1,0,...,0), vem WCJ1 (A) = W, (4))

?Como as raizes complexas do polinémio det(4 + w/) aparecem aos pares, esta situacio sé pode ocorrer

para n par.
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Antes de enunciarmos a Proposicdo 2.16, relembramos que a norma de um operador
auto-adjunto J €, por definicao,

(Jx,x)
{x, x)

Se J € unitdrio, isto é, se J ™! = J*, entdo ||J| = 1[32, p.205].

| /]| = sup
x#0

Proposicao 2.16 Seja A € M, uma matriz hermitica-J. Tem-se
W (A) ={x e Rit(x +i) € W(JA+iJ), para algum0 <t < 1}; (2.25)

W_”LJ(A) ={xeRit(—x—i)e W(JA+1iJ), paraalgum (0 <t < 1}. (2.26)

DEMONSTRACAO: Basta provar (2.25), pois a igualdade (2.26) € uma consequéncia imediata
da anterior. Seja x € WJ+ (A). Logo, x € R e, de acordo com (2.7), existe z € C"\{0} tal que

x=(Az.z); e (z,2);5 =1L

Sejaa = (z,z) > 0. Como ||J|| = 1,1 = (z,z);5 < (z,2), donde se conclui que o > 1.
Tomando ¢ = z/+/c, vem

(JA+1iJ),C) = —=((JA+iJ)z,2) = &((AZ,Z)J +i{z,z2)5) = i(x +1).

1
o
Mas, (¢,¢) = (z,z)/a = 1. De (2.5), segue-se que

t1(x +i) € WJA+iJ), (2.27)

paraalgum O < ¢ < 1. Reciprocamente, suponhamos que se verifica (2.27). Nestas condi¢des,
existe ¢ € C™\{0} tal que

(G0 =1 e tlr+i) = (JA+iI)Q).
Como (JA + )¢, ) = (A2, €y +i(6.8),, vem
C= AL, e 1= {60 >0
Tomando z = ¢/+/1, obtém-se
v=(A22s e (o= G0 =1

pelo que x € WJ+ (A). O
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Em (2.25), estabelece-se uma notdvel ligacdo entre o contradominio numérico positivo
de uma matriz A4, hermitica-J, e o contradominio numérico classico da matriz JA + iJ.

Investiguemos algumas propriedades de W(JA +iJ).
Proposicao 2.17 Seja A € M, uma matriz hermitica-J, com J # *1I,. Nestas condicaes,

(a) as rectas y = %1 sdo rectas de suporte de W(JA + iJ), o que significa que todos os
pontos de W(JA + iJ) estdo contidos na faixa do plano determinada pelas duas rectas

paralelas;

(b) A é um valor préprio de JA se e s6 se x = A é uma recta tangente da curva associada
C(JA+iJ);
(c) A é um valor proprio real de A se e s6 se x = Ay é uma recta tangente da curva

associada C(JA + iJ) que passa pela origem do plano afim.

DEMONSTRACAO: Seja B = JA+iJ. Asmatrizes JA e J sdo hermiticas, pelo que JA+iJ
representa a decomposicdo cartesiana da matriz B. Consideremos a curva associada C(B)
definida em coordenadas de linha homogéneas pela equacdo

det(uJA +vJ + wl,) = 0.
Como os valores proprios de J sdo £1, tem-se
det(J F I,) =0,

o que significa que as rectas do plano afim y = +1, que t€ém coordenadas de linha homogéneas
(0:1:7F1), sdo tangentes de C(B). Por outro lado, de (2.22), vem

ImW(B) =ImW(JA+iJ) = W(J) = [-1,1],

pelo que y = =1 sdo duas rectas de suporte de W(B). Consideremos, agora, a familia de
rectas x = A que tém coordenadas de linha homogéneas (1 : 0 : —A). Umarecta x = A é
tangente de C(B) se e s6 se

det(JA — AL, =0,

o que equivale a afirmar que A é um valor préprio de JA. Por fim, consideremos a familia de
rectas x = Ay, ou seja, a familia de rectas com coordenadas de linha homogéneas (1 : —A : 0).
Umarecta x = Ay é tangente de C(B) se e s6 se

det(JA—AJ) = 0.

Como det(JA — AJ) = det(J)det(A — Al,), tal equivale a afirmar que A é um valor préprio
real de A. O
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A préxima proposi¢do mostra que se conhecermos WJ+ (A), sendo A hermitica-J, pode-
mos impor condicdes sobre o aspecto geométrico de W, (4) e vice-versa.
P J

Proposicao 2.18 Seja A € M, uma matriz hermitica-J, ndo-escalar, com J # +1I,. Entdo,
WJJr (A) e W_+J (A) sdo intervalos ndo-limitados. Além disso,

(a) WJ+(A) ¢é um intervalo da forma [my, +0o[ ou |my, +00|, para algum m, € R, se e so
se W_+J (A) é um intervalo da forma | — oo, m5] ou | — 0o, my|, para algum m, € R;

(b) W} (A) =R seesdse WH(A) =R

DEMONSTRACAO: Como A nao é escalar, WJ+ (A) e W_+J (A) ndo sdo conjuntos limitados.
Sendo convexos, WJ+ (A) e W_+J (A) tém que ser intervalos reais nao-limitados. Suponhamos
que

WJ+(A) = [my,+o0[ ou W;“(A) =]my, +o0|

e que
W—+J(A) = [m2, +o00[ ou W—+J(A) =|my, +0o0|,

commy,my € R. Comom; + 1 € W;“(A) elmy|+ |ma| +2¢€ W_+J(A), de (2.25) e (2.26),
concluimos que existem 7y, #, €]0, 1] tais que

tmi+1+i) e WUJA+IT) e —to(imi| + |ma| +2+i) € W(JA+iJ).

Dada a convexidade de W(JA + iJ), o segmento de recta de extremos t;(m; + 1 + i) e
—tr(|my| + |ma| + 2 + i) estd contido em W(JA + iJ). Provemos, em seguida, que este
segmento de recta contém um ponto da forma t3(m; —e + i), paraalgume > 0e 0 < t3 < 1.
Tal implica que m; — € € WJ+ (A), o que se traduz num absurdo. Ora, para cada @ € [0, 1],

tem-se
atiy(mi+14+i)— (1 —a)ta(|mi]| + |m2| +2+i) = t3(m —e + 1),

com
o= (I —o)n(mi| —mi +|ma|+1)

1.
aty + (¢ — 1)1,

L=ati+(a—1)t, e

Por um lado, 0 < 3 < 1 se e s6 se

5) 141
<o < .
Hh+1 Hh—+1ntn

(2.28)
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Por outro lado, € > 0 se e s6 se

1—a)t — 1 !
A=op(ml—m tlmal+) 0 2 (2.29)
at; + (@ — Dt t/m+t,

comm = |my| —my + |mz| + 2. Comom > 2 > 1, vem

153 i
< )
th+t t/m+t

pelo que existem sempre solugdes o €]0, 1] satisfazendo as desigualdades (2.28) e (2.29).
Igual raciocinio pode ser aplicado quando

W (A) = [mi,+oo[ ou W (A) =]my, +oo]

Wt (4) =R,

Para os casos em que WJ+ (A)e W_+J (A) sdao ambos intervalos limitados superiormente, ou um
deles € limitado superiormente e o outro coincide com a recta real, caimos nos casos anteriores

se substituirmos A por —A, ficando demonstrada a proposi¢ao. O

Se WJ”L (A)e W_”LJ (A) forem intervalos diferentes de IR, entdo os extremos finitos desses
intervalos sdo valores proprios de A.

Proposicao 2.19 Seja A uma matriz hermitica-J . Se

W (A) = [mi,+oo[ ou W (A) =]my, +oo]

W_+J(A) =] —o00,my] ou W_+J(A) =] — 0o, my|,
com my,my € R, entdo my e m, sdo valores préprios de A.
DEMONSTRACAO: De acordo com (2.25) e (2.26), as rectas
X=my € X=myy

sdo tangentes reais da curva C(JA + iJ). De facto, se WJ+ (A) = [my, +oo[, entdo x = myy
¢ tangente em pelo menos um ponto de ordenada positiva. Se WJ+ (A) =]my, +o0[, entdo
a recta tem que ser tangente na origem do plano afim. Andlise idéntica vale para W_+J (A).
Recorrendo a Proposi¢do 2.17, concluimos que m; e m, s@o valores proprios de A. O
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Corolario 2.20 Seja A € M, uma matriz hermitica-J, ndo-escalar, com J # =+I,. Se
WJJr (A) e W_+J (A) ndo coincidem com a recta real, entdo sdo intervalos ndo-limitados com o

extremo finito num ponto da curva associada Cj(A).

DEMONSTRACAO: E uma consequéncia imediata das Proposicdes 2.14, 2.18 ¢ 2.19. O

Um ponto anguloso de um subconjunto convexo K de C € um ponto da fronteira de K
que € vértice de um sector, contendo K, de medida angular inferior a & radianos. A fron-
teira de um conjunto convexo € uma curva diferencidvel, excepto quanto muito num conjunto

numeravel de pontos angulosos [49, p.13].

O préximo teorema estabelece um critério que permite averiguar quando € que WJ+ (A)é
um intervalo nio-limitado diferente de IR ou quando coincide com toda a recta real. Baseia-se
na posicao da origem do plano afim relativamente ao conjunto W(JA +iJ).

Teorema 2.21 (Contradominio numérico positivo de uma matriz hermitica-J) Se A € M,,

¢é uma matriz hermitica-J, ndo-escalar, com J # +1,, entdo

(a) WJJr (A) é um intervalo ndo-limitado diferente de R se e sé se 0 € OW(JA + iJ) ou
0 W(JA+1iJ),;

(b) WJJr (A) = R se e s6 se 0 é um ponto do interior de W(JA +iJ).

DEMONSTRACAO: Suponhamos, em primeiro lugar, que 0 ¢ W(JA 4+ iJ). O conjunto
W(JA +iJ) é compacto e convexo e, por isso, existem duas rectas de suporte de W(JA+iJ)
que passam pela origem: a1x + b1y = 0e a,x + b,y = 0. A Proposi¢do 2.17(a) assegura a
existéncia de nimeros reais x1, x, € R tais que x;+1,x,—1i € W(JA+iJ). Isto significa que
nenhuma das duas rectas de suporte pode coincidir com o eixo dos xx, pelo que ay,a, # 0.
Consequentemente, as rectas de suporte sdo da forma

X=my € X=myy

e sdo tangentes de C(JA + 1J) em dois pontos, ty(m1 + i) e t,(—m, — i), com t1,1, €]0, 1].
Isto significa que WJ+ (A) € um intervalo fechado de extremo m; e W_+J (A) € um intervalo
fechado de extremo m,.

Suponhamos, agora, que 0 € dW(JA + iJ). Como det(J) = £1 # 0, o eixo dos xx,
ou seja, arecta (0 : 1 : 0), ndo € solugcdo da equacdo

det(uJA +vJ + wlz) = 0.
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Desta forma, nem todas as rectas que passam pela origem sdo tangentes de C(JA + iJ).
Assim, a origem nunca poderd ser um ponto isolado da curva associada, pelo que ndo é um
ponto anguloso de W(JA + iJ). Entdo, existe uma unica recta tangente de C(JA + iJ)
que passa por 0, x = my. Nestas condicdes, WJ+ (A) e W_+J (A) sdo intervalos de extremo
m. Se a recta x = my passar por outros pontos de dW(JA + iJ) de ordenada positiva
(respectivamente, negativa), entao WJ+ (A) (respectivamente, W_+J (A)) é fechado em m. Caso
contrério, W} (A) (respectivamente, W, (A4)) é aberto em m.

Por fim, se 0 for um ponto do interior de W(JA + iJ), entdo existe uma bola aberta
centrada na origem que estd totalmente contida em W(JA + iJ). De (2.25) e (2.26), isto
implica que W' (4) = W, (4) = R. O

Da demonstracao deste teorema decorre um método eficaz na determinagdo do contrado-
minio numérico de uma matriz hermitica-J. Em algumas situagdes particulares, a aplicacio
deste método nado € necessdria. Por exemplo, se A € M, tiver n valores proprios reais que de-
terminam uma base de vectores proprios anisotrépicos-J, podemos determinar directamente
Wj (A) a partir do invélucro pseudo-convexo da curva associada Cj(A): se A1, A, € 0}“ (A)
(respectivamente, A1, A2 € 0 (A)), entdo o intervalo fechado de extremos A; e A, estd contido
em WJ+ (A) (respectivamente, em W_+J (A));se Ay € 0}“ (A) e A2 € 0, (A), entdo o intervalo
nao-limitado de extremo A, que ndo passa por A,, estd contido em WJ+ (A) e o intervalo nao-
-limitado de extremo A, que ndo passa por A;, em W_+J (A). A préxima proposi¢do retrata

uma situagdo particular.

Dizemos que os valores proprios de uma matriz A, hermitica-J, se entrelacam se existi-

rem trés valores proprios reais distintos, A; < A, < A3, tais que
/\1,/\3 EO';—(A), /\2 EO’;(A) ou /\1,/\3 EO’;(A), /\2 EO';—(A)

Proposicao 2.22 Se A é uma matriz hermitica-J e se os seus valores proprios se entrelacam,
entdo W; (A) = W (4) =R

DEMONSTRACAO: Basta recorrer a (2.9) e ao facto de o contradominio numérico-J ser
pseudo-convexo. O

Existem outras situagdes para as quais
W (A) =W (4) =R

Por exemplo, se A € hermitica-J e se todos os seus valores proprios sdao complexos (vide
Proposicao 2.19). Contudo, esta é uma condi¢do demasiado forte. Em [7, p.20], provou-
-se que basta supor dois dos valores préprios complexos (conjugados). Apresentamos uma
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demonstracgdo alternativa deste resultado. Recorremos a duas propriedades bem conhecidas, a
primeira relativa a matrizes hermiticas [26, p.176] e a segunda a matrizes hermiticas- H [23,
pp-91-92].

Lema 2.23 (Rayleigh-Ritz) Se A € M, é uma matriz hermitica e se Ay < --- < A, sdo os

seus valores proprios, entdo

. (Ax, x) (Ax, x)
AM=min——— e A, = max —.
x#0 (X, x) x#0  (x,x)

Lema 2.24 Seja H € H, ndo-singular. Se A € M,, é uma matriz hermitica-H e se
Vx e C", (Ax,x)g <0 ou VxeC" (Ax,x)g >0,

entdo o(A) C R.

Teorema 2.25 (Matrizes hermiticas-J de espectro nao-real) Se A ¢ uma matriz hermitica-
-J com valores proprios ndo-reais, entdo WJJr (A) = W_+J (4) =R

DEMONSTRACAO: Seja A uma matriz hermitica-J. Suponhamos que A tem, pelo menos,
dois valores préprios complexos conjugados, A e A. Para cada u = cosf, v = sinf, § € R,
consideremos a matriz B = uA + vl,. Ora, B ainda é hermitica-J. Além disso, se u # 0,
B tem dois valores préprios complexos, uA + v e uA + v. Aplicando o Lema 2.24, existem
X1, X2 # 0 tais que

(JBx1,x1) = (Bx1,x1)7 <0 e (JBxy,x2) = (Bxz,x3)5 > 0.

Mas, JB € hermitica e o Lema 2.23 implica que JB tenha um valor préprio estritamente
positivo e outro estritamente negativo. Se u = 0, entdo v # 0 e JB = vJ também tem
um valor préprio estritamente positivo e outro estritamente negativo (4v). Isto significa que
a projeccdo de W(JA + iJ) em relacdo a qualquer recta que passe pela origem é sempre
um intervalo que contém a origem no seu interior. Consequentemente, a origem pertence ao
interior de W(JA + iJ). Aplicando o Teorema 2.21, obtemos o pretendido. O
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Contradominio numeérico indefinido em
M> e M3

3.1 Caracterizacaode W;(A) quando A € M,

3.1.1 O-casoemque A é hermitica-J

Seja A € M, uma matriz hermitica-J, onde J € uma matriz de inércia de ordem 2.
Pretendemos caracterizar o seu contradominio numérico indefinido. Consideremos, por isso,
J # %1, 0que equivale a supor J = diag(1, —1). Excluimos a situagdo em que A = 0, pois
Cy(0) e W;(0) reduzem-se simplesmente a origem do plano afim. A matriz A ou tem dois
valores proprios complexos conjugados, ou tem dois valores proprios reais (coincidentes ou
ndo). De acordo com a Proposicdo 2.14, Cy(A) coincide com o eixo real ou reduz-se a um ou
dois pontos desse eixo. O Teorema 3.3 afirma que, no primeiro caso, Wy (A) = IR, enquanto
que, no segundo caso, W;(A) coincide com o eixo real excepto o segmento de recta aberto
determinado por esses dois pontos ou com o eixo real excepto um dos pontos, se eles forem

coincidentes. Comecemos por estudar a situagdo em que a matriz hermitica-J tem trago nulo.

Proposicao 3.1 Seja A € M, uma matriz hermitica-J tal que A # 0 etr A = 0.
(a) Se det(A) > 0, entdo C;(A) = R,

(b) Se det(A) = 0, entdo C;(A) = {0},

51
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(¢) Se det(A) < 0, entio Cy(A) = {(— |det(A)|,O) ( |det(A)|,o)}.

DEMONSTRACAO: Como A € hermitica-J e o seu traco € nulo, os valores proprios de A
sdo da forma £a ou £bi, com a,b € R. No primeiro caso, det(4) = —a? e, no segundo
caso, det(A) = b2. A caracterizagio da curva associada C;(A) decorre de forma natural da
Proposicao 2.14. O

Determinemos os correspondentes contradominios numéricos-J .

Proposicao 3.2 Nas condigoes da proposicdo anterior, tem-se:
(a) se det(A) > 0, entdo Wy(A) = R;
(b) se det(A) = 0, entdo Wy(A) = R\{0};
(c) se det(A) < 0, entdo Wy(A) = ]R\]_\/| det(A)|, /| det(4)|[-

DEMONSTRACAO: A alinea (a) é consequéncia imediata das Proposicoes 2.15 e 3.1. Con-
tudo, utilizaremos o método empregue na demonstracdo do Teorema 2.21 que permite uma
abordagem uniforme para as trés situacdes. Seja A uma matriz hermitica-J tal que A # O e
tr A = 0. A matriz A é da forma

A= ° } ,
-z —c¢
com ¢ € R e z € C. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
q-|c d ’
—d —c

comc € Red > 0. Efectivamente, se z # 0, recorremos a matriz unitaria-J
U = diag(ei(argz)/Z e—i(argz)/Z)

e ao facto de Wy (A) = W;(U 1 AU). Estudemos o campo de valores da matriz

JA+iJ=[c+l d }
d c

— i
A curva associada C(JA + iJ) é definida pela equac@o em coordenadas de linha homogéneas

det(uJA +vJ + wl,) = 0.
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Recorrendo ao Teorema 2.12, determinamos a correspondente equacdo de pontos pelo método
de Fiedler. Tem-se

c2—d?> 0 ¢ x
0 -1 0
det Y =0,
c 0 1 1
X y 10
donde
(x —c)*+d?*y* =d> (3.1)

Se d # 0, entdo C(JA + iJ) é a elipse centrada no ponto (¢, 0), com um semi-eixo contido
no eixo dos xx, de comprimento d. Analisemos as trés possibilidades que podem ocorrer.
Se det(A) > 0, entdo d > |c|. Nestas condigdes, a origem estd no interior de W(JA + iJ),
pelo que
Wi(A) = W (A) = WH(4) =R
Se det(A) = 0, entdo d = |c| e a origem é um ponto da elipse. A tangente que passa por 0
identifica-se com o eixo dos yy e ndo intersecta outro ponto de W(JA + iJ). Logo, WJ+ (A)
e W_+J (A) coincidem com os dois intervalos abertos ndo-limitados com extremo na origem,
pelo que
Wy (A) = W (A) U W7, (4) = R\{0}.

Por outro lado, se det(4) < 0, entdo d < |c| e a origem do plano afim nao pertence a
W(JA +iJ). Para determinarmos as duas rectas de suporte de W(JA + iJ) que passam pela
origem, efectuamos em (3.1) a substitui¢do x = Ay e resolvemos a equagdo obtida em ordem
a y. As tangentes correspondem aos valores de A para os quais

422c2 —4A* +dH) (P —dH =0 A =+Vc2 —d?
& A=+ /]det(A)].

Assim, WJ+ (A)e W_+J (A) coincidem com os intervalos fechados nao-limitados com extremo
A, que ndo passam por —A, donde

Wi(A) = W (A) UWE(A) = R\ |- /| det(4)], v/| det(A)][ -

Por fim, se d = 0, entdo W(JA + iJ) é o segmento de recta de extremos (c,—1) e (c, 1).

Como a matriz A é ndo-nula, tem-se ¢ # 0. Logo, a origem nido pertence a W(JA +iJ) e
X = Zcy sdo as duas rectas de suporte que passam pela origem. De det(4) = —c? < 0,
obtemos novamente

Wi (A) = W;(A) UWT(A) =R\ |-/ det(4)], v/| det(A)][ -

conforme pretendido. U
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71 | | 71 U | |

’

Figura 6: Representagcdo geométrica de W(JA; +iJ), quandod = 0,1/2,1,3/2.

Apresentamos um exemplo que ilustra o procedimento adoptado na demonstracdo ante-

rior. Consideremos a familia de matrizes hermiticas-J de traco nulo,
1 d
Ag = :
—d -1

Wy (Ao) = W, (Ag) U W, (Ao) =] — 00, —1] U [1, +o0[;

com d > 0. Tem-se (cfr. figura 6):

Wi(Ai2) = W (Ay2) U WS (A1y2) =] — 00, —v/3/2] U [v/3/2, +o0;
Wr(Ay) = WX (A) UW;(Ar) =] — 00,0[ U0, +oo[= R\{0};
Wy (Asj2) = W (As2) UWS (A3) = RUR = R.
O préximo teorema mostra que, no caso n = 2, o conhecimento da curva associada de

uma matriz hermitica-J € suficiente para caracterizar o correspondente contradominio numé-

rico-J.
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Teorema 3.3 (Contradominio numérico de uma matriz hermitica-J de ordem 2)  Seja

A € M5 uma matriz hermitica-J ndo-nula.
(a) Se C;(A) = R, entdo Wj(A) = R;
(b) Se Cj(A) = {A}, entdo W;(A) = R\{A},
(c) Se Cj(A) = {A1, A2}, com Ay < Ay, entdo Wy(A) = R\]A1, Az

DEMONSTRACAO: Se A € M, é uma matriz hermitica-J arbitraria, entao

tr(A)

B =A4- I

ainda € hermitica-J e tem traco nulo. Como tr(A) € um nimero real, os valores préprios de
A e B apresentam o mesmo comportamento: sdo ambos complexos ou ambos reais (coinci-
dentes ou ndo). Além disso, Wy (A) obtém-se de W;(B) por uma translacdo segundo o vector
tr(A)/2. Nas condi¢oes da alinea (b), tr(A)/2 = A, e da alinea (c),

tr(zA) :/\1‘;/\2 . |det(B)|:/12;/h.

Recorrendo a Proposi¢do 3.2, a demonstracao fica concluida. O

3.1.2 Caso geral

Sejam A € M, uma matriz arbitrariae J € M, uma matriz de inércia como em (2.10).
Com vista a caracterizagdo do contradominio numérico-J da matriz A, a Proposicdo 2.3 per-
mite supor, sem perda de generalidade, A com trago nulo e determinante real. Com efeito,
sejam B = —¢/21, + A, com ¢ = tr(A),e C = ¢ %2 B, com 6 = argdet(B). Constata-se

facilmente que a matriz C tem traco nulo e determinante real, e que

Wi(C) = e "2(=5/2 + Wi(A)) & Wy(A) = §/2+e2W; (C),
ou seja, Wy (A) obtém-se de Wy (C') por uma rotacdo com respeito ao angulo 6/2, seguida de
uma translagdo segundo o vector /2.

Recorrendo 2 decomposicio cartesiana-J de A, A = H’ +iK”’,onde H’ e K’ sdo ma-
trizes hermiticas-J, cdlculos simples mostram que o polinémio de Kippenhahn de A assume

a expressao

FAJ(u, v, w) = det(H”)u? + det(K”)v* + w?

(3.2)
+ Retr(A)uw + Imtr(A)vw + Imdet(A)uv.
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Os coeficientes do polindémio F AJ (u, v, w) sdo invariantes da matriz A. Tendo em conta as
condi¢cOes impostas a A, obtém-se a expressao simplificada

Fl(u,v,w) = det(H” )u? + det(K”)v? + w?. (3.3)

Como A tem traco nulo, também H” e K’ o tém, pelo que os seus valores proprios sio
simétricos, da forma +a ou +£bi, com a,b € R. Em ambos os casos, os determinantes de
H’ e K’ sio niimeros reais, o que vai ao encontro do estabelecido na Proposicio 2.8.

Importa, portanto, analisar as solu¢des de uma equagao em coordenadas de linha homo-

géneas da forma c,u® + ¢,v? + w? = 0, onde ¢, € ¢, sdo constantes reais.

Proposicao 3.4 Seja C a parte real da curva algébrica definida em coordenadas de linha

homogéneas pela equagdo
Gu,v,w) = cyu? + cyv? + w? =0,

com ¢y, ¢y € R
(a) Se cy, = c, =0, entdo C = {0},
(b) Se cu <0ecy =0, entdo C = {(— |cu|,0),( |cu|,0)};
(c) Secy >0ec, =0, entdo C =1R;
(d) Secy =0ecy <0, entdo C = {(0,—@) , (0, |cv|)};
(¢) Secy =0ecy, >0, entdo C =ilR;
(f) Secy >0ec, >0, entdo C = @'°;

(g) Secy, < 0ecy, <O, entdo C ¢ a elipse, centrada na origem, com os eixos maior e

menor contidos nos eixos coordenados, de comprimento, respectivamente,
2y/max{|cy|, |cv|} e 2+v/min{|cy], |cvl};

(h) Secy, <0ecy, >0, entdo C é a hipérbole, centrada na origem, com os eixos transverso
e ndo-transverso contidos, respectivamente, nos eixos real e imagindrio, de compri-

mento, respectivamente, 2+/|c,| e 2+/|cy|;

(i) Sec, > 0ecy, <O, entdo C é a hipérbole, centrada na origem, com os eixos transverso
e ndo-transverso contidos, respectivamente, nos eixos imagindrio e real, de compri-

mento, respectivamente, 2./ |cy| € 2/|cu|.

10Esta situagdo corresponde ao caso de uma elipse imagindria.
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DEMONSTRACAO: (a)Se c, = ¢, = 0, entdo G(u,v,w) = 0 se e s6 se w = 0. Obtemos,
como solucdo, a familia de rectas (u : v : 0) que passam pelo ponto (0 : 0 : 1). Consequente-
mente, C reduz-se a origem do plano afim.

(b) Suponhamos que ¢, = 0. Tem-se G(u,v,w) = 0seesdése w = +,/—c,u. Sec, <0,
entdo as solugdes reais sdo (u : v : +/|cy|u) e (u : v : —y/|cyu|u), ou seja, sdo as familias de
rectas que passam, respectivamente, pelos pontos do eixo real

(=lcul:0:1) e (V]eul:0:1).

(c) Sec, = 0ec, > 0, entdo a Unica solucdo real da equacdo G(u,v,w) = 0 obtém-se
considerando ¥ = 0 e w = 0. Essa solucdo € a recta de coordenadas de linha homogéneas
(0:1:0), ou seja, o eixo real. Isto implica que C coincida com esse eixo.

A demonstragdo das alineas (d) e (e) segue passos andlogos, respectivamente, aos das alineas
(b)e(c).

(f) Se ¢, > 0ec, > 0, entdo G(u,v, w) = 0 se e s6 se |cy|u? + |cy|v? + w? = 0. Esta
equacdo nao tem solugdes reais, uma vez que (0 : 0 : 0) ndo representa recta alguma do plano
projectivo. Desta forma, C € o conjunto vazio.

(g) Suponhamos que ¢, < 0 e ¢, < 0. Entdo, G(u,v,w) = —|c,|u? — |cy|v? + w?. Para

determinar a equacgdo de pontos da curva algébrica, toma-se w = leu = (—1 — vy)/x.

Célculos elementares mostram que

G y + 2y
2

—(x,y,v) = =2|cy| —2|cy|v.
v
Igualando a expressdo anterior a zero e resolvendo em ordem a v, vem
_ |lculy
vV=—- )
|cv|x? + [euly?
pelo que
ley|x
u =

ley|x? + |Cu|y2.
Substituindo u e v na equagdo G(u, v, 1) = 0, tem-se

)C2 y2

Z 2=

|cul |cy]

Seguindo o mesmo método, obtemos para as alineas (%) e (i), respectivamente, as equagdes

2 2 2 2
X y —1 y X

|cul |cy] |c] |cul

b

conforme pretendido. U
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Consideremos o caso classico, tomando J = =£1/,. A Proposi¢ao 3.4 fornece uma de-
monstracdo alternativa bastante simples do Teorema do Contradominio Eliptico (Teorema 2.2).
A andlise faz-se sobre os determinantes das matrizes hermiticas decorrentes da decomposi¢ao

cartesiana da matriz.

Teorema 3.5 (Teorema do Contradominio Eliptico) Seja A = H + i K uma matriz em M,
satisfazendo tr(A) = 0 e Imdet(A4) = 0. Sejam h = det(H) e k = det(K). Podem ocorrer

as seguintes possibilidades:
(a) seh =k =0, entdo C(A) = {0} e W(A) = {0};

(b) seh # 0,k =0, entdo C(A) = {(—\/W,O) , (\/W,O)} e W(A) = [_\/W, \/W]
(c) seh =0,k # 0, entdo C(A) = {(0,—\/W) , (0, \/W)} eW(A) =i [—m, \/W]

(d) se h # 0, k # 0, entdo C(A) é a elipse, centrada na origem, com os eixos maior e

menor contidos nos eixos coordenados, de comprimento, respectivamente,

2y/max{|h|, |k|} e 2+/min{|h|,|k|}.

O contradominio numérico W(A) coincide com a elipse e o seu interior'!.

DEMONSTRACAO: Como H e K sdo hermiticas e t€ém traco nulo, os seus valores proprios

sdo reais e simétricos. Consequentemente,
det(H) <0 e det(K)<0.

Recordando que W(A) € o invélucro convexo de C(A), o resultado segue da Proposicdo 3.4
(a),(b),(d)e(g). O

Com vista a caracterizagdo do contradominio numérico no caso indefinido, considere-
mos J = diag(1l,—1). Partindo da decomposicdo cartesiana-J da matriz A e analisando os
determinantes das correspondentes matrizes hermiticas-J, deduzimos com relativa facilidade

0 Teorema do Contradominio Hiperbdlico (Teorema 2.6).

Note-se que, ao contrario do caso cldssico, as matrizes hermiticas-J podem ter deter-
minante estritamente positivo, dado que o seu espectro pode ser ndo-real. Assim, surge a
possibilidade, antes negada, de a curva associada ser uma hipérbole. Por outro lado, a hip6-

tese de a curva ser uma elipse ja ndo € possivel, como mostra o lema que se segue.

"Sempre que nos referirmos ao “interior” ou ao “exterior” de uma determinada curva algébrica, estaremos a

utilizar o termo no sentido geométrico e ndo topoldgico.
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Lema 3.6 Seja A = [aij] € M, tal que A = H’ + iK’, onde H? ¢ K’ sdo matrizes
hermiticas-J. Suponhamos que tr(A) = 0 e Imdet(A) = 0.

(a) As desigualdades det(H’) < 0 e det(K’) < 0 ndo podem ocorrer simultaneamente;
(b) Sedet(H”) < 0edet(K’) = 0, entdo K’/ = 0;

(c) Sedet(H’) =0edet(K’) <0, entdo H = 0.
DEMONSTRACAO: (a)Como tr(A) = 0, tem-se az, = —aj;. Das desigualdades
det(H’) <0 e det(K’) <0,
vem
1 I 1 s
Z(aIZ —az)(az —az) < Z(a“ +an);

1 o 1 .
Z(alz +azx)(an +an) < _Z(all —6111)2-

Como os membros das desigualdades anteriores sdo ndo-negativos, ao multiplicarmos essas

desigualdades membro-a-membro, obtemos

1 P 1 .
R(afz - 61212)(61122 - 61221) < —E(afl —dan )2, (34)
Mas, det(A) é um nimero real, donde —afl — A120y] = —A11°% — 12 a1, Segue-se que

(afz —ax)(@an’ - 61221) < —(a12a21 — a1z az1)>.

2 ;
Logo, |a2|* + |a21|* = 2|aiz|*a21* = (la12|* — |a21]?)” < 0, 0 que é um absurdo.

(b) Suponhamos que det(H’) < 0edet(K’) =0. Se ar; # d11, entdo a desigualdade (3.4)
continua vdlida e chegamos novamente a uma contradi¢do. Desta forma, a1, tem que ser um

ntimero real. De det(K’) = 0, vem a,, = —a3;. Logo,
K — Imay; —2i(ay2 + a21) — 0.
—2i(az21 +az) —Iman,

(c) A prova € andloga a da alinea anterior. O
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Teorema 3.7 (Teorema do Contradominio Hiperbdlico) Para uma matriz A nas condicoes
do lema anterior, com h = det(H”) e k = det(K”), as seguintes possibilidades podem

ocorrer:

(a) se h = k = 0, entdo Cj(A) = {0}. Se A = 0, entdo Wy(A) = {0}, caso contrdrio,

Wy (A) é a recta que passa pelos pontos ay; e —ayy, excepto a origem;

(b) seh <0,k =0, entdgo Cy(A) = {(— |h|,0) , (\/W,O)} e
Wi (4) =R\ |-/Jal, vinl [

(c) seh >0,k =0, entdo C;(A) =R. Se K/ =0, entdo Wy(A) = R; caso contrdrio,
Wy (A) = C\R;

(d) seh =0,k <0, entdio Cy(A) = {(o,—\/ﬂ) , (o, |k|)} e
Wi (4) = iR\ |- /Ik|. VK[

(e) seh =0,k >0, entdo Cy(A) =iR. Se H! =0, entdo Wy(A) = iR; caso contrdrio,
Wy (A) = C\iIR;
(f) seh >0,k >0, entdo Cyj(A) =0 e W;j(A) =C;

(g) seh <0,k >0, entdo Cy(A) é a hipérbole, centrada na origem, com os eixos trans-
verso e ndo-transverso contidos, respectivamente, nos eixos real e imagindrio, de com-
primento, respectivamente, 2./ |h| e 2+/|k|; Wj(A) é a hipérbole e o seu interior;

(h) se h > 0, k <0, entdo Cy(A) é a hipérbole, centrada na origem, com os eixos trans-
verso e ndo-transverso contidos, respectivamente, nos eixos imagindrio e real, de com-
primento, respectivamente, 2./ |k| e 2+/|h|; W;(A) é a hipérbole e o seu interior.

DEMONSTRACAO: A Proposicdo 3.4 e o Lema 3.6(a) caracterizam a curva associada Cy(A4).

Resta determinar, para cada caso, o correspondente contradominio numérico-J .
(a) Tomemos h = k = 0. Tem-se C;(A) = {0}.

Suponhamos que K/ = 0. Se H/ = 0, entdo A = 0 e W;(A) = {0}. Caso contrério,
A= H’, a;; # 0éum nimero real e a Proposicio 3.2 implica que W (4) = R\{0}.

Suponhamos, agora, que K’/ # 0. Defina-se B = ¢ %A # 0, com § = arga;;. Das
condi¢des h = 0e k = 0, vem

(Re ai1)® = 1/4la1a —az > e (Imay)® = 1/4|an + ax|*
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Segue-se que
Re(a%l) = (Re 6111)2 — (Im 6111)2 = —Re(ai2a21). (3.5)

Mas, A tem determinante real, pelo que det(4) = Re(—a?, — aj2az1). Assim, (3.5) implica
que det(A4) = 0. Como as matrizes A, H” ¢ K’ tém determinante nulo, prova-se facilmente

que |ai1| = |ai2| = |az1|. Entdo, —afl — a1pa,; = 0 implica que

eia.l‘galleia.rgall + eiargalzeiargazl — O & eia.l‘galle—ia.l‘gazl + e—ia.l‘galleia.l‘galz — O
Logo, B ¢é hermitica-J e det(B) = 0. Pela Proposi¢ao 3.2, Wy (B) = R\{0}. Consequente-
mente, W7 (A4) = YR\ {0}.

(b) Suponhamos que & < 0 e k = 0. Do Lema 3.6(b), vem K/ = 0. Entdo, A = H’ é
hermitica-J e o resultado segue das Proposicdes 3.2 e 3.4.

(c)Parah > 0e k = 0, acurva associada Cj(A) coincide com o eixo real. Se K 7 =0, entdo
A = H e, de acordo com a Proposicio 3.2, W;(A4) = R. Se K’ # 0, pela Proposicio 3.2,
W;(K7) = R\{0}. Logo, a projec¢io de W;(A) no eixo imagindrio é o eixo imagindrio
excepto a origem. Assim, Wy (A) € todo o plano complexo excepto o eixo real.

A demonstragdo das alineas (d) e (e) segue passos andlogos, respectivamente, aos das alineas
(b)e(c).

(f) Suponhamos que & > 0 e k > 0. A Proposi¢do 3.2 garante que Wy(H’) = R e
W;(K’) = R. Pela Proposicio 3.4, C;(A) = @, pelo que Wy (A) = C.

(g)Seh < 0ek > 0edeacordo com a Proposi¢ao 3.2, vem
Wi(H?) =R\l = Ik, VIR e Wi(K')=R.

Da Proposi¢ao 3.4, concluimos que C;(A) € a hipérbole, centrada na origem, com 0s €ixos
transverso e ndo-transverso contidos, respectivamente, nos eixos real e imaginario, de compri-

mento, respectivamente, 2+/|h| e 24/|k|. Entao, W;(A) € a hipérbole e o seu interior.

(h) A prova € andloga a da alinea anterior. O

A préxima proposicao relaciona o determinante de uma matriz de ordem 2 com os de-
terminantes das matrizes hermiticas-J resultantes da sua decomposi¢do cartesiana-J, sendo

J uma matriz de inércia arbitraria (J = 1, ou J = diag(1l,—1)).
Proposicio 3.8 Se A = H’ + iK' é a decomposicdo cartesiana-J de A € M,, entdo

Redet(A4) = det(H’) — det(K7).
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DEMONSTRACAO: A segunda composta de uma matriz de ordem 2 coincide com o seu de-
terminante. Logo, do Lema 2.10 vem

det(A) = det(H”) — det(K”) + 2i € (H’, K7).

Cslculos elementares mostram que 2i €, (H Y, K’) = i Imdet(A) e o resultado fica estabele-
cido. O

Se A = [a;j] € M, tem trago nulo e determinante real, entdo os seus valores préprios sdo
simétricos (ambos reais ou imagindrios puros), @ € —«. As expressoes (2.6) e (2.8) também
se podem obter directamente dos Teoremas 3.5 e 3.7, recorrendo a Proposicao 3.8. Vejamos o
procedimento a adoptar, por exemplo, para o caso indefinido. De acordo com (2.8), os eixos

transverso e ndo-transverso da hipérbole tém comprimento, respectivamente,

V20an? = lanl? = las|? + 2)a? e V=2lai|? + |a2)? + |aa1|? + 2a2.  (3.6)

Em contraponto, apliquemos o Teorema 3.7. Obtemos uma hipérbole sempre que os deter-
minantes det(H”) e det(K’) tiverem sinais contrarios. Suponhamos que det(H”’) < 0 e
det(K’) > 0. De acordo com o Teorema 3.7, 0s eixos transverso e nio-transverso tém com-

primento, respectivamente,

2| det(H?)| = /—4det(H’) e 2+/|det(K’)| = 4det(K7). (3.7)

Mediante alguns cdlculos envolvendo as entradas das matrizes H J e K7, obtemos, respecti-

vamente,

\/2|6111|2 — |6112|2 — |6121|2 — 2d€t(A) € \/—2|6111|2 + |6112|2 + |6121|2 — 2d€t(A)
Como det(H”’) < 0e det(K’) > 0, a Proposicdo 3.8 garante que det(4) < 0. Por outro
lado, det(A) coincide com o produto dos valores proprios da matriz, que sdo ambos reais ou
imagindrios puros. O sinal do determinante impde que eles sejam reais, tendo-se

det(4) = —|a)?.

Desta forma, as expressoes (3.6) e (3.7) coincidem. Igual raciocinio pode ser empregue para
o caso em que det(H”7) > 0 e det(K’) < 0.
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3.2 Caracterizacaode W;(A) quando A € M3

Sejam A € M3 uma matriz arbitrariae J € M3 uma matriz de inércia como em (2.10).
Recorrendo a decomposicao cartesiana-J de A, A = H T +iK’ onde H’ e K’ sdo matrizes
hermiticas-J, facilmente obtemos a expressdo para o polinémio de Kippenhahn em termos

dos invariantes da matriz A:

Fl(u,v,w) = w® + det(H”)u? + det(K”)v* + Re tr(A)uw? + Imtr(4)vw?
+Imtr € (A)uvw + tr & (H )u?w + tr €, (K7 )v?w (3.8)
+[det(H”) — Re det(A)|uv* + [det(K”) + Imdet(4)]u?v,

onde tr €,(B) denota a soma dos menores principais 2 x 2 de uma matriz B.

Pretendemos estudar o caso indefinido. Assumiremos, sem perda de generalidade, que
J =diag(1,1,—1).

De facto, existem apenas duas possibilidades para uma matriz de inércia (2.10), de ordem
3 e indefinida: ou coincide com J ou com J' = diag(l,—1,—1). Por outro lado, como
Wy (A) = W_;/(A), podemos supor J' = diag(—1, 1, 1) e a caracterizagdo de Wy, (A) segue
0s mesmos passos que a de Wy(A).

3.2.1 O-casoemque A é hermitica-J

Seja A € M3 uma matriz hermitica-J. Da mesma forma como procedemos no caso

n = 2, caracterizaremos Wy (A) a partir das propriedades geométricas do conjunto
W(JA+1iJ).

De acordo com a Proposicdo 2.17, as rectas y = =1 sdo rectas de suporte de W(JA + iJ),
pelo que sdo tangentes da curva associada C(JA 4 iJ). Como —1 e 1 sdo valores préprios de
J de multiplicidade, respectivamente, 1 e 2, a equacao

det(uJA+vJ +wl3) =0

tem uma raiz simples, (0 : 1 : 1), e uma raiz dupla, (0 : 1 : —1). Consequentemente, a recta
y = —1 é uma tangente simples de C(JA +iJ), enquanto que y = 1 é uma tangente dupla'?.
Em seguida, deduzimos os pontos da curva por onde passam estas tangentes.

2ZNo caso geral, se J = I, & I,—,, entdo as rectas y = 1 e y = —1 sdo tangentes da curva associada em,

respectivamente, ¥ € n —r pontos.
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Proposicao 3.9 Se A = [a;;] € M3 é uma matriz hermitica-J , entdo:
(a) arectay = —1 é tangente de C(JA + iJ) no ponto de abcissa —az3;

(b) arectay = 1é tangente de C(JA + iJ) nos pontos de abcissa

(a1 +axn)=* \/(6111 + az3)? — 4(anax — aizazr)
> .

DEMONSTRACAO: Recorrendo a (3.8) e efectuando cdlculos elementares, obtemos uma ex-
pressdo para o polindmio de Kippenhahn da matriz JA +iJ:

det(uJA + vJ + wlz) = w> —det(A)u> — v> + (tr(4) — 2as3)uw? + vw? — 2aszuvw
4+ (—tr€y(A) + 2a1a22 — 2a21a12)u2w — 2w — tr(A)uv2 — trt’z(A)uzv.
Em seguida, estudamos a curva dual de C(JA +iJ), que € definida em coordenadas de ponto

homogéneas pela equagdo
det(xJA 4+ yJ + z13) = 0.

Sabemos que (0 : 1:1)e (0: —1 : 1) sdo pontos da curva dual. Consideramos a vista afim

z=1le
f(x,y) =det(xJA + yJ + I5).
Tem-se
%(O, 1) =—4as; e %(O, 1)=—-4#0,
ax ady
donde (0 : 1 : 1) é um ponto simples da curva. A sua tangente é determinada pelo racio p : v
tal que
%(O, D+ %(O, v =0.
ax ady
Tem-se u = 1, v = —as3, pelo que a tangente € definida pelas equagdes paramétricas

x=04+1¢t e y=1-—asst,
ou seja, pela equagao
—a33x—y—|— 1=0.

Isto significa que a tangente tem coordenadas de linha homogéneas (—as3 : —1 : 1). Por outro
lado, o ponto (0 : —1 : 1) € um ponto singular da curva dual, uma vez que

af _af _
(0.-1) = 5(0,—1) = 0.
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Calculamos as derivadas de segunda ordem e obtemos

82 82 82
—f(O, —1) = 4(61116122—61126121), f (O, —1) = —2a33+2tr(A) € —(O, —1) =4,
2 dxdy dy?

As duas tangentes no ponto (0 : —1 : 1) sdo determinadas pelas solucdes da equagio

il (0, —)u? +2 i (0, —1)pv + il 0, -2 =0
-5 U, = —— (0, —)puv + —(0, — =0.
0x? H dxdy H dy?
Tem-se
= 1 e p= _(all +6122):|: \/(6111 +6122)2—4(61116122—a12a21)
= = > .

A partir das equacdes paramétricas das duas rectas, deduzimos as suas coordenadas de linha
homogéneas: (—v : 1 : 1). O resultado pretendido segue por dualizagao. O

Conhecemos, portanto, trés pontos da curva associada C(JA + iJ). Note-se que os dois
pontos que pertencem a recta y = 1 podem ser coincidentes. Eles coincidem se e s6 se

(a1 + a22)2 = 4(ai1a2 — anazr).

Se ndo for vélida a igualdade anterior, os trés pontos formam um tridngulo. Obviamente que se
a origem do plano afim pertencer ao interior desse triangulo, entdo também pertence ao interior
de W(JA + iJ), dada a convexidade do contradominio numérico cldssico. Do Teorema 2.21
e da Proposic¢do 2.18, vem
+ _w+t —
W, (A) = W2;(A) =R,
Caso a origem ndo pertenca ao interior do tridngulo, ndo temos a garantia de as igualdades

anteriores continuarem validas.

De acordo com a classificacdo de Kippenhahn para o caso cldssico [30], a curva asso-
ciada para uma matriz de ordem 3 corresponde a uma das seguintes possibilidades: 3 pontos
(coincidentes ou ndo), 1 ponto e uma elipse ou uma curva, irredutivel e limitada, do tipo C1
ou C3 (vide Teorema 1.7). Atendendo a esta classificacdo e ao comportamento das rectas
y = %1, acurva associada C(JA + iJ) corresponde a um dos trés casos que se seguem:

(1) trés pontos, um darecta y = —1 e dois darecta y = 1;
(i) um ponto da recta y = 1 e uma elipse delimitada pelas duas rectas;

(ii1)) uma curva do tipo cardidide, delimitada pelas duas rectas e com tangente dupla y = 1.
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Determinando o invélucro convexo de C(JA +iJ ), obtemos o campo de valores W(JA+iJ).
Se recorrermos a (2.25) e a (2.26), caracterizamos W+(A) e W 7(A) e, consequentemente,
Wy (A). Apresentamos, em seguida, alguns exemplos ilustrativos.

Considere-se a matriz hermitica-J

00 0
Ar=|00 0
0 0 —v2

E imediato constatar que C(JA; +iJ) = {(0,1), (+/2,—1)}, sendo W(JA; +iJ) o segmento
de recta determinado pelos dois pontos (cfr. figura 7). Tem-se

Wi (A1) = [0.+00[ e W¥(41) =]-00,—3]. (3.9)

Seja, agora,

Poo"‘

oooJ

O campo de valores W(JA, +iJ) € o tridngulo de vértices nos pontos (3, 1), (—=5,1) e (0,—1)
(cfr. figura 8). Neste caso, a origem pertence ao interior de W(JA, + iJ), pelo que

W (A42) = WH(4:) =R (3.10)

wlo o
L001J

o campo de valores W(JA3 + iJ) ainda é um triangulo, de vértices (1, 1), (0,1) e (—1,—1)

Por outro lado, para a matriz

(cfr. figura 9), mas a origem pertence a fronteira de W(JA3 + iJ). Tem-se
Wi (As) =]—o00,1] e W7 (A3) =[1,+o0]. (3.11)

Quando W(JA + iJ) contém a origem do plano afim na fronteira, os conjuntos WJ+ (A)
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Figura 7: Inv6lucro convexo de C(JA; +iJ).

T~

-5 -4 -3 -1 1 2 3

Figura 8: Inv6lucro convexo de C(JA, +iJ).

Figura 9: Inv6lucro convexo de C(JA3 +iJ).
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Figura 10: Invélucro convexo de C(JA4 +iJ).

e W_+J (A) podem nio ser intervalos fechados. Por exemplo, se

0 0 0
Ay = {o 0 1/4—‘,
Lo —1/4 1/2J

entdo a curva associada C(JA4 + iJ) consiste no ponto (0, 1) e numa elipse que passa por
esse ponto (cfr. figura 10). A elipse pode ser obtida, por exemplo, pelo método de Fiedler. A
sua equacao é dada por

8x2 —dx(y—1)+y(y—1)=0.

Efectuando a substitui¢do x = Ay na equacdo anterior e resolvendo em ordem a y, obtemos
a tangente da elipse na origem: x = 1/4y. Outro processo para obter a tangente consiste
simplesmente em recorrer 2 alinea (¢) da Proposicdo 2.17 e ao facto de o (44) = {0,1/4}.13
Por conseguinte,

Wi (As) =] —o00,1/4] e W7 (As) =]1/4, +00l. (3.12)

0 O 0
ol o

¢ outro exemplo de uma matriz hermitica-J paraa qual C(JAs+1iJ) consiste no ponto (0, 1) e

A matriz

numa elipse que passa pelo ponto. Contudo, neste caso, a origem ndo pertence a W(JAs+iJ)
(cfr. figura 11). A elipse da figura € definida pela equacdo

14 4x% —4/2x(y — 1) — 4y + 3% = 0.

13A recta x = 0 é a recta que passa pela origem e pelo ponto isolado da curva associada. E considerada uma
tangente da curva nesse ponto isolado.
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Figura 11: Invélucro convexo de C(JAs +iJ).

Figura 12: Invélucro convexo de C(JAg + iJ).

Efectuando a substituicdo x = Ay e resolvendo em ordem a y, obtemos as duas tangentes da
elipse que passam pela origem: x = (+/2 + 1)/2y e x = (/2 — 1)/2y. Chegamos 2 mesma
conclusdo se recorrermos a Proposicio 2.17 e ao facto de o(4s) = {0, (v/2 + 1)/2}. Desta
forma,

W (As) =] —o00,(¥V2—-1)/2] e W1 (4s) = [(V2+1)/2, +o0]. (3.13)

Por outro lado, para as matrizes

0 2 V22 0 1/2 1)2
Ag = 2 0 V2/2| e A;=|1/2 0 1/2],
—V2/2 =V2/2 0 ~1/2 —1/2 0

as curvas associadas, C(JAe¢ +iJ) e C(JA7 + iJ), consistem num ponto e numa elipse que
ndo passa por esse ponto (cfr. figuras 12 e 13). No primeiro caso, a origem é um ponto
da elipse, enquanto que no segundo pertence ao interior do correspondente disco eliptico.
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Figura 13: Invélucro convexo de C(JA7 +iJ).

Figura 14: Invélucro convexo de C(JAg +iJ).

Contudo, ao considerar o invélucro convexo das curvas associadas', 0 estd no interior dos
dois campos de valores, W(JAg +iJ) e W(JA7 +iJ). Assim,

Wi (4e) = Wi (4e) = W, (A7) = W (47) = R. (3.14)

Vejamos alguns exemplos para os quais a curva associada C(JA + iJ) é do tipo cardidide.

Para
V20 01 1 —-1/2 0
A= 0 —v2 1| e Ao=|-1/2 -1 1/2],
-1 -1 0 0 —1/2 1

as curvas associadas, C(JAg +iJ) e C(JAq + iJ), estdo representadas nas figuras 14 e 15.

14Recorrendo ao método de Fiedler, determinamos, em cada caso, nio sé a equacdo da elipse, como também
as equacdes das duas tangentes da elipse que passam pelo ponto isolado, visto serem tangentes duplas da curva
associada. Em seguida, obtemos os pontos de interseccdo das rectas com a elipse e o invélucro convexo da curva

associada fica completamente caracterizado.
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an

Figura 15: Invélucro convexo de C(JAg +iJ).

Figura 16: Invélucro convexo de C(JA19 + iJ).

Tem-se, novamente,

WJ+(A8) = W_JFJ(AS) = WJ+(A9) = W—+](A9) =R

Por fim, a curva associada C(JA19 4+ iJ), com

1 1/2 1)2
Al(): 1/2 2 1/2 5
—1/2 —1/2 0

(3.15)

¢ uma curva do tipo cardidide que passa pela origem (cfr. figura 16). O espectro de Aqg €

dado por o (A19) = {1/2,2}. Da Proposi¢do 2.17, concluimos que x = 1/2y é a tangente do

cardidide na origem'>, donde

Wi (A0) =11/2.400] ¢ W (Aw) =] —oc0.1/2L

I5A recta x = 2y é a outra tangente do cardiéide que passa pela origem.

(3.16)
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Os proximos resultados destinam-se a estabelecer um método que permitird determi-
nar com rigor o contradominio numérico indefinido de uma matriz hermitica-J de ordem 3,

recorrendo apenas a andlise dos valores proprios dessa matriz (vide Teorema 3.14).

Lema 3.10 Se A = [a;;] € M3 é uma matriz hermitica-J e tr(A) = «, entdo existem ¢ > 0 e
U € Ms, unitdria-J, tal que

|6113|2 + |6123|2

\/|6113|2 + |azs|?

com a = azz. Adicionalmente, se ay3 # 0, d =

. anlais|? + anlax|* + 2lais||azsl|arz| cos(—argas + argass + argann)
lais3]* + |azs|? ’

b

caso contrdrio, d = |azz| e b = a.

DEMONSTRACAO: Tomando
U, = diag(e?,e’”,1), B,y €R,

podemos obter uma matriz B = [b;;] = U AUy, com b1z = —b3; > 0e bys = —b3p > 0.

Em seguida, aplicando a transformag¢ao unitdria-J associada a uma matriz da forma

e
U=1—-q p 0],

0 0 1

com p,qg € Re p?>+ ¢g*> = 1, obtemos C = [¢;;] = U;'BU,, tal que ¢13 = ¢3; = 0.

Finalmente, recorrendo a uma matriz diagonal dada por
Us = diag(e’?,1,1), B eR,

determinamos D = [d;;] = U5 'CUs, tal que dy2, day > 0.

Se a3 # 0, toma-se U = U,U,Us. Caso contrario, é suficiente considerar U = U,Us.
A entrada a3; € invariante segundo estas operacdes. As expressdes para b e d determinam-se
sem dificuldade. O
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Uma matriz A € M,, diz-se nilpotente se existir um k € IN tal que A* = 0. O indice
de nilpoténcia de uma matriz nilpotente A é o menor natural k tal que A* = 0. Recorde-se a
matriz Ag dos exemplos apresentados nesta sec¢ao,

(ﬁ 0 1"‘
As=1| 0 —v2 1].
-1 -1 o
A matriz € nilpotente com indice de nilpoténcia k = 3. De acordo com (3.15),

Wy(Asg) = WJ+(A8) = W_JFJ(AS) =R

O préximo teorema mostra que esta € uma propriedade comum a todas as matrizes hermiti-
cas-J de M3, nilpotentes com indice de nilpoténcia k = 3. Para k = 2, o contradominio
numérico-J continua a coincidir com IR, mas as suas componentes convexas estdo estrita-

mente contidas em IR.

Teorema 3.11 (Caracterizacio de W;(A), com A hermitica-J, de ordem 3 e nilpotente)
Seja A = [a;j] € M3 uma matriz hermitica-J . Suponhamos que A é nilpotente com indice de

nilpoténcia k = 2 ou k = 3. Nestas condicoes, Wy(A) = R. Além disso,
(a) sek =2 eass > 0, entdo WJ+(A) =] — 00, 0], W_+J(A) =10, +o0[;
(b) sek =2 eass <0, entdo WJ+(A) = [0, +o0], W_+J(A) =] —00,0];
(c) se k =3, entdo W;“(A) = W_‘LJ (4) =R

DEMONSTRACAO: Como A € nilpotente, 0(A4) = {0} e o seu traco € nulo. Da Proposi-
¢d0 2.3(b) e do Lema 3.10, podemos supor, sem perda de generalidade, que

lr—a—b c O—‘
A= c b dJ, (3.17)

O

coma = ass, b € R,¢c > 0ed > 0. Note-se que se d = 0, da igualdade 43 = 0,
facilmente se conclui que a = b = ¢ = 0, o que é um absurdo, visto A ser ndo-nula. Por
outro lado, como ¢ é um niimero real e A> = 0, se considerarmos as entradas (2, 3) e (3, 3)
de A3, obtemos sem dificuldade d? — a? > 0. A entrada (3, 3) de A2 coincide precisamente
com —(d? — a?). Logo, se d # |a|, isto é, se d > |a|, o indice de nilpoténcia k € igual a 3.
Se d = |a|, analisando as entradas de A> e A2, facilmente se conclui que k = 2.
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Estudemos o campo de valores de

—a—b+i c 0
JA+1iJ = c b+i d
0 d —a—1i

Recorrendo a (3.8), cdlculos elementares mostram que

det(uJA + vJ + wlz) = w? —det(A)u> — v° + (tr(4) — 2a)uw? + vw? — 2auvw
— (tr'6y(A) + 2ab + 2b% + 2cH)u*w — v2w — tr(A)uv? — tr €, (A)uv.

Mas, tr(A) = tr €3(A) = det(A) = 0, pois A € nilpotente. Como
0=tr&(A) = —a*—-b>—c>+d?*—ab, (3.18)
vem 2ab + 2b? 4 2¢? = 2(d? — a?). Desta forma,

detuJA +vJ + wlz) = w? — v —2a(uw? + uvw) + vw? — v*w + 2(a® — dH)u’w
= (w + v)(w? — v? = 2auw) + 2(a* — d*)u’w.
A curva é redutivel se e s6 se d = |a|. Nesse caso, C(JA + iJ) consiste no ponto (0 : 1: 1)

e na dual da cénica de equacdo w? — v? — 2auw = 0. Pelo método tradicional de dualizagdo,
obtemos a elipse

2
Gta)”

e y2 =1.

Note-se que a # 0, pois d = |a| e d nao se pode anular. A elipse passa pela origem e a sua
tangente na origem € o eixo dos yy. Consequentemente,

W (A) =] —00,0] e W7 (A)=]0,+oc],

sea > 0, ou

WH(A) =[0,400] e W (4)=]-00,0][,

se @ < 0. Suponhamos, agora, que d > |a|. Como C(JA+iJ) é irredutivel, a curva associada
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¢ obrigatoriamente uma curva do tipo cardiéide com tangente dupla y = 1. Consideremos a
dual definida em coordenadas de ponto homogéneas pela equagao

det(xJA 4+ yJ + z13) = 0.
Tomemos a vista afim x = 1 e definamos
f(y,z) =det(JA + yJ +z13) = (2 + y)(z* — y* — 2az) + 2(a* — d?)z.

Calculando as derivadas parciais de f de primeira ordem, vem

0 0
—f(o, 0)=0 e —f(o, 0) = 2(a*>—d?*) #0,
dy 0z
donde (1 : 0 : 0) € um ponto simples da curva. A sua tangente é determinada pelo racio p : v

tal que

%(0, 0)u + %(0, 0)v = 0.
ady 0z

Tem-se u € R, v = 0, pelo que a tangente é definida pelas equacdes paramétricas
y=04+put e z=0,
ou seja, pela equagao
z=0.
Isto significa que a tangente tem coordenadas de linha homogéneas (0 : 0 : 1). Se calcularmos
as derivadas parciais de f de segunda ordem, constatamos que, para i € R, v = 0, vem

92 92 f 3 f

—2(0,0)u? +2 0,0 —(0,0)v? = 0.
8y2( Y~ + Byaz( )W+8Z2( )v

Isto significa que a recta (0 : 0 : 1) tem mais de duas intersec¢des com a curva dual, ou seja,
¢ uma tangente de inflexdo. Dualizando os resultados obtidos, concluimos que (0 : 0 : 1) é
um cuspide de C(JA + iJ) e a sua tangente € a recta (1 : 0 : 0), isto é, o eixo dos yy. Se a
origem do plano afim coincide com o cuspide da curva do tipo cardidide, entdo estd sempre

no interior do seu invélucro convexo. Segue-se que
Wi(4) = W (4) =R,

conforme pretendido. U
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Ilustremos o procedimento adoptado na demonstracdo anterior. Seja A uma matriz her-
mitica-J nilpotente como em (3.17) com d = 1. Calculando a entrada da terceira linha e
terceira coluna de A3, vem b = a® — 2a. A partir de (3.18), determinamos o valor de ¢ > 0.

c =+ (1 —a?3.

Além disso, como ¢ é um ndmero real, 1 —a? > 0, isto é, |a| < 1. Uma vez que as entradas

Tem-se

da matriz A dependem apenas do pardmetro A = a, podemos considerar a familia

A— A3 (1—A2) 0
Ay = | JA=223F 22-20 1],
0 1 A

com |A| < 1. As curvas C(JA, + iJ) sao do tipo cardiéide com um cuspide na origem, se
|A| # 1, ou consistem no ponto (0, 1) e numa circunferéncia que passa pela origem, caso
contrdrio. De acordo com a Proposi¢do 3.9, arecta y = 1 € tangente nos pontos de abcissa

—A — A4 —=3)7 —A 4+ V4 —-3A2
<0 e >0
2 2
e arecta y = —1 no ponto de abcissa —A. Tem-se (cfr. figura 17):

Wy(A—1) = W;H (A1) U W (AZ)) = [0, +o0[ U] —00,0[ = R;
Wy(A1) = WiH (A1) U W, (41) =] — 00,0l U0, +oo[ = R.
Para |A| # 1, vem

Wi(Ay) = W;(AA) U W_+J(A,1) =RUR=R.

Quando n = 2, o conhecimento da curva associada Cj(A) de uma matriz hermitica-J
¢ suficiente para caracterizar o contradominio numérico Wy (A) (vide Teorema 3.3). Contudo,
se n = 3, tal ja ndo € possivel. Por exemplo, se A € M3 for uma matriz hermitica-J, com
trés valores proprios reais que determinam uma base de vectores proprios anisotropicos-J,
podemos obter Wj(A) tomando o inv6lucro pseudo-convexo de C;(A) e, dependendo de os
valores proprios se entrelagcarem ou ndo, existem duas possibilidades para W;(A4): ou € toda
a recta real ou consiste na recta real excepto um segmento aberto determinado por dois des-
ses valores proprios. Noutras situacdes, nomeadamente quando A tem um valor préprio em
09(A), ndo podemos determinar Wy (A4) a partir do invélucro pseudo-convexo de Cs(A). Com
o objectivo de contornar esta dificuldade, estabeleceremos no Teorema 3.14 uma caracteriza-
cdo uniforme para W;(A), a partir da multiplicidade algébrica dos valores préprios de A.
Antes, estudaremos alguns casos particulares.
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Figura 17: Comportamento de W(JA, + iJ), quando A varia entre —1 e 1. Na coluna da
esquerda, de cima para baixo: A = —1,—-0.9,—0.6,—0.3; em baixo: A = 0; na coluna da
direita, de baixo para cima: A = 0.3,0.6,0.9, 1.



78 CAPITULO 3: Contradominio numérico indefinido em M; e M3

Seja A € M3 uma matriz hermitica-J tal que o(A) = {0}. Se A = 0, entdo
Wi(A) = W) (4) = W1 (4) = {0}.
Se A # 0, a proxima proposi¢ao mostra que Wy (A) é caracterizado pelo Teorema 3.11.

Proposicao 3.12 Seja A € M3 uma matriz hermitica-J. Se 0 é valor préprio triplo de A,

entdo A é nilpotente com indice de nilpoténcia k < 3.

DEMONSTRACAO: Recorrendo ao Lema 3.10, existe uma matriz U € M3, unitdria-J, tal que

lr—a—b c O—‘
B:U_IAU: C b d )

0 —d aJ
coma,b € R, c,d > 0. Mas, 0 é também valor préprio triplo de B, pelo que
tré(B) = —a*—b*—c*+d*—ab=0 (3.19)
e
det(B) = —a’b —ab® —ac* —ad* — bd* = 0. (3.20)

Analisando as entradas de B3, as igualdades (3.19) e (3.20) permitem concluir que B3 = 0.
Logo, A% = 0, ou seja, A é nilpotente com indice de nilpoténcia k < 3. O

Vejamos o que sucede quando 0 € valor préprio duplo da matriz hermitica-J .

Proposicao 3.13 Seja A = [aij] € M3 uma matriz hermitica-J. Suponhamos que 0 é valor

proprio duplo e que o # 0 é valor proprio simples. Considere-se
§ = ass(as —a) — |6123|2 - |6113|2-

(a) Se § > 0, entdo Wy(A) = R\{0},; as componentes convexas coincidem com os interva-
los | — 00,0[ e ]0, +00], tendo-se o € WJ+(A).

(b) Se § <0, entdo Wy (A) = W, (A) = WH(4) =R

(c) Suponhamos que § = 0.
(cl) Se A = diag(0,0,a) ou se |a3|* + |ax3]* #0e

arlais|? + axlazs|? + 2las||aszllaiz| cos @

b

|Cl33| >
la13]|? + |azs|?

com 0 = —argayz + argass + argay,, entdo Wy(A) é o eixo real excepto o
segmento aberto que une 0 e o; WJJr (A) coincide com o intervalo fechado de

extremo em 0 e W_+J (A) com o de extremo em q.
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(c2) Caso contrdrio, Wy(A) = R; as componentes convexas reduzem-se aos intervalos
] —00,0] e [0, +00], tendo-se o € W} (A).

DEMONSTRACAO: De acordo com o Lema 3.10, existe U € M3, unitdria-J, tal que

a—a—-—b ¢ 0
B:U_IAU: C b d )
0 —d

coma,b € R, ¢,d > 0. A Proposi¢ao 2.3(b) garante que os contradominios numéricos-J
de A e B coincidem, bem como as correspondentes componentes convexas. Por isso, restrin-
gimos o nosso estudo a matriz B. Note-se que o Lema 3.10 fornece as expressdes para a, b e
d em funcdo das entradas a;; da matriz A. Estudemos o campo de valores de

a—a—b+i c 0
JB +iJ = c b+i d
0 d —a—1i

Recorrendo a (3.8), cdlculos elementares mostram que

det(uJB +vJ + wl3) = w? —det(B)u® —v? + (tr(B) — 2a)uw? + vw? — 2auvw
— (tr'€,(B) + 2ab + 2b* + 2¢% — 2ba)u*w — v?w — tr(B)uv? — tr € (B)u’v.

Mas, tr(B) = a e tr €3(B) = det(B) = 0. De
0=trC(B)=—a’—-b*>—c*+d*—ab+aa + ba,
vem 2ab + 2b? + 2¢? — 2ba = —2(a? — d? — a«). Desta forma,

detwJB + vJ 4+ wilz) = w? —v* + (¢ — 2a)uw? + vw? — 2auvw

+2(a® — d? — ax)u*w — v?:w — auv?.

Sejad = a? —d? — aa = asz(asz — o) — |az3|*> — |a13]?>. Consideremos a curva dual de
d)

C(JB +iJ), definida em coordenadas de ponto homogéneas pela equacdo
det(xJB + yJ + z13) = 0.
Tomemos a vista afim x = 1 e definamos

f(y.z) =det(JB + yJ + z1I3)
=722 =y} + (@ —2a)z% + yz® —2ayz + 28z — y?z — ay?.



80 CAPITULO 3: Contradominio numérico indefinido em M; e M3

Calculando as derivadas parciais de f de primeira ordem, vem

%(0,0)=0 e %(0,0)=25.
ady 0z

Se § # 0, entdo (1 : 0 : 0) € um ponto simples da curva. A sua tangente é determinada pelo
récio pu : v tal que

%(O, O)u + %(O, 0Oy =0.

ady 0z
Tem-se u € R, v = 0, pelo que a tangente é definida pela equacdo z = 0. Trata-se da recta
com coordenadas de linha homogéneas (0 : 0 : 1), isto é, da recta do infinito. Se § = 0, entdo
(1:0:0) éum ponto singular. Vem

9 f 92 f 3 f
—(0,0) = —2a, 0,0) =-2 —5(0,0) = 2(x — 2a).
5700 =2 0.0 =2 ¢ 3500 =2-2)

As duas tangentes correspondentes sdo determinadas pela equagdo

0% f 0% f 0% f
—=(0,0)u*> +2 0,0 —=(0,0)v*> =0,
37 (0O + 25520, 0w + 50,0}
cujas solugdes sdio u = —1, v = le u = (¢ —2a)/a, v = 1. Deduzindo as equagdes

paramétricas das tangentes, obtemos as rectas com coordenadas de linha homogéneas

O:1:1) e 0O:a/Ra—a):1).

Dualizando os resultados obtidos, concluimos que, se § # 0, entdo (0 : 0 : 1) € um ponto
da curva associada C(JB + iJ) e a sua tangente é arecta (1 : 0 : 0), isto é, o eixo dos yy.
A tangente € simples, pelo que ndo pode ser tangente de outros pontos da curva associada.
Desta forma, ou C(JB + iJ) € uma curva do tipo cardiéide ou é uma elipse ndo-degenerada
mais um ponto da recta y = 1, diferente do ponto (0 : 1 : 1). A localiza¢do dos dois pontos
de interseccdo da recta y = 1 com C(JB + iJ) permite caracterizar Wy (B). De acordo com
a Proposi¢do 3.9, esses pontos tém abcissas

(@ —a) £ /(@ —a)? —4(ba —ab — b% — c2) _(@—a)*+ J(a—a)*—46
2 B 2 ‘

Ora, o produto das abcissas coincide com §. Assim, se § > 0, os dois pontos encontram-se
ambos a direita ou a esquerda do eixo dos yy. As componentes convexas, WJ+ (B)e W_+J (B),
coincidem com os dois intervalos abertos ndo-limitados com extremo na origem, tendo-se
VS WJ+(B), pelo que

Wy (B) = R\{0;}.
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Se § < 0, entdo os dois pontos estdo separados pelo eixo dos yy, que € tangente da curva
associada na origem. Segue-se que

Wy (B) = W; (B) = W (B) =R
Por fim, se § = 0, entdo o eixo dos yy é uma tangente dupla de C(JB + iJ) nos pontos
(0:1:1)e(0:a/(Ra—«a) :1). Das igualdades
tré(B) =0, det(B)=0 e 6=0,

retiramos algumas informacdes relevantes. Prova-se facilmente que a matriz B € diagonal por

blocos, verificando-se uma das duas condi¢des que se seguem:
d=0, a=0 (3.21)

ou

a=a-+b, c¢c=0. (3.22)
Se (3.21), entdao W(JB + iJ) € o tridngulo de vértices (0 : 1 : 1), (0: —=1:1)e(x:1:1).
As componentes convexas, WJ+(B) e W_+J (B), coincidem com os dois intervalos fechados
nao-limitados com extremo na origem, tendo-se « € WJ+(B), pelo que

Wir(B) =R.
Suponhamos que se verifica (3.22). Analisemos as diferentes possibilidades.

I. Se B = diag(0, «, 0), caimos no caso anterior.

II. Se B = diag(0,0, ), entdo W(JB + iJ) é o segmento de recta que une os pontos
0:1:1)e(—a:—1:0). Logo, WJ+(B) e W_+J (B) coincidem, respectivamente, com
o intervalo fechado de extremo em 0, que ndo passa por «, € com o de extremo em «,
que ndo passa por 0. Por conseguinte, Wy (B) € o eixo real, excepto o segmento aberto
que une O e «.

III. Finalmente, se B ndo é diagonal, C(JB + iJ) consiste no ponto (0 : 1 : 1) e numa
elipse. O eixo dos yy € tangente da elipse no ponto de ordenada
o a+b
2a—o a—b
Como « # 0, a ordenada do ponto de tangéncia é ndo-nula. Ela é estritamente negativa,

se |a| < |b|, e estritamente positiva, se |a| > |b|. No primeiro caso, 0 é um ponto
da fronteira de W(JB + iJ), pelo que obtemos a mesma caracterizacio para Wy (B),
W;“(B) e W_+J(B) que em L. Se |a| > |b|, a origem ndo pertence a W(JB +iJ). As
duas rectas de suporte que passam pela origem sdo o eixo dos yy e arecta x = «y. Por
conseguinte, obtemos resultados idénticos aos de II. O
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Impde-se, agora, tecer algumas consideracdes sobre os valores préprios 0 e o da pro-
posigdo anterior. Célculos elementares mostram que 0 € 09(A) se e se s6 se § # 0. De
acordo com o enunciado, se § < 0, entdao 0 € W;(A). Mas, o mesmo ndo acontece se § > 0.
Reforca-se, portanto, a ideia de que nem sempre os valores proprios de 0‘} (A) pertencem ao
contradominio numérico-J. Ja o valor préprio o estd sempre associado a vectores proprios
positivos-J ou negativos-J . De facto, os valores proprios reais de uma matriz A, hermitica-J,
que pertencem a 09(A) tém, pelo menos, multiplicidade 2 [23, pp.89-90]. Logo, sendo um
valor préprio simples, o € 0}“ (A)oua € 0;(A). De (2.9), vema € WJ+ (A)oua € W_+J (A),
0 que vai ao encontro das diferentes possibilidades estabelecidas na Proposi¢do 3.13.

O Teorema 2.25 caracteriza Wj(A), quando A € hermitica-J de espectro niao-real. Para
matrizes hermiticas-J de espectro real, apresentamos o proximo resultado em M3.

Teorema 3.14 (Contradominio numérico de uma matriz hermitica-J de ordem 3) Seja

A = [aij] € M3 uma matriz hermitica-J de espectro real.

(a) Suponhamos que A tem um valor proprio triplo, B. Nestas condigcoes, Wy(A) = {B},
se A for escalar; ou Wy(A) = IR, caso contrdrio.

(b) Suponhamos que A tem um valor préprio simples, o, e um valor préprio duplo, B # «.
Seja
§ = (a3 — a)(ass — ) — |azs|* — |ass|*.
(bl) Se 6 > 0, entdo Wy(A) = R\{B},
(b2) Se A = diag(B,B,a) ouse§ =0, |ai3|?> + |axz|> #0e

(a1 — B)laiz* + (a2 — P)lazs|* + 2|ays||azs]|aiz| cos 6

— Bl > , (3.23
lass = £ lai3]? + |azs|? .29

com 0 = —argays + argass + argaiy, entdo Wy(A) coincide com o eixo real,

excepto o segmento aberto que une o e f3.
Nos restantes casos, Wy(A) = R.

(c) Suponhamos que A tem trés valores proprios reais distintos. Se eles se entrelacam, vem
Wji(A) = R. Caso contrdrio, Wy (A) coincide com o eixo real, excepto o segmento
aberto determinado por dois desses pontos.

DEMONSTRACAO: A alinea (c) € imediata. Para provar as alineas (a) e (b), basta aplicar o
Teorema 3.11 e as Proposicoes 3.12 ¢ 3.13 a matriz B = A — B1;. O

Obtemos facilmente as componentes convexas de W;(A) a partir dos resultados apre-
sentados nesta sec¢do (vide Teorema 3.11 e Proposi¢ao 3.13).
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.
Y

Figura 18: Invélucro convexo de C(JA; +iJ).

Figura 19: Invélucro convexo de C(JA, +iJ).

Os resultados obtidos nos exemplos (3.9)—(3.16) podem deduzir-se directamente dos
Teoremas 2.25 e 3.14. Basta determinar o espectro de cada matriz hermitica-J e, caso se jus-
tifique, averiguar se os valores proprios em causa pertencem a 0}“ (A) ou oy (A). Em seguida,
analisamos dois exemplos de aplicacdo da alinea (b2) do Teorema 3.14. Consideremos as

matrizes
3/16 1/4 3/4 1 1 1
A= 1/4 1/3 1 e A= 1 1 1
-3/4 -1 =3 -1 -1 -1

Ambas t€ém 0 como valor préprio duplo e satisfazem a condi¢do § = 0. A primeira verifica a
desigualdade (3.23), enquanto que a segunda ndo. Tem-se

Wy(Ay) =] —o00,—119/48] U [0, +00[ e Wj;(4,) =R. (3.24)
As figuras 18 e 19 ilustram os campos de valores de JA; +iJ e JA, +1iJ. A validade ou ndo

da desigualdade (3.23) determina a posi¢cdo da origem do plano afim relativamente ao campo

de valores e o correspondente contradominio numérico de cada matriz hermitica-J .
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3.2.2 Caso geral

Sejam A € M3 uma matriz arbitrariae J € M3 uma matriz de inércia como em (2.10).
Partindo da decomposicio cartesiana-J de A, A = H’ 4+ iK’, onde H’ ¢ K’ sio ma-
trizes hermiticas-J, a expressao (3.8) descreve o polindmio de Kippenhahn em termos dos
invariantes da matriz A.

O método que utilizaremos para caracterizar a curva associada Cy(A) baseia-se na fac-
torabilidade do polinémio F AJ (u, v, w). Este método foi empregue por Kippenhahn para o
caso cléssico [30], quando J = =+73. O nosso objectivo consiste em generalizar o racio-
cinio de Kippenhahn para o caso indefinido. Assumiremos, sem perda de generalidade, que
J =diag(1, 1, —1). Facamos a seguinte divisdo em casos.

Primeiro Caso: Suponhamos que a matriz A é decomponivel-J , isto é, que existe uma
matriz U € M3, unitdria-J , tal que

U_IAU:[b O} (3.25)
0 B
ou
vav =% 0. (3.26)
0 b

ondeb € Ce B € M,. Como
Wy (A) = Wy (U™ AU),

podemos supor, sem perda de generalidade, que A € uma matriz diagonal por blocos como em
(3.25) ou (3.26). Se A € da forma (3.25), o polinémio FAJ (u, v, w) é redutivel e decompde-se
em dois factores,

FAJ(u,v,w) = (Rebu+Imbv + w)Fgl(u,v,w),

com J; = diag(1,—1). O factor linear corresponde ao valor préprio b da matriz A. De facto,
a equacgdo em coordenadas de linha homogéneas

Rebu+Imbv+w=20

tem como solucdo a familia de rectas (u : v : —Rebu — Imb v) que passam pelo ponto
(Reb : Imb : 1). Consequentemente, b é um ponto da curva associada, tendo-se

Cs(A) = {b} U Cyy(B).
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O Teorema do Contradominio Hiperbdlico permite caracterizar Cy, (B), pelo que concluimos
que Cy(A) consiste num ponto e numa hipérbole (possivelmente degenerada). Suponhamos,
agora, que A € da forma (3.26). Tem-se claramente

Cs(4) = {bj U C(B).

Aplicando o Teorema do Contradominio Eliptico a C(B), conclui-se que C;(A) consiste num
ponto e numa elipse (possivelmente degenerada).

Segundo Caso: A matriz A ndo é decomponivel-J, mas o polinémio FJ (u, v, w) fac-
toriza-se em trés factores lineares ou num factor linear e num quadrético. Os factores lineares
correspondem aos focos da curva e, por conseguinte, aos valores proprios de A. O factor qua-
dratico, se existir, corresponde a uma hipérbole ou elipse (note-se que a cénica em jogo nao
pode ser uma pardbola, uma vez que um dos seus focos estd na recta do infinito, o que nio
€ compativel com a Proposi¢do 2.9). Desta forma, C;(A) consiste em trés pontos, ou num
ponto e numa elipse ou hipérbole.

Terceiro Caso: Suponhamos, por fim, que o polinémio F AJ (u, v, w) éirredutivel. Como
o polinémio € do terceiro grau, podemos recorrer a classificagdo de Newton para as cubicas
(Teorema 1.6) e a correspondente dualiza¢do (Teorema 1.7): a curva associada

Cl. tem ordem 6, trés cispides e pelo menos uma componente oval;

C2. é uma quartica com trés cuspides e uma tangente dupla (em dois pontos complexos da

curva algébrica que a contém);
C3. € uma qudrtica com um cuspide e uma tangente dupla em dois dos seus pontos;
C4. € uma cubica com um cuspide e um ponto de inflexdo;

C5. tem ordem 6, trés cuspides e ndo apresenta componentes ovais nem tangentes duplas.

Kippenhahn [30] provou que, no caso cléssico, ndo existem curvas associadas do tipo C2,
C4 e C5. No caso indefinido e em contraste com o cldssico, os exemplos que apresentaremos
nesta sec¢do mostram que sdo contemplados todos os casos previstos no Teorema 1.7.

Vejamos, para cada caso, como determinar o contradominio numérico-J. Analisemos o
Primeiro Caso. Se A é da forma (3.25), entdo C;(A) é a unido do ponto b com Cy, (B). Do
Teorema do Contradominio Hiperbdlico, deduz-se Wy, (B). Como

be WA, WS (B)SWHA) e W (B) S WH(A.

para obter Wy (A) consideram-se os segmentos de recta fechados ligando cada ponto z de
WJJIF(B) ab e, paracada z € W_”LJ1 (B), considera-se a recta que liga z a b, removendo o
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segmento de recta aberto correspondente. Simbolicamente,
Wj;(A) = pconv[{b} U Wy, (B)].

Por outro lado, quando A é da forma (3.26), C;(A) € a uniao de b com C(B). O conjunto
W(B) determina-se a partir do Teorema do Contradominio Eliptico. Como b € W_+J (A) e
W(B) C WJ+ (A), para obter W; (A) consideram-se as rectas ligando cada ponto z € W(B) a
b, excepto o segmento de recta aberto definido pelos dois pontos. Simbolicamente,

Wy (A) = pconv[{b} U W(B)].

Para o Segundo Caso e para o Terceiro Caso, fazemos a andlise que se segue. A inves-
tigacdo das projeccoes de WJ+ (A) (respectivamente, de W_+J (A)) nas rectas Lg, que passam
pela origem e que definem um angulo € com o eixo real, reveste-se de particular interesse.
De acordo com a Proposicao 2.13, estas projeccdes coincidem com WJ+ (cos OH7 +sinOK7)
(respectivamente, com W_+J (cosOH’ + sinOK’)), sendo determinadas pelos Teoremas 2.25

e 3.14 que caracterizam o contradominio numérico das matrizes hermiticas-J de ordem 3.

Se existe uma tnica direcgdo 6 € R para a qual W (cos 0H” + sin 0K”) é uma semi-
-recta, entao WJ+ (A) é um semi-plano (possivelmente aberto) delimitado por uma recta per-
pendicular a essa direc¢do 6. Quando existem varias direcgdes satisfazendo a condigio ante-
rior, WJ+ (A) é a intersec¢ao dos semi-planos correspondentes. As rectas que delimitam esses
semi-planos sdo rectas de suporte de WJ+ (A) e tangentes da curva associada. Neste caso,
a interseccao dos semi-planos referidos coincide com o invélucro pseudo-convexo da curva
associada. Se ndo existir direc¢do alguma 6 para a qual WJ+ (cosOH’ + sinOK”) seja uma
semi-recta, entao WJ+ (A) é todo o plano complexo. Igual andlise vale para W_+J (A).

3.2.3 Exemplos

A completa caracterizacdo de Wjy(A),com A = H T 4+ iK' € Mj arbitréria, depende
apenas do conhecimento da curva associada C;(A) e da determinacdo de algumas das projec-
coes de Wy (A) em relagdo a rectas que passam pela origem. Nos exemplos que apresentare-
mos, serd suficiente considerar apenas uma projec¢do: a projec¢do em relacdo ao eixo real,
W;(H7). TIsto porque as matrizes que estudaremos tém entradas reais, o que implica que o

seu contradominio numérico-J seja simétrico em relacdo ao eixo real.

Caracterizaremos os conjuntos W, (H”), W*,(H’) e W; (H”) a partir do Teorema 2.25,
no caso de H” ter espectro nio-real, e do Teorema 3.14 (com o auxilio da Proposi¢do 3.13 e
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do Teoremas 3.11 para a determinacdo das componentes convexas), caso contrdrio. Contudo,
chamamos a ateng¢do para o facto de que os exemplos (3.10)—(3.15) e (3.24) descrevem grande
parte desses contradominios numéricos.

As figuras que apresentaremos foram produzidas no Mathematica 5.1, recorrendo ao
método de Fiedler (Teorema 2.12) para determinar a equacdo de pontos. Representaremos
geometricamente ndo so a curva associada, como também os valores proprios de cada matriz
em estudo. As fronteiras de WJ+ (A) ede W_+J (A) serdo apresentadas a negrito.

Para J/ = =£13, Kippenhahn mostrou que as curvas associadas do tipo C1 e C3 corres-
pondem, respectivamente, a uma curva oval fechada com uma curva do tipo deltéide no seu
interior e a uma curva do tipo cardidide (vide figuras 20 e 21). Com a generalizacio ao caso
indefinido, estabeleceremos um interessante paralelismo com estas duas situacdes quando nao
tivermos casos degenerados (vide figuras 22 e 24), em tudo semelhante ao paralelismo elipse-
-hipérbole estabelecido na sec¢do anterior para o caso n = 2.

Comecamos por analisar os exemplos do caso cldssico apresentados por Kippenhahn no
artigo [30] de 1951. Considere-se a matriz

0 —-1/2 0
Ay =|1/2 1/V2 —1)2
0 1/2 —1/V2

A curva associada C(A;) estd representada na figura 20 e a sua equagao de linhas é
4 —2u* — 20 + «/5/21402 = 0.

Por ser o inv6lucro convexo de C(A4;), o campo de valores W(A;) € a por¢do do plano deli-
mitada pela componente oval.

Por outro lado, seja

0 —1/2 0
Ay=1|1/2 0 —1/2
0 1/2 V2

A figura 21 representa geometricamente a curva C(Az), cuja equacao de linhas é
242 4 4u — V2v% —uv? = 0.

O campo de valores W(A,) € o conjunto constituido pelos pontos delimitados pelo cardidide
juntamente com os pontos compreendidos entre a tangente dupla e o cardidide.
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Passamos aos exemplos do caso indefinido, quando J = diag(1, 1, —1). Comegamos
por apresentar um exemplo de uma matriz que ndo é decomponivel-J, cujo polinémio de

Kippenhahn € redutivel. Prova-se facilmente que a matriz

1 0 0
Az =|-1 =1 0
0 -1 1
ndo € decomponivel-J e que FAJ3 (u,v,w) = —(u —w)(u + w)?. Tomando w = 1, vem

Csj(A3) ={(-1:0:1),(1:0:1)}.

Observamos que A3 ndo € hermitica-J, pelo que Wy (A3) ndo pode estar contido na recta real.
Recorrendo ao Teorema 3.14(b), determinemos a projeccio de W (A3) no eixo real. A matriz

I —=1/2 0
H] =|-1/2 -1 1)2
0o -1/2 1
tem um valor préprio duplo, 1, e um valor préprio simples, —1. Como § = —1/4 < 0, vem

Wy(H]) =W (H]) =w*(H]) =R

Segue-se que
Wi(As) = W, (43) = W', (43) = C.

Os restantes exemplos retratam a situagdao em que o polinémio de Kippenhahn € irredu-
tivel. Consideremos a matriz A, dos exemplos do caso cléssico:

0 —1/2 0 0 0 0
A,=1|1/2 0 —1/2|; H/=|0 0 -1/2
0 1/2 2 0 1/2 2

Vejamos que ndo existe qualquer relacdo entre C(A,) e C;(A,). A equagdo de linhas de
Cy(A,) é dada por
4+ 4v2u + u? —v? — V2uv? = 0.

A figura 22 representa a curva associada Cy(A4,). Note-se que as curvas C(A;) e Cj(A;) ndo
sdo do mesmo tipo, pelo que ndo sdo equivalentes do ponto de vista projectivo. Os valores
préprios de Hy s30 0, (v/2—1)/2 € of (H{) e (V2 + 1)/2 € 05 (HJ). De acordo com o
Teorema 3.14(c), vem

WH(HY) =] =00, (W2 —1)/2] e W' (H])=[(V2+1)/2,400]
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Figura 21: Curva do tipo C3 - cardiéide com cispide no eixo dos xx e cuja tangente dupla é
o eixo dos yy.

Figura 22: Curva do tipo C1, com duas componentes ovais e duas componentes com cuspides.
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Por conseguinte, WJ+ (A>) esta contido no semi-plano
{z€C:Rez < (V2—-1)/2}

e W, (A42) no semi-plano
{z € C:Rez > (V24 1)/2}.

Além disso, WJ+ (Az) e W_+J (A>) sao delimitados pelas respectivas componentes ovais.

Seja
32 1 30 0
Ag=|-2 =5 0|; H/=]|0 =5 0
1 0 0 0 0 0

A equacio de linhas de Cy(A4) €
1 —2u —3(5u® + v?) — 5uv? = 0.

A curva associada encontra-se representada na figura 23. Os valores préprios de H; entrela-
¢am-se, pois —5,3 € o f (H]) e 0 € 07 (H}), pelo que

wiH]) = wh(H]) =R
Logo, obtemos um caso degenerado com

Wr(As) = WJ+(A4) = W—+](A4) =C.

Considere-se, agora,

"3/16 —7/4 3/4"‘ "3/16 1/4 3/4"‘

As=1|9/4 1/3 =3/2|: HI=|1/4 1/3 1 |.
L—3/4 -7/2 -3 J -3/4 -1 =3

A curva associada Cy(As) estd representada na figura 24 e a sua equagdo de linhas é

4 + 9% 4+ Tu(—68 4 567v%)/48 = 0.

O espectro de HZ consiste no valor préprio simples —119/48 € no valor préprio duplo 0.
Recorrendo ao Teorema 3.14(b), sendo 6 = 0 e verificando-se a desigualdade (3.23), vem

WH(HI) =[0,+00] e W (H)=]-o00,—119/48].
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Figura 23: Curva do tipo C1 - componente oval fechada com uma componente com trés

cuspides no seu interior.

-6

Figura 24: Curva do tipo C3 - a tangente dupla é o eixo dos yy e o cuspide pertence ao eixo
dos xx.

Logo, WJ+ (As) esta contido no semi-plano {z € C:Rez > 0}, sendo o invélucro convexo
da componente de Cj(As) nesse semi-plano. Analogamente, W_”LJ (As) esta contido no semi-
-plano {z € C:Re z < —119/48} e é delimitado pela curva contida nessa regiao.

Seja
0 4 V2 0 2 VJ2/2
A¢=10 0 V2 |: H =| 2 0 V2/2
00 0 —V2/2 =J2/2 0

A equacio de linhas de Cy(A4g) é
1 —3w? +v?) — 2u(u? + v?) = 0.

Na figura 25, representa-se a curva associada. A matriz H/ tem dois valores préprios dis-
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tintos: —2, simples, e 1, duplo. Do Teorema 3.14(b), como § = —3 < 0, vem
WiH(HS) = WH(H]) =R,
pelo que obtemos um caso degenerado com

Wi(Ae) = WJ+(A6) = W—+](A6) =C.

Vejamos dois exemplos de curvas associadas do tipo C2. Tomando

0 242 0 000
A;=|-2v2 1 V5| HI =01 0],
0 N 00 1

a equacao de linhas de C;(A47) € dada por
1+ 2u +u? —3v* — 8uv? = 0.
A curva associada esté representada na figura 26. Do Teorema 3.14(b), vem
Wi (H) =] —oo.1] e WX (H;) = [1.+oo[.

pelo que WJ+(A7) coincide com o semi-plano {z € C:Rez < 1} e W_”LJ (A7) com o semi-
-plano {z € C:Re z > 1}. Desta forma, W;(A;) = C.

Seja
0 -1 0 0 0 0
Ag=1{1 0 —1|; H{=|0 0 1/4
0 —3/2 1/2 0 —1/4 1/2

A equacio de linhas de Cy(Ag) é
16 +u? 4+ 9v? — 8u(v? —1) = 0.

A curva associada est4 representada na figura 27. Os valores proprios de Hy sdo 0, simples,
e 1/4, duplo. Como § = 1/16 > 0, o Teorema 3.14(b) implica que

W (HY) =]—o0,1/4] e W (H])=]1/4,+o0l.

Assim, WJ+ (Ag) é o semi-plano {z € C:Re z < 1/4}, enquanto que W_”LJ (Ag) € o semi-plano
{z € C:Re z > 1/4}. Segue-se que

Wi (Ag) = C\{z € C:Rez = 1/4}.
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Figura 25: Curva do tipo C3 - cardiéide com cispide no eixo dos xx e cuja tangente dupla é
arectax = 1.

N )

Figura 26: Curva do tipo C2, com duas componentes com cuispides e uma tangente dupla (em
pontos complexos) de equagdo x = 1.

Figura 27: Curva do tipo C2, com uma componente com cuspides e uma tangente dupla (em
pontos complexos) de equacdo x = 1/4.
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Considere-se, agora,

V20 2 V20 1
Ao=|0 —=v2 4|: HI=|0 —-v2 1
0 2 0 -1 -1 0

A equacdo de linhas de Cy(Ag) é
1 + 10v? + 8+2uv? = 0.

A figura 28 caracteriza a curva associada Cy(As). Como 0 é valor préprio triplo de Hy , do

Teorema 3.14(a), vem
Wi (Hy) =W (HJ) =R,

pelo que
Wi (Ag) = WJ+(A9) = W—+](A9) =C.

Por fim, sejam

011 0 1/2 1)2
Ao=10 0 1|; H{H=|1/2 0 1/2
000 —1/2 —1/2 0
021 0 1 1/2
An=10 0 1|; H =] 1 0 1/2
000 —1/2 —1/2 0

As figuras 29 e 30 representam as curvas associadas Cy(A19) € Cy(A11). As equacdes de

linhas sdo, respectivamente,
44+ P+ ) —u@?+0vH) =0 e 2— W +v?)—u@®+0v?)=0.
As matrizes H;|, e H/| t¢ém valores préprios complexos, respectivamente,
1/41+iv7) e 1/2(1+i).
O Teorema 2.25 implica que
WiH(H]) = W (H) = Wi (H]) =W (H]) =R,

donde se conclui que

Wy (A10) = W, (A10) = W (A19) =C

Wy(An1) = W;H(An) = WH(An) =C.
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Figura 28: Curva do tipo C4, com um cuspide no eixo dos xx e um ponto de inflexdo na recta
do infinito. O eixo dos yy € a tangente de inflexdo e corresponde a uma assimptota da curva.
Trata-se de um Cisséide de Diocles.

"

-1.25 -1 =0~ -0\ 5 -0.25 0.25

-0.25"

Figura 29: Curva do tipo C5: tem ordem 6 e reduz-se a uma componente com trés cuspides.

Figura 30: Novamente uma curva do tipo C5, mas com duas componentes.
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3.3 Contando “flat portions”

Um problema que ocupa muitos investigadores na drea dos contradominios numéricos
prende-se com o estudo da existéncia ou ndo de porg¢des rectilineas na sua fronteira [17, 29,
38]. Sejam A € M, uma matriz arbitrdriae J € M, uma matriz de inércia como em (2.10).
Suponhamos que A ndo € essencialmente hermitica-J, o que, de acordo com a Proposicao 2.5,

equivale a afirmar que o seu contradominio numérico Wy (A) nao esta contido numa recta. Se
L={(x,y)€eR?:ax+by+c =0}

com a,b,c € R, é uma recta de suporte de Wy (A) e se L N dW;(A) contiver mais de um
ponto, dizemos que L N dW;(A) é uma porcdo rectilinea ou “flat portion” na fronteira de
Wy (A). Podemos definir, de forma andloga, por¢ao rectilinea ou “flat portion” em BWJ+ (A)e
em 8W_+J (A).

Paran = 2 e J = diag(l,—1), de acordo com o Teorema 3.7, ndo existem porc¢des
rectilineas na fronteira do contradominio numérico (note-se que, para a contagem de “flat
portions”, excluimos os casos em que o contradominio numérico estd contido numa recta). Na
proxima proposi¢ao, determinamos um limite superior para o nimero de por¢des rectilineas na
fronteira do contradominio numérico indefinido de uma matriz arbitriria A de ordem superior

ou igual a 3.

Proposicao 3.15 Para A € M,, com n > 3, o niimero de porcdes rectilineas lj(A) em
Wy (A) é inferior ou igual an(n — 1)/2. Se F] (u, v, w) € irredutivel, entdo
14y < 2022
2

DEMONSTRACAO: As rectas que geram porg¢des rectilineas na fronteira de Wy (A) sdo obri-
gatoriamente tangentes multiplas ou tangentes de inflexdo da curva associada Cy(A), pelo que
correspondem a pontos singulares da curva dual de C;(A). Como C;(A) tem classe n, a sua
dual tem ordem n e, de acordo com a Proposi¢do 1.3, o nimero maximo de singularidades
da dual € de n(n — 1)/2. Para uma curva irredutivel de ordem 7, esse valor ndo ultrapassa
(n—1)(n—-2)/2. O

Paran = 3 e J = diag(1, 1, —1), os limites superiores da Proposicdo 3.15 sdo atingidos.
Considere-se a matriz
A =diag(1+1i,1—-1,0).

A curva associada Cj;(A) reduz-se ao espectro da matriz A. Como 1 +1i,1 —1i € 0}“ (A)
e 0 € 0;(A), existem trés por¢des rectilineas na fronteira de Wy (A) determinadas por trés
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Figura 31: O contradominio numérico Wy(A) é o invélucro pseudo-convexo dos pontos
©O0:0:1),(1:1:1)e(1:=1:1).

rectas distintas (vide figura 31). Obtém-se igual nimero de porgdes rectilineas se se substituir
a matriz A por qualquer outra matriz normal-J com valores proprios distintos. A razdo é
simples: o contradominio numérico de uma matriz normal-J, com valores préprios simples,
consiste no invélucro pseudo-convexo desses valores proprios [7, p.23]. Para o caso em que
FJ(u,v,w) é irredutivel, as figuras 34-38 (pdginas 117-119) mostram que W, (A) pode ter

uma por¢ao rectilinea na sua fronteira.

Cada porcio rectilinea em Wy (A),com A = H’ +iK”, implica que uma determinada
matriz hermitica-J da familia
uH’ + vK’ ,

u =cosf,v =sinf, 0 € IR, tenha um valor préprio miltiplo.

Proposicdo 3.16 Seja A = H’ + iK’ € M,. Se a fronteira de Wy(A) tem uma porcdo
rectilinea contida na recta perpendicular a direccdo (u,v), entdo a matriz uH”’ + vK’ tem

um valor proprio muiiltiplo.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que Wj(A) tem uma porcao rectilinea na fronteira, contida

na recta L. Por intermédio de uma translacdo e de uma rotagao, € suficiente considerar
L={(xy)eR*x =0}

O eixo imagindrio define uma porgao rectilinea em dW;(A) se e s6 se € uma tangente de
inflexdo de Cy(A) ou uma tangente multipla da curva associada em (pelo menos) dois pontos
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distintos (os pontos podem ser finitos ou infinitos, reais ou complexos). Considere-se a curva
dual de C;(A), definida em coordenadas de ponto homogéneas pela equacio

Fi(x,y,2) = detxH’ + yK’ + z1,) = 0.

Por dualizagdo, se L € uma tangente multipla ou de inflexdo de Cy(A), entdo (1 : 0 : 0) é um
ponto singular da curva dual, com multiplicidade m > 2. Segue-se que

; aFAJ m—1 AJ
F;(1,0,0) = —/—(1,0,0) =--- = ——=(1,0,0) =0,
4 ( ) P ( ) om— ( )
o que implica que sejam nulos os coeficientes x”, x" 1z, ..., x"~"=Dzm=1 4o polinémio

F AJ (x,y,z). Analisando as soluc¢des da equacgdo caracteristica
det(H’ — AI,) =0,
conclui-se que 0 é um valor préprio de H” com multiplicidade igual ou superior a m. O

As matrizes decomponiveis-J apresentam com frequéncia porcdes rectilineas na fron-
teira do seu contradominio numérico. Se A € M, é uma matriz decomponivel-J , isto é, se
existe U € M, unitdria-J, tal que

UTAU = A, A4, ¢ UYJU=J,0 J,,

com Ay, A,, J1, J» matrizes quadradas de ordem superior ou igual a 1, entdo tem-se obrigato-
riamente
W;(A) = pconv[Wy, (A1) U Wy, (A2)].

Esta propriedade generaliza para matrizes de ordem arbitrdria o procedimento adoptado na
subsec¢do 3.2.2, aquando da caracterizagdo do contradominio numérico de uma matriz decom-
ponivel-J de ordem 3 a partir dos seus blocos diagonais. Designa-se por indecomponivel-J

toda a matriz que ndo € decomponivel-J .

Para n = 3, estabelecemos a classificacido de C;(A) baseada na factorabilidade do poli-
némio de Kippenhahn F AJ (u, v, w). Contudo, o método empregue ndo permite determinar, de
forma construtiva, as propriedades geométricas de Wy (A) a partir das entradas da matriz A.
As proximas duas subseccdes surgem como forma de colmatar esta lacuna. Na primeira, ana-
lisaremos o contradominio numérico de matrizes triangulares decomponiveis-J. Na segunda,
estudaremos a ocorréncia de uma porg¢do rectilinea na fronteira do contradominio numérico
de matrizes indecomponiveis-J . Assumiremos doravante que J = diag(1, 1, —1).
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3.3.1 Estudode W;(A),com A € Mj; triangular e decomponivel-J

Seja A € M3 uma matriz triangular. Provemos, em primeiro lugar, que nio existem
porcdes rectilineas em dWy (A), sempre que o (A) € um conjunto singular (independentemente
de A ser decomponivel-J ou nido).

0
A=10 p 2 € Ms.

0 0 p

Proposicao 3.17 Seja

Se pelo menos uma das entradas x, y ou z é ndo-nula, entdo Wy (A) coincide com C. Caso
contrdrio, Wy(A) = {p}.

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos que z # 0. Sejam A" = A[2,3] e J' = diag(l,—1).
Aplicando o Teorema do Contradominio Hiperbdlico (Teorema 3.7) a matriz A" — pl,, vem
Wy (A") = C. Como

Wi (A) € Wi(A),

segue-se que Wj(A) = C. O caso y # 0 pode ser tratado de forma analoga, considerando
A" = A[l,3] e J' = diag(l,—1). Se x # 0, tomamos A" = A[l,2] e J' = diag(1,1).
Aplicando o Teorema do Contradominio Eliptico (Teorema 3.5) a matriz A’ — pI,, conclui-se
que Wj/(A’) é o disco centrado no ponto p de raio |x|/2. Além disso,

Wy (A') € Wi (A).

Por outro lado, p € W_”LJ (A), pois p € produzido pelo vector negativo-J de coordenadas
(0,0,1). Consequentemente, o invélucro pseudo-convexo do disco e do ponto p é todo o
plano complexo. Finalmente, se x = y = z = 0, entdo

Wi(A) = Wy(pls) = pWi(Il3) = {p},
conforme pretendido. U
Se A € M3 € decomponivel-J, entdo existe uma matriz U € M3, unitdria-J, tal que
UT'AU = A1 @ A,

podendo ocorrer uma de duas situagdes: ou A; tem ordem 2 (Primeiro Caso), ou tem ordem 1
(Segundo Caso). Comecemos por analisar o Primeiro Caso.



100 CAPITULO 3: Contradominio numérico indefinido em M; e M3

Teorema 3.18 (Matrizes triangulares: Cy(A) reduz-se a um ponto e uma elipse) Seja

a d e
A=|0 b f|eM,. (3.27)
0 0 c

A curva associada Cj(A) consiste no ponto ¢ e na elipse E (possivelmente degenerada numa

circunferéncia), com focos a, b e eixo menor de comprimento s, se e so se
Ls?=|df—le—|fPP>0
Il s2c =c|d|* —ble|* —alf|* +def.

DEMONSTRACAO: Considere-se a matriz

a s 0
B: ObO, S>Ov
0 0 ¢

e definam-se B’ = B[12] e J' = diag(1, 1). Recorrendo a (2.6), cdlculos elementares mos-
tram que Cy/(B’) é a elipse com eixo menor de comprimento s. Além disso, os seus focos
correspondem aos valores préprios de B': a e b.

De (3.8) conclui-se facilmente que os polindmios FAJ(u, v,w) e Fg(u, v, w) t&m os
mesmos coeficientes, excepto possivelmente os coeficientes de u>, v3, uv?, u?v, u?w e v2w.

Além disso, os coeficientes de u?w e v?w sdo iguais nos dois polinémios se e s6 se
s?=1d]> —lel> = |f.
Por outro lado, os coeficientes de u> e v? coincidem (bem como os de uv? e u?v) se e s6 se
s’c =cld|* —ble|* —a|f|* + def.

Desta forma, as condicdes I. e II. sdo necessdrias e suficientes para que as matrizes A e B
tenham a mesma curva associada. O

Com vista a determina¢do de uma forma invariante para as condi¢des I. e II. do teorema
anterior, notamos que

|d)> = le? = | f1> = w(AM4) — (la]” + |b + |c); (3.28)
e que

cldP —bleP —al fI? + def = (ld]? — lel” = | fP) tr(A) — (4 42)

(3.29)
+(alal* + b|b|* + c|c]?).
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Assim, as condicdes I. e II. podem apresentar-se como se segue:
I. 52 =tr(AMA) — (ja|> + |b]? + |c]?) > 0;
II'. s2c = s2tr(A) — tr(A™A2) + (ala|? + b|b|? + c|c]?).

Corolario 3.19 Seja A uma matriz como em (3.27). Suponhamos que se verificam as condi-
coes L. e 1. do Teorema 3.18. O contradominio numérico Wy (A) tem duas por¢oes rectilineas
na fronteira (produzidas pelo invélucro pseudo-convexo de E e c) se e so se o ponto ¢ estd no
exterior da elipse E. Caso contrdrio, Wy (A) é todo o plano complexo ou o plano complexo

excepto alguns pontos.

DEMONSTRACAO: A elipse E é gerada por vectores positivos-J, enquanto que o ponto ¢ €
produzido pelo vector negativo-J de coordenadas (0,0, 1). Logo, se ¢ pertence ao exterior
de E, entdo ¢ é um ponto anguloso de W;(A). Em contraponto, se ¢ pertence ao interior de
E, tem-se W;(A) = C, e se ¢ é um ponto da elipse E, entdo Wy (A) coincide com o plano
complexo, excepto os pontos (diferentes de ¢) que pertencem a tangente de £ em c. O

Mediante as condi¢Ges impostas as matrizes J e A, o coroldrio anterior mostra que
Wj (A) nunca pode ser um disco eliptico. Investiguemos, agora, o Segundo Caso.

Teorema 3.20 (Matrizes triangulares: C;(A) reduz-se a um ponto e uma hipérbole)

’761 d e—‘
A=10 b f € Mj.

0 0 c

Seja

A curva associada Cj(A) consiste no ponto a e na hipérbole H, com focos b, c e eixo ndo-

-transverso de comprimento s, se e SO se
L s>=—|d?+lel>+|f]? 0<s®<]|b]®+|c|> —2Re(bc);
Il s?a = —c|d|* +ble|* +a|f|*—def.

DEMONSTRACAO: Considere-se a matriz

L O

a 0
B=1]0 b
0 0 ¢

, §>0.

Tomando B’ = B[23] e J’' = diag(1l,—1), de (2.8), conclui-se facilmente que C;/(B’) con-

siste na hipérbole com eixos transverso e nao-transverso de comprimento, respectivamente,

\/—s2+|b|2+|c|2—2Re(Zc) e s.
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Os seus focos correspondem aos valores proprios de B’: b e c. A prova segue passos analogos
aos da demonstragdo do Teorema 3.18. O

De (3.28) e (3.29), obtemos uma forma invariante para as condi¢des 1. e 1I. do Teo-

rema 3.20:

U. 52 = —t(AMA) + (la> + |b]* + [c]?); 0 < 52 < |b|2 + |c|* — 2Re(bc);

II'. s%a = —s2tr(A) + tr(A™ 4%) — (a|a|® + b|b|*> + c|c]?).
Corolario 3.21 Seja A uma matriz como em (3.27). Suponhamos que se verificam as condi-
coes L. e 11. do Teorema 3.20. Denotamos por H; (respectivamente, H,) o ramo da hipérbole
H que contém b (respectivamente, c) no seu interior. O contradominio numérico Wy(A) tem
duas porgoes rectilineas na fronteira (produzidas pelo invélucro pseudo-convexo de H e a)

se e O se 0 ponto a pertence a regido (aberta) do plano compreendida entre H, e H,. Caso

contrdrio,

(a) se a estd no interior de Hy ou pertence a Hy, entdo Wj(A) coincide com as duas regioes

(fechadas) do plano delimitadas por Hy e H»;
(b) se a estd no interior de H,, entdo Wy(A) = C;
(c) se a éum ponto de H,, entdo Wy(A) é o plano complexo, excepto os pontos (diferentes

de a) que pertencem a tangente de H, em a.

DEMONSTRACAO: Basta ter em conta que o ramo H; e o ponto a sdo produzidos por vectores
positivos-J, enquanto que o ramo H, € produzido por vectores negativos-J . O

3.3.2 Matrizes A € M3 indecomponiveis-J com uma “flat portion” na
fronteira de W;(A)

De agora em diante, suporemos que A € M3 é uma matriz indecomponivel-J, com
J o xd
A=H" +iK",
onde H' e K’ sdo matrizes hermiticas-J. Para evitar situagdes triviais, assumimos igual-
mente que A ndo € essencialmente hermitica-J .

Uma “flat portion” na fronteira do contradominio numérico-J pode traduzir-se num seg-
mento de recta fechado, numa semi-recta fechada, numa recta excepto um segmento aberto,
ou mesmo, em toda uma recta. O préximo teorema mostra que os dois primeiros casos s

podem ocorrer em BWJ+ (A).
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Teorema 3.22 Seja A € M5 uma matriz indecomponivel-J. Suponhamos que Wy (A) tem um

segmento de recta ou uma semi-recta na fronteira. Entdo, essa por¢do rectilinea estd contida
+

em W, (A).

DEMONSTRACAO: Provemos por reducdo ao absurdo que um segmento de recta, a existir
como porg¢do rectilinea, pertence necessariamente a BWJ+ (A). Suponhamos que W_+J (A) con-
tém um segmento de recta na sua fronteira. Aplicando, se necessario, uma translacdo, uma
rotacdo e uma ampliacdo/reducdo, podemos assumir, sem perda de generalidade, que os ex-
tremos do segmento de recta sdo os pontos 0 e i. Entdo, de acordo com a Proposi¢ao 3.16, 0 é
um valor préprio de HY com multiplicidade superior ou igual a 2. Além disso, existe e3 € C”
tal que
esJes=—1 e H’e; = 0.

Consideremos dois vectores e, e, € C”,
eyJer =e5Jex =1,

tais que {ey, e, e3} é uma base ortonormada-J de C>. Nesta base, a representaciio matricial
de JH’ ¢

¢ 0

b 0|, abelR,ceC,

000

N}

o

onde ab = |c|? # 0, uma vez que A ndo é essencialmente hermitica-J . Assim, por aplicacio
de uma transformacao unitaria-J, J H J pode escrever-se na forma

a/
0
0

o o O
o O O

coma’ =a +b. Mas, x*JH” x anula-se se e s6 se x = (0,¢,71) € C3. Seja S o subespaco
gerado por {e,, e3} e denote-se por A’ € M, a restricio de A a S. Para J' = diag(1,—1),
Wy (A’) estd contido no eixo dos yy, o que implica que A" seja essencialmente hermitica-J'.
Segundo o Teorema 3.3, W;/(A") pode ser uma recta, uma recta excepto um ponto ou uma
recta excepto um segmento aberto, pelo que ndo pode degenerar apenas numa semi-recta ou
num segmento de recta. Consequentemente, [0, /] estd contido na fronteira de WJ+ (A).

A segunda parte do teorema prova-se por argumentos andlogos, supondo que a por¢ao

rectilinea coincide com o semi-eixo positivo dos yy. O
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Em seguida, deriva-se uma forma candnica para as matrizes indecomponiveis-J com um
segmento de recta na fronteira do contradominio numérico-J .

Teorema 3.23 (Matrizes indecomponiveis-J com um segmento de recta em dW;(A4))
Seja A € M3 uma matriz indecomponivel-J. A menos de uma transformagdo unitdria-J

e de uma translacdo, rotacdo e ampliacdo/redugdo, A pode escrever-se na forma

I 0 C1
A=[0 0 ¢, (3.30)
1 C2 f

onde c1, ¢y sdo niimeros reais positivos e Re§ < 0, se e s6 se Wy (A) tem um segmento de
recta na fronteira. Na forma (3.30), WJJr (A) estd contido no semi-plano {z € C:Rez > 0} e

tem o segmento [0, 1] como porgdo rectilinea na fronteira.

DEMONSTRACAO: (=) Suponhamos que, a menos de uma transformagdo unitaria-J e de
uma translagdo, rotacdo e ampliacdo/reducdo, A se escreve na forma (3.30). Consideremos as
matrizes hermiticas,

00 0 1 0 —icy
JH” =10 0 0 e JK'=|0 0 —ic
0 0 —Reé icy ic; —Imé
Como Reé < 0, WH,(H?) =] — co,Re&], W/ (H') = [0, +o0[, pelo que W, (A4) estd

contido no semi-plano {z € C:Rez > 0}. Por outro lado, x*JH’x anula-se se e sé se
x = (¢,n,0) € C3. Para estes vectores x,

x*JK'x g2
x*Jx o L2+ nf?

descreve o intervalo [0, 1]. Consequentemente, o segmento [0,i] estd contido em W} (4),
sendo o eixo dos yy uma recta de suporte de WJ+ (A).

(<) Suponhamos que WJ+ (A) tem um segmento de recta como porcao rectilinea na
fronteira. Por aplicacdo de uma translacdo, rotacdo e ampliagdo/redugdo, podemos assumir
que o segmento de recta coincide com [0,7]. Da Proposi¢ao 3.16, conclui-se que 0 é valor
préprio de H7 com multiplicidade (pelo menos) 2. Logo, existe e; € C” tal que

e;Jer=1 e H’e, = 0.
Consideremos dois vectores e,, ez € C”,

* *
e;Jes =1, ezJes=—1,
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tais que {e1,e,,e3} é uma base ortonormada-J de C3. Nesta base, a matriz JH”’ tem a
representacio matricial

0

JH? =10

0

(3.31)

Al 8 O
o

onde a,b € R e ¢ € C satisfazem a condi¢do ab = |c|?>. Como A ndo é essencialmente
hermitica-J, JH’ # 0, pelo que |c| # 0.

Provemos, por reducdo ao absurdo, que |a| # |c|. Suponhamos que |a| = |c|. Da
igualdade ab = |c|?, segue-se que |a| = |b| = |c|. Se aplicarmos a transformacdo unitdria-J
associada a uma matriz da forma U = diag(1, el?, 1), 8 € R, podemos considerar ¢ > 0.
Verifica-se uma de duas possibilidades: a = b = ¢ oua = b = —c. Suponhamos que
a =b=c. Tem-sex*JH'x = 0seesésex = (1,7,—n) € C3 (donde x*Jx = 1).
Considere-se a representacdo matricial de JK 7 na base {e1, ez, e3},

’705 —iv —ivz—‘
JK' =1iv; B —ivsl, aB.yeR v,v,v;3eC.
Liv_z iv3 14

Para x = (1,7, —n) € C3, a funcio
f(x):=x*JK'x =a+ (B +y —2Imvs)|n> + 2[n|[vy — va|sin ¢,

com ¢ = argn + arg(v; — vp) a percorrer o conjunto dos nimeros reais, descreve um ponto
se
B+y—2Imv;=0 e v;—v, =0,

uma recta se
B+y—2Imv;=0 e v;—vy #0,

€ uma semi-recta se
B+y—2Imv; #0.

Contudo, nunca € produzido um segmento de recta, o que contradiz a hip6tese. Obtém-se uma

conclusdo andloga se se supuser a = b = —c.

Como |a| # |c|, a matriz (3.31) representa-se, numa determinada base, da forma

0

a/

0

JH’ = (3.32)

o o O
o o O
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ou da forma

00 0
JH =0 0 o |, (3.33)
0 0 —d

com a’ = a — b. Verifica-se facilmente que a forma (3.32) conduz a uma contradic¢do, visto
ser incompativel com a existéncia de um segmento de recta na fronteira. Por conseguinte,
tem-se (3.33), pelo que W, (H?) = [0, 400 e W', (H’) =] — 00,a’] (sendo a’ < 0 para
assegurar que WJ+ (A) esta contido no semi-plano {z € C:Re z > 0}).

Tem-se x*JH”'x = 0 parax = (£, n,0) € C3. Sejam J’ = diag(1, 1) e A’ a submatriz
principal de

00 O o —iv; —iv,
A=H' +ik’ =10 0 0| +i| ivi B —ivs|,
00 a —iv; —ivz —y

a, B,y € R, vy,v,p,v3 € C, determinada pelas duas primeiras linhas e colunas. Observe-se
que o subconjunto de Wy (A), Wy (A’), é o segmento de recta de extremos

i(o{;lgi\/(a;ﬁ) +|v1|2).

Sea = 1,8 =0,v; = 0, entdo esse segmento coincide com [0, 7], tendo-se

A=H’ +iKk’ =0 0 V3 ,

Vo V3 a — l)/
com a’ < 0. Sem perda de generalidade, podemos aplicar uma matriz da forma
V = diag(e’®, e, 1), 6,,6, € R,

e tomar ¢y = vy > 0, c; = v3 > 0. Assim, A é da forma pretendida. O

Se dW;(A) tem uma porg¢ao rectilinea constituida por duas semi-rectas da mesma recta,
entdo uma delas esta em BWJ+ (A) e a outra em 8W_+J (A). Esta é uma consequéncia imediata
da convexidade de WJ+ (A) ede W_+J (A).
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Teorema 3.24 (Matrizes indecomponiveis-J com duas semi-rectas em dWj;(A))
Seja A € M3 uma matriz indecomponivel-J. A menos de uma transformagdo unitdria-J

e de uma translacdo, rotacdo e ampliacdo/redugdo, A pode escrever-se na forma

a+ia b ¢
A= —b i 0], (3.34)
c 00

ondea € Rea,b,c >0, se e sé se Wy(A) tem duas semi-rectas da mesma recta na fron-
teira. Na forma (3.34), WJJr (A) estd contido no semi-plano {z € C:Rez > 0}, a semi-recta
i[1,4o00[ estd em BWJ+ (A), enquanto que o semi-eixo negativo dos yy pertence a 3W_+J (A).

DEMONSTRACAO: (=) Suponhamos que A é da forma (3.34). Tem-se

{a 0 OW ’_a —ib —icw
JH =10 0 0| e JK' =1ip 1 0o |.

0 00 ic O 0

Como a > 0, vem W, (H’) = [0, +oo[, W', (H”) =] — 00,0]. Por outro lado, x*JH ' x
anula-se quando x = (0, ¢, n) € C3. Para estes vectores x, obtém-se
x*JK'x ¢
x*Jx ¢12 = [n|?

O quociente descreve o intervalo | — oo, 0], se considerarmos os vectores x tais que x*Jx < 0,
e descreve [1, +o00[, se tomarmos os vectores x verificando x*Jx > 0. Logo, WJ+ (A) esta
contido no semi-plano {z € C:Rez > 0} e a semi-recta i[l, +00[ estd em BWJ+ (A). Por
outro lado, W_+J (A) esta contido no semi-plano {z € C:Re z < 0} e o semi-eixo negativo dos
Yy pertence a esse conjunto.

(<) Por intermédio de uma translacdo, rotagdo e ampliacdo/reducdo, podemos assu-
mir, sem perda de generalidade, que W;(A) apresenta as duas semi-rectas do enunciado na
fronteira. Seja {e1, e, €3} uma base ortonormada-J de C? satisfazendo

H'e; =0, ejJei=elJes=1, eiJes=—1.

Considere-se a representacio matricial de J H” nesta base,

JH' =

o] © Q
o o O
SO 0
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onde a,b € Re ¢ € C sio tais que ab = |c|?. Aplicando um procedimento analogo ao utili-
zado no Teorema 3.23, conclui-se facilmente que |a| # |c|. Consequentemente, a submatriz
principal de H”, determinada pelas suas linhas e colunas fmpares, tem como valores préprios
0 e a—b, aos quais correspondem dois vectores proprios associados, linearmente independen-
tes e anisotrépicos-J, pelo que H” pode ser diagonalizada por uma transformacio unitéria-J .
Assim, numa base apropriada,

a 0 0
JH =10 0 0 (3.35)
0 00
ou
F) 0 0"
JH =10 0 0 |, (3.36)

0 0 ']

com a’ = a — b. Verifica-se sem dificuldade que a forma (3.36) conduz a uma contradigio,
pois € incompativel com a existéncia de duas semi-rectas na fronteira de W (A), pelo que se
tem necessariamente (3.35). Entdo, W, (H7) = [0, +oo[e W, (H’) =] — 00, 0]. Tomamos

a’ > 0 para assegurar que WJ+ (A) esta contido no semi-plano {z € C:Re z > 0}. Seja

o0 —ivy —iv;
JK' =|iv; B —ivs|, aB.yeR v,v,v3eC.
ivy ivy Yy

Considere-se a submatriz principal 2 x 2de A = H’ +iK’,

A’:i|: p 4‘“]
—1lV3 -y

determinada pelas duas tdltimas linhas e colunas de A. Para J' = diag(1, —1), Wj/(A’) reduz-

-se a duas semi-rectas com origem nos pontos

i(ﬂ;yi\/w:w _W)_

Estes pontos coincidem comOei se § = 1,y = 0, v3 = 0, e o resultado fica provado. O

Investigamos, agora, a ocorréncia de toda uma recta em BWJ+ (A) e derivamos duas
formas candnicas para a matriz A.
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Teorema 3.25 (Matrizes indecomponiveis-J com uma recta em dW;(A)) Seja A € Mj;
uma matriz indecomponivel-J. A menos de uma transformacdo unitdria-J e de uma transla-

cdo e rotacdo, A pode escrever-se na forma

0 V1 1%}
A= |-V a+if v3|. (3.37)
2 V3 0

com vy, vz € C, v, € C\{0}, B € R, a > 0, ou na forma

’71.05 V1 1% —‘
A=|-v1 a+if —a+v; (3.38)

Vo, a-+vy —a-—iy

com vy,va,v3 € C, a,8,y € Ra >0, 8+4+y+2Imvy =0, vy + vy # 0, se e s
se BWJ+(A) coincide com uma recta. Nas formas (3.37) e (3.38), W;“(A) estd contido no

semi-plano {z € C:Re z > 0} e a sua fronteira coincide com o eixo dos yy.

DEMONSTRACAO: (=) De acordo com a hipétese, se A € da forma (3.37), tem-se

000 0 —iv, —iv,
JH =0 a 0| e JK'=|ivy B —ivs
000 iv; iv; 0

Comoa > 0,vem W, (H?) = [0, +oo[e W', (H’) =] — 00, 0]. Além disso, x*JH’'x =0

sex = (£,0,n) eC3e
x*JK7 x _ 2[vy|[¢]In|sin 0

xJx o RR=mR T

com 0 = argv, — arg { + arg 1, descreve a recta real porque v, # 0.

Para a forma (3.38), obtém-se

{0 0 0" ’705 —iv —ivz—‘
JH =10 a -a| e JK'=|ivy B —ivs|.
LO —a a iv, iv3 y J

Como a > 0, vem W, (H”) = [0, +oo[e W (H') =] — 00,0[. Mas, x*JH'x = 0 se
x = (1,n,n) € C3, e 0 quociente
x*JK? x

7, —eT Bty + 2Imv3)[n|*> + 2[v1 + v2||n|sin ¢,
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com ¢ = arg(v; + v,) + argn, descreve a recta real porque o coeficiente de || é nulo e
porque |v; + v,| # 0.

(=) Suponhamos que BWJ+ (A) coincide com uma recta. Recorrendo a uma translacdo
e a uma rotagdo, podemos assumir que dW;"(A) é o eixo dos yy. Seja e; € C? tal que

H’7e;=0 e eyJer = 1.

Considere-se a representacio matricial de J H“ numa base ortonormada-J {e;, e,, e},

0 00

0 a .

0 ¢ b
coma,b € R,c € Ceab = |c|>. Se |a| # |c|, entdo a matriz JH’ assume, numa base
apropriada, a forma

00 O
JH” =0 0 0
0 0 —d
ou a forma
0 0 0
JH? =10 a 0],
0 0 O

com a’ = a — b. O primeiro caso conduz a uma contradicio, porque implica a existéncia de
um segmento de recta na fronteira. Para o segundo caso, vem

W (HT) = 10,400, W (H)=]-00,0],

tomando a’ > 0. Segue-se que x*JH'x = 0se x = (£,0,n) € C3. Seja

o —ivy —ivp
J — .
JK - V1 ,8 —1lV3 ) a,/g,VE]R,Vl,VZ,VSECv
ivs ivsy

e considere-se a submatriz principal de A = HY + iK’ determinada pelas suas linhas e

colunas impares,
A/ . o 1%}
Vo —iy
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Para J' = diag(1,—1), Wj.(A4’) é o eixo dos yy se (¢ + y)? — 4|v5|*> < 0. Sem perda de
generalidade, podemos tomar o = y = 0, v, # 0, pelo que

0 Vi 1%}
A= —\)_1 a + 1,3 V3
vy V3 0
Se |a| = |c|, entdo JH’ apresenta-se na forma

F) 0 0"
JH? = |0 —a|.
LO —aa an

Para a > 0, obtém-se W, (H’) = [0,4+o0[, Wt (H’) =] — 00,0[. Por outro lado,
x*JH’x =0se x = (1,n,n) € C3. Sejam

’705 —iVy —ivz—‘
JKJ: lv_l ,8 —i\)3 ) a,/g,VE]R,Vl,VZ,VSEC,

iv; ivs  y

x*J x :a+(,8+)/+2Im\)3)|7]|2—|—2|7’||v1+v2|Sln¢’
com ¢ = argn+arg(vy+v,) € R. A fungio f descreve oeixodos yyse f+y+2Imv; =0

e v1 + vy # 0. Por conseguinte, A é da forma pretendida. O

Note-se que se A € da forma (3.37), entdo o eixo dos yy também é uma porcao rectilinea
na fronteira de W_+J (A). Contudo, tal ja ndo € verdade se A for da forma (3.38).

Por fim, investigamos a existéncia de apenas uma semi-recta em dWy(A4) e derivamos

uma forma candénica para a matriz A4.

Teorema 3.26 (Matrizes indecomponiveis-J com uma semi-recta em dW;(A4))
Seja A € M3 uma matriz indecomponivel-J. A menos de uma transformagdo unitdria-J

e de uma translagdo e rotacdo, A pode escrever-se na forma

o V1 1%)
A= |-V a+if —a+vs|, (3.39)
VvV, a-+vy —a-—iy
comvy,v, 13 €C,a,8,yeR a>0,+y+2Imv;>0e¢

_ V1 + v, ]?
B+y+2Imvs’
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se e so se Wy (A) tem uma semi-recta como por¢do rectilinea na fronteira. Na forma (3.39),
WJJr (A) estd contido no semi-plano {z € C:Rez > 0} e a sua fronteira coincide com o

semi-eixo positivo dos yy.

DEMONSTRACAO: (=) De acordo com a hipétese,

0 O 0 o0 —ivy —ivy
JH =0 a —a| e JK =|ivy B —ivs
0 —a a vy iv3 14

Como a > 0, segue-se que
WH(H”) =[0,+00[, W (H’)=]-00,0]

Mas, x*JH’x = 0se x = (1,7, n) € C3. Para estes vectores x, obtém-se o quociente

x*JK’' x

—7— =+ (B +y+2Imvy)[nl® + 2fnllvr + va| sin g,

fx) =

onde ¢ = arg n+arg(v;+v3), que descreve o semi-eixo positivo dos yy porque f+y+2Imv;
¢ um ndmero positivo e porque o = |v; + v2|?/(B + y + 2Imv3).

(=) Suponhamos que WJ+ (A) tem uma semi-recta como porg¢ao rectilinea na fronteira.
Mediante uma translacdo e uma rotacdo, podemos identificar a porcao rectilinea com o semi-

-eixo positivo dos yy. Seja {e1, 2, €3} uma base ortonormada-J de C3 tal que
H’e; =0 e eyJer = 1.

Considere-se a representacio matricial de J H” nesta base,

0 0O
0 a ,
0 c b

onde a,b € Re ¢ € C sio tais que ab = |c|*. Ndo podemos ter |a| # |c|, pois se tal ocorrer
somos conduzidos aos casos estudados nos Teoremas 3.23, 3.24 e 3.25, onde obtivemos um
segmento de recta, duas semi-rectas ou uma recta na fronteira do contradominio numérico

indefinido. Entdo, |a| = |c| e, numa base apropriada,

<
=
<
|
S
8
|
)
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Paraa > 0, vem W;"(H”) = [0, +oo[, W, (H') =] — 00,0[. Seja

o —ivy —ivy
JK' =|ivi B —ivs|. a.pB,y €eR v, vyv3€C.
vy V3 14

Mostra-se sem dificuldade que x*JH?x = 0 parax = (1,1,7) € C3 e que

x*JK’' x

x*J x :a+(,8+)/+2Im\)3)|7]|2—|—2|7’||v1+v2|Sln¢’

fx) =

com ¢ = argn + arg(vy + v2) € R. Se B + y + 2Imv; > 0, entdo f(x) descreve uma
semi-recta da forma [b’, +00[. Tomando o = |v; + v2|?/(B + ¥ + 2Imv3), vem b’ = 0. O

3.3.3 Exemplos

Apresentam-se exemplos ilustrativos dos resultados obtidos. As figuras foram produ-
zidas no Mathematica 5.1 e as fronteiras dos conjuntos convexos WJ+ (A) e W_+J (A) estao
representadas a negrito.

Considerem-se as matrizes triangulares

02 0 —3/5(1+i) O 0
Ai=]00 o0 e Ay = 0 —1—i 2
00 1+i 0 0 1+i

No primeiro caso, Cy(A;) traduz-se na circunferéncia de equacio
x> 4+y2=1
e no ponto de coordenadas (1, 1). No segundo caso, Cy(A;) consiste na hipérbole de equacao
2xy =1

e no ponto de coordenadas (—3/5,—3/5). Os contradominios numéricos Wy (Ay) e W;(A3)
obtém-se a partir do invélucro pseudo-convexo das curvas associadas. Ambos apresentam
duas porcdes rectilineas na fronteira (vide figuras 32 e 33). Na figura 33, mostra-se o que
sucede quando se “move” o ponto isolado da curva associada ao longo da regido do plano
compreendida entre os dois ramos da hipérbole.
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Y
L/

Figura 32: Ilustragdo do invélucro pseudo-convexo da circunferéncia x> 4+ y? = 1 com o

ponto de coordenadas (1, 1).

As préximas matrizes que estudaremos sdo indecomponiveis-J e apresentam uma por-
¢do rectilinea em dW;(A), contida no eixo dos yy. Por isso, a determinacdo das regides do
plano a que correspondem as componentes convexas de Wy(A4),com A = H’ +iK”/, faz-se
a partir da Proposicio 3.13, se 0 for valor préprio duplo de H”, ou do Teorema 3.11, quando
0 tiver multiplicidade 3. Observe-se que 0 s6 pode ser valor préprio triplo de HY quando H’
ndo € diagonalizavel por intermédio de uma transformacao unitdria-J, uma vez que as matri-
zes consideradas ndo sdo essencialmente hermiticas-J. Tal situa¢do ocorre quando A tem a
forma canénica (3.38) ou (3.39).

Considere-se

i 0 12 00 0
As=| 0 0 1/2|; H{=]|00 o0
12 1/2 =2 00 —/2

A curva associada Cj(Aj3) € definida pela equacao de linhas
1—V2u+v+v3/44 (v —2v2u)/2 =0
e estd representada na figura 34. Tem-se
Wi (HY) = [0, +00[ e W (H)=]-00,—v2].

O conjunto WJ+ (A3) esta contido no semi-plano {z € C:Rez > 0} e é determinado pelo
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A

S}

N
™

Figura 33: Tlustracdo do invélucro pseudo-convexo da hipérbole 2xy = 1 com os pontos de
coordenadas (—3/5,—-3/5), (0,0), (3/5,3/5), (—1,1) e (7/5,=7/5).
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invélucro convexo da componente de Cy(A3) nesse semi-plano. O segmento de recta [0, 7]
€ uma porgao rectilinea em BWJ+ (A3). Por outro lado, W_+J (A3) esta contido no semi-plano
{z € C:Rez < —+/2}, sendo delimitado pela componente de Cy(A3) contida nessa regido
(cfr. Teorema 3.23).

Seja

[211/2" Poo"‘
As=|-1 i o |: H/'=1]0 0 0].

1/2 0 0 000

A figura 35 representa a curva Cy(A4), cuja equacdo de linhas é
v} =32 +4(v+ 1)Qu+1)=0.

Tem-se
W (H]) =[0,+00] e W (H])=]-0o0,0].
O invélucro pseudo-convexo de Cy(Ay4) origina duas semi-rectas, uma em BWJ+ (A4) e outra

em dW ™, (A4), estando W' (A4) contido no semi-plano {z € C:Rez > 0} e W+, (44) no
semi-plano {z € C:Re z < 0} (cfr. Teorema 3.24).

Para
0 1 1/2 000
As=|-1 1 0 |; HI=]01 o],
1/2 0 0 000

a equacao de linhas de C;(A5) € dada por
1 —-3v%/4 4+ u(l +v?/4) =0.

Na figura 36, representa-se a curva associada. Este exemplo conduz a um caso degenerado.

Efectivamente, tem-se
WX (Hi) =] —00,0] e W (HJ)=1[0,+o0],

pelo que W_+J (A5) ={z € C:Rez <0} e WJ+(A5) = {z € C:Re z > 0}. O eixo imagindrio
€ uma porgao rectilinea nas fronteiras de WJ+ (As) e de W_+J (As) (cfr. Teorema 3.25-(3.37)).
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\(\

Figura 34: A curva associada ¢ uma qudrtica com um cuspide e uma tangente dupla (que

coincide com o eixo dos yy). O seu invélucro pseudo-convexo produz um segmento de recta
+

em dW,"(A43).

S

-

Figura 35: A curva associada € uma qudrtica com um cuspide e uma tangente dupla (que
coincide com o eixo dos yy). A semi-recta i[l, +00o[ e 0 semi-eixo negativo dos yy sdo
porcdes rectilineas, respectivamente, em BWJ+ (A4) eem 8W_+J (Ag).
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N
|
-
)

-2

Figura 36: A curva associada é uma quartica com trés cuispides. O eixo dos yy é uma tangente

dupla da curva (em pontos complexos) e determina uma por¢ao rectilinea em BWJ+ (As) eem
+

W, (As).

Seja
0 —1 -1 00 0
Ads=|1 1 —=1|: H' =]0 1 -1
-1 1 -1 01 —1

A curva associada Cy(Ag) estd representada na figura 37 e € definida pela equacio de linhas
4uv? +1=0.
Este exemplo também conduz a um caso degenerado. De facto, prova-se sem dificuldade que
WH(HI) =]—00,0[ e W, (H])=]0,+o0].

Consequentemente, W_+J(A6) ={ze€C:Rez<0}e WJ+(A6) = {z € C:Rez > 0}. Oeixo
dos yy € uma porcdo rectilinea apenas na fronteira de WJ+ (Ag) (cfr. Teorema 3.25-(3.38)).

Considere-se, finalmente,

i/16 —1/2 0 00 0
A7=[1/2 1+i —1+i|: H{=]01 -1
0 1—i —1—i 01 —1

A figura 38 ilustra a curva associada Cy (A7), cuja equagdo de linhas é

16 + v — 64uv — 4v? + 403 = 0.
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Figura 37: A curva associada é uma cibica com um cuspide e um ponto de inflexdo, ambos na

recta do infinito. O eixo dos yy é uma tangente de inflexdo e determina uma porg¢ao rectilinea
+

em dW,"(As).

Figura 38: A curva associada € uma quértica com um ctspide. O eixo dos yy € uma tangente
dupla da curva (na origem e num ponto da recta do infinito). O semi-eixo positivo dos yy é
uma porg¢ao rectilinea em BWJ+ (A7).
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Como
W (H])=]—00,0[ e W, (Hj)=][0,+o0,

0 conjunto W_”LJ (A7) esta contido no semi-plano {7 € C:Rez < 0}, enquanto que WJ+ (A7)
esta contido no semi-plano {z € C:Rez > 0}. O invélucro pseudo-convexo de Cj;(A7)
produz uma semi-recta na fronteira de WJ+ (A7) (cfr. Teorema 3.26).



O que sabemos ndo é muito. O que ndo sabemos é

imenso.

Pierre-Simon Laplace

Consideracoes finais

Terminamos a dissertacio analisando algumas questdes decorrentes da investigacao de-

senvolvida que, com certeza, desafiardo a nossa persisténcia de futuro.

Problemas para a dimensao finita

Como foi observado no capitulo 3, Kippenhahn [30] provou que, no caso cldssico, ndo
existem curvas associadas do tipo C2, C4 e C5. Em contraste, os exemplos da sec¢ao 3.2 mos-
tram que os contradominios numéricos indefinidos de matrizes de ordem 3 podem ter curvas
associadas de cada um dos cinco tipos, C1-C5, previstos pelo Teorema 1.7. Contudo, nos
exemplos apresentados, as curvas do tipo C2, C4 e C5 conduzem sempre a casos degenera-
dos, em que Wy (A) coincide com C ou com C excepto uma recta. Por outro lado, as curvas
associadas do tipo C1 ou C3 s6 originam casos degenerados quando s@o curvas limitadas. A
averiguagdo que estas propriedades sdo vélidas em geral constitui, sem didvida, um problema

aliciante.

Ao ficar caracterizado o caso n = 3, uma quest@o natural que se coloca prende-se com a
possibilidade de utilizar a mesma técnica para estudar as curvas associadas quando as matrizes
tém ordem 4. As curvas a analisar sdo, agora, de classe 4. Se recorrermos a classificagao
das quarticas, ou seja, das curvas de ordem 4, podemos caracterizar as curvas associadas
por dualizacdao. Contudo, este problema envolve a andlise de um nimero consideravelmente

superior de casos.

Ao contrdrio das cibicas que t€ém, no mdximo, uma singularidade de multiplicidade 2
(nodo ou cuspide), para as qudrticas o nimero maximo dessas singularidades ascende a trés.
A aplicacdo das férmulas de Pliicker (Teorema 1.5) permite efectuar uma classificagdo das
quérticas em 10 tipos diferentes, consoante o nimero de nodos e cispides que possuem.

121
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Porém, algumas singularidades de multiplicidade 2 de uma quértica podem coincidir, ori-
ginando novos casos particulares [47, pp.213-215]. Se analisarmos todas as diferentes possi-
bilidades, obtemos um total de 21 tipos diferentes de quarticas irredutiveis [41, pp.1-2].

Uma classificacdo rigorosa das qudrticas permite a completa caracterizacdo das curvas
associadas para as matrizes de ordem 4. Retiram-se algumas propriedades interessantes, que
decorrem novamente das férmulas de Pliicker: a ordem da curva associada pode variar entre
3 e 12, excepto 11. O ndmero maximo de cispides (reais ou complexos) € 24 e o nimero de
nodos (reais ou complexos) ndo pode ultrapassar 28.

Em [40, 41], investiga-se o caso cldssico: apresentam-se exemplos de matrizes A € My
onde se caracterizam as curvas duais de C(A); fornecem-se exemplos que abrangem um total
de 9 tipos de quaérticas; adicionalmente, excluem-se 11 tipos e conjectura-se que também nao
poderé ocorrer o ultimo dos 21 tipos.

Seria interessante averiguar, dos 21 tipos de quarticas, quais os que o caso indefinido

contempla e, de entre esses, 0s que conduzem a casos ndo-degenerados.

Contradominio numérico indefinido de operadores de Toeplitz

Os operadores de Toeplitz, presentes frequentemente na literatura da especialidade, estao

associados a numerosas aplicacdes. Recordemos, de forma sucinta, a sua defini¢do.

Denote-se por m a medida de Lebesgue normalizada sobre a circunferéncia unitaria do
plano complexo. Para 1 < p < oo, considere-se o subespaco H? de L? = L?(m) constituido
por todas as fungdes f € L? para as quais sdo nulos os coeficientes de indice negativo da res-

+o0 in6

pectiva série de Fourier. Seja P a projecgdo ortogonal de L2 em H?: se g ~ > 2" cpe'™?,

entio Pg ~ 3% ¢,e"?. Dada uma fungio ¢ € L, o operador T} tal que

Tof = P(¢f). fe€H

designa-se por operador de Toeplitz em H?. Para uma anélise aprofundada dos operadores de
Toeplitz e das suas propriedades, remetemos o leitor para [15].

O estudo do contradominio numérico indefinido de certas classes de operadores de
Toeplitz merece indubitavelmente toda a atencdo e interesse. Destacamos o seguinte exemplo
concreto. Klein [31] provou, para o caso cléssico, que se ¢ € L € ndo-constante e Ty € um
operador normal, entdo o (7y) € um segmento de recta fechado [a, b] e W(Ty) é o correspon-
dente segmento aberto |a, b[. Nesse seguimento, faria todo o sentido, de futuro, generalizar-se
esta investigagdo ao caso indefinido.
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