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Resumo

Neste trabalho mostra-se como abordagens matematicamente
mais simples que as tradicionais podem ser usadas na defini¢ao da
semantica de linguagens com concorréncia e também de lingua-
gens com mobilidade. Completam-se também alguns aspectos da
semantica da mobilidade para os quais as propostas actualmente
existentes apresentam limitagoes.

Faz-se a exploracao de dois tipos de técnicas para definir as
semanticas operacionais e denotacionais de linguagens com con-
corréncia e mobilidade. Por um lado usam-se os conjuntos com
familias de equivaléncia, um conceito mais simples e manejavel,
que parece substituir com vantagens ao nivel da simplicidade os
espacos métricos, usados nas abordagens tradicionais. Por outro
lado, completa-se o trabalho com uma abordagem mais recente,
baseada na utilizacao de codlgebras para definir sistemas e tirando
partido das facilidades proporcionadas pelos conjuntos nominais
na manipulagao de nomes.

A avaliacao destas técnicas é feita sobre uma linguagem com
sincronizacao restrita (Lsy,) e sobre uma linguagem com mobili-

dade (célculo-).
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Abstract

We show how the semantics of languages involving concur-
rency and mobility can be defined using approaches that are
mathematically simpler then the traditional ones. We also com-
plete some aspects from mobility semantics for which the existent
proposals show some limitations.

This work explores two types of techniques to define opera-
tional and denotational semantics of languages with concurrency
and mobility. On the one hand we use sets with families of equi-
valence, a simpler and manageable concept that seems to substi-
tute with advantages to the level of simplicity, the metric spaces.
On the other hand, we complete the work with a more recent
approach, based on the use of coalgebras to define systems and
taking advantage on the facilities provided by nominal sets on
manipulating names.

The evaluation of these techniques is made on a language with
restricted synchronization (L, ) and on a language with mobility

(m-calculus).
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto e Contribuicoes

O objectivo central desta dissertacao é contribuir para o constante desen-
volvimento do estudo da semantica da concorréncia com especial énfase nas
situacoes que envolvem mobilidade. Apesar de ja existirem diversos tra-
balhos nessas areas, procuramos instrumentos mais simples de usar, que
permitirao aplicagcoes mais acessiveis e a generalizacao da utilizacao das
técnicas semanticas a um maior nimero de pessoas e a um maior nimero de
situagoes. Nesse sentido, exploramos a utilizagao dos conjuntos com familias
de equivaléncia, um conceito que matematicamente é muito simples, e que se
apresenta suficientemente expressivo para lidar com modelos concorrentes. A
semantica da mobilidade ainda é um campo onde ha muito a fazer. As pro-
postas actualmente existentes sao muito complexas e apresentam limitacoes
varias e critérios que nao sao contemplados, como ¢ o caso da composicionali-
dade. A nossa contribuicao para a semantica da mobilidade tem como base os
conjuntos nominais e as coalgebras. Os conjuntos nominais pela sua grande
capacidade de manipular os nomes, um factor fundamental na mobilidade.
As codlgebras por se apresentar vantajoso trabalhar com sistemas em vez

de conjuntos estruturados. Em resumo, as nossas preocupacoes dominantes
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foram a procura de instrumentos matematicos simples e a consideracao de

problemas abordados deficientemente na semantica da mobilidade.

As construcoes semanticas tém subjacentes conceitos matematicos bas-
tante complexos. Normalmente, a definicao da semantica exige o célculo
de pontos fixos para defini¢coes recursivas de dominios semanticos e de de-
notagoes nesses dominios de entidades sintacticas. A matemadtica para isso
é complicada e as abordagens tradicionais consistem em utilizar modelos
semanticos baseados em certos tipos de conjuntos parcialmente ordenados ou
em espagos métricos. No primeiro caso as denotacoes semanticas sao obtidas
utilizando o teorema do ponto fixo de Knaster-Tarski, e no segundo o teorema
do ponto fixo de Banach. Em ambos os casos a perspectiva mais geral de
resolucao de equagoes de dominios baseia-se no trabalho de Smyth e Plotkin,
[SP82], desenvolvido originalmente para estruturas ordenadas e adaptado
posteriormente as estruturas métricas por America e Rutten em [AR89]. A
teoria dos conjuntos com familias de equivaléncia, abreviadamente cfe’s, foi
desenvolvida em [Mon98] com o intuito de simplificar a matemética envolvida
nesse processo. Os cfe’s constituem uma especializacao dos espacos métricos
e a respectiva teoria uma adaptacao dos conceitos e técnicas dos espacos
métricos. Esta simplificacao dos espacos métricos mostra-se suficientemente

poderosa para as definicoes semanticas mais comuns.

Como um dos objectivos da dissertagao foi simplificar a descricao da
semantica das linguagens da concorréncia usando cfe’s em vez de espacos
métricos, usamos para comparagao o livro de De Bakker e De Vink [BV96],
uma obra onde os autores exploram, utilizando técnicas métricas, 27 modelos
matematicos de linguagens de laboratério. Foi estudado um largo niimero
dessas linguagens modelo, e todas as técnicas de descricao semantica, usadas
em [BV96], puderam ser adaptadas aos cfe’s com a vantagem de se obterem
descrigoes mais simples sem perda de generalidade. Onde os autores uti-
lizam os espacos métricos, aqui sao utilizados os conjuntos com familias de

equivaléncia, e as demonstragoes, que no caso dos espacos métricos sao feitas
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com base nas distancias, aqui sao feitas por inducao, o que permite sim-
plificagoes significativas em muitas situagoes. Ilustramos aqui a aplicacao
destas técnicas, apresentando o estudo efectuado sobre um destes modelos, a
linguagem Ly,,,. Trata-se de uma linguagem com uma estrutura simples mas
que ilustra bem alguns dos aspectos presentes nas linguagens concorrentes
mais comuns como a composicao sequencial, a recursividade, a escolha nao

determinista e a composicao paralela com sincronizacgao restrita.

Procurou-se ir para além das linguagens de laboratorio de De Bakker e
De Vink e aplicar a teoria ao cédlculo-w, que do ponto de vista semantico
introduz nocoes relacionadas com a manipulagao de nomes que nao tinham
aparecido até aqui e portanto nao tinham sido objecto de estudo. Chegou-se
a conclusao de que eram exigidos conceitos completamente novos e as abor-
dagens inspiradas no trabalho de De Bakker e De Vink (escola de Amsterdao
da Concorréncia) revelaram-se desadequadas e insuficientes. Tornou-se e-
vidente que tinhamos de procurar uma abordagem alternativa, e a escolha
acabou por recair na teoria das codlgebras, uma teoria recente que parece

bastante promissora no que diz respeito a definicao da semantica.

As coalgebras sao modelos matematicos muito gerais, particularmente a-
dequados para modelar sistemas dinamicos, por isso adaptam-se muito bem
a semantica da concorréncia e da mobilidade. Além disso, nas técnicas
coalgébricas os resultados aplicam-se directamente na categoria dos conjun-
tos, sem necessidade de considerar estruturas ordenadas ou métricas o que
déd uma certa simplicidade a teoria. Esta simplicidade revela-se ainda no
facto de nao se exigir o cédlculo explicito de pontos fixos para as denotagoes

semanticas, em seu lugar utilizam-se defini¢oes coindutivas.

Os nomes desempenham um papel fundamental nas questoes de mobili-
dade e em particular no céalculo-w. Na nossa opiniao, um dos ponto fracos
da maioria dos modelos propostos para o calculo-m é a forma como estes li-
dam com os nomes. Nesta dissertacao, procurou-se ultrapassar esse problema

utilizando a recente teoria dos conjuntos nominais ([Pit01, GP02, Mon03]).
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Trata-se de uma teoria simples mas muito promissora e poderosa no que diz
respeito as técnicas para lidar com as permutagoes de nomes.

Como passo preliminar, aplica-se a teoria das coalgebras e dos conjuntos
nominais a descricao da semantica de uma linguagem para a qual também se
tinham utilizado os cfe’s. As vantagens relativas das codlgebras nao sao evi-
dentes neste caso por se tratar de uma linguagem comparativamente simples.
O maior beneficio é estabelecer a metodologia a seguir e a refinar no caso do
calculo-m. Procurou-se, em seguida, modelar a semantica do calculo-m usan-
do codlgebras e conjuntos nominais numa perspectiva inspirada em [Sta96]
mas, enquanto Stark usou estruturas ordenadas, no nosso trabalho, usamos
as coalgebras e o papel dos nomes é captado pelos conjuntos nominais, em
vez de ser por meio de functores. Neste caso as vantagens da utilizacao das
novas técnicas sao evidentes.

Com este trabalho, demonstra-se que os cfe’s podem ser usados com van-
tagem sobre os espacos métricos na semantica da concorréncia e demonstra-se
ainda a grande capacidade de expressao das técnicas coalgébricas, aliadas a
dos conjuntos nominais, para estudar sistemas moéveis baseados na manipu-

lacao de nomes.

1.2 Organizacao do trabalho

Esta tese é constituida por um capitulo de introducao; um capitulo de con-
ceitos e resultados acessorios; seguido pelo corpo principal do trabalho, for-
mado pelos capitulos 3 e 4; e, por dltimo, um capitulo de consideragoes
finais.

Na introducao descreve-se o contexto em que surgiu e se desenvolveu o
trabalho e a organizacao do mesmo.

No capitulo 2 sao expostas as teorias de base sobre as quais se desenvolvem
os dois capitulos seguintes. Esta dividido em trés seccoes. Na primeira,

apresentam-se os cfe’s, incluindo resultados de convergéncia e completude, e



1.2 Organizacgao do trabalho 5

alguns functores, necessérios para a futura definicao dos dominios semanticos
e equagoes de dominios sobre cfe’'s. Na segunda seccao introduzem-se os
conjuntos-II, os conjuntos nominais e estudam-se alguns functores sobre
os conjuntos nominais que irao ser utilizados na definicao dos dominios
semanticos do calculo-w. A terceira e ultima seccao contém os conceitos
bésicos das codlgebras e alguns resultados de caracterizacao da bissimilari-
dade e equivaléncia semantica.

No decorrer do capitulo 3, faz-se o estudo da semantica da linguagem
L. Este estda dividido em quatro secgoes. Na primeira é apresentada
Lsyn. Na segunda é definida a sua semantica operacional e a sua semantica
denotacional utilizando os cfe’s e mostra-se a equivaléncia entre as duas.
Na terceira seccao, é feito um estudo semelhante mas para as semanticas
definidas utilizando codlgebras. Na quarta seccao, termina-se fazendo um
estudo comparativo dos resultados obtidos pelos dois métodos.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo da semantica do cédlculo-7 e esta di-
vidido em seis secgoes. Na primeira é apresentado o calculo-m e algumas
definicoes basicas. Na segunda secgao é definido o dominio semantico que
iremos utilizar nas seccoes seguintes. Na terceira e quarta seccoes, sao uti-
lizadas técnicas coalgébricas para definir, respectivamente, uma semantica
operacional e uma semantica denotacional para o calculo-w. Na quinta sec¢ao
prova-se a equivaléncia entre a semantica operacional e a semantica denota-
cional, no caso fechado. Terminamos mostrando, na sexta sec¢ao, que o
nucleo de equivaléncia das semanticas coincide com a bissimilaridade forte,
no caso fechado, e com a congruéncia forte no caso aberto.

No quinto e tltimo capitulo sao apresentadas algumas consideragoes finais
sobre os objectivos atingidos e os possiveis desenvolvimentos que se poderao

seguir.
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Capitulo 2
Preliminares

Este capitulo fornece conceitos de base necessarios para o resto do trabalho.
Estd dividido em trés partes. A primeira é dedicada aos conjuntos com
familias de equivaléncia, denotados por cfe’s. Ai, para além das definigoes
bésicas, apresentam-se resultados de convergéncia e completude e estudam-se
alguns functores, necessarios para a futura definicao dos dominios semanticos.
Na segunda seccao introduzem-se os conjuntos-1I, os conjuntos nominais e
estudam-se alguns functores sobre os conjuntos nominais que irao ser uti-
lizados, no capitulo 4, na definicao dos dominios semanticos do calculo-7. A
terceira e ultima seccao contém os conceitos basicos das codlgebras e alguns

resultados de caracterizacao da bissimilaridade e equivaléncia semantica.

2.1 Conjuntos com familias de equivaléncia

Nesta seccao sao apresentadas algumas defini¢oes e resultados baseados na
teoria apresentada em [Mon98], bem como outros resultados no ambito dos
conjuntos com familias de equivaléncias que serao necessarios no decorrer do

capitulo 3.
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2.1.1 Definicoes basicas

Comecamos por introduzir as nogoes elementares da teoria dos conjuntos

com familias de equivaléncia (cfe’s).

Definicao 2.1.1 (Conjunto com uma familia de equivaléncias) Um
conjunto com uma familia de equivaléncias, abreviadamente cfe, é um con-
junto S junto com uma familia (=,,),>0 de relagoes de equivaléncia em S tais

que
e = éarelacao S x S,
e =,.,C=, para todo o n > 0.

Denotamos a interseccao das =, por =,. A familia de equivaléncias é sepa-

radora, e S é um cfe separado, se =, é a relacao de identidade em S. O

Para aliviar a escrita iremos denotar um cfe (S, (=,)n,>0) apenas pelo
conjunto S que lhe esta subjacente, deixando implicita a relacao =,. Quando
houver vérios cfe’s sob consideracdo, poderemos ter de usar a notacio =2
para explicitar qual o cfe a que nos queremos referir.

Deste modo, dados s,t € S, tem-se s =, t se e s6 se s =, t para todo
n > 0. Num cfe separado s =, ¢t implica s =t e, portanto, sempre que s # t
é possivel encontrar um n > 0 tal que s %, t. Neste caso, existe um maior k
tal que s = t.

Dada a relacao =,, onde o é um ntmero natural n ou w, a classe de
equivaléncia de s é [s], = {t : s =, t}. Pelos axiomas que definem os cfe vem
que [s]o = S e [s]n+1 C [s], para todo o s e n. Tem-se ainda que [s], = Ny,[s],
e S é separado se e s6 se [s], = {s} para todo o s.

Vamos de seguida apresentar alguns exemplos de cfe’s.

Qualquer conjunto S pode ser visto como um cfe tomando, para todo o
n > 0, =, como a relacao identidade em S. Esse tipo de cfe serd designado
por discreto. Deste modo, a categoria Set pode ser encarada como uma

categoria de cfe’s. Naturalmente que os cfe’s discretos sao separados.
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Dados os naturais m,n, k, defina-se m =, k se e s6 se m = k oun <
min{m, k}. As classes de equivaléncia de =,, no conjunto dos naturais w =
{0,1,...} sdo entdo {m} param < ne {m : m > n}. E ficil verificar que com
esta definicao w é um cfe separado. Esta é a estrutura usual ao considerarmos
w como um cfe.

Outro exemplo importante ¢ A~ = A* U A“, o conjunto das sequéncias
finitas (A*) e infinitas (A¥) sobre um alfabeto A, com a familia de relagoes
definida do modo que se segue. Dadas as sequéncias u e v, u =, v se e s0 se
u = v ouu e v tém comprimento maior ou igual a n e tém o mesmo prefixo de
comprimento n. Com esta familia de relagoes, A> constitui um cfe separado.

Podemos encarar um sistema de transigoes (S, A, —), sobre um alfabeto
A, como um conjunto S junto com a relacaio —C S x A x S. Para ter-
mos um cfe basta considerarmos s =, ¢t se e s6 se s e t tém 0s mesmos
tragos de comprimento menor ou igual a n, isto é, para todo 0 < kK < n e
ai, ...,a; € A, existe uma sequéncia de transicoes s —= ... — ' se e s6 se
existe uma sequéncia semelhante ¢ — ... —* ¢, Esta é a perspectiva que
val ter mais interesse no nosso estudo e que vamos ver mais em pormenor
quando definirmos a semantica de uma linguagem a partir de um sistema de

transicoes sobre cfe’s.

Defini¢ao 2.1.2 (Conservadora, aproximante) Uma fungao f: S — T
entre cfe’s é conservadora se s =, t implica f(s) =, f(t) para todo o s,t € S
en > 0. A fungao é aproximante se f(s) =,41 f(t) sempre que s =, t, para

n > 0. O

Como as fungoes identidade sao conservadoras e a composicao de funcoes
conservadoras é ainda conservadora, é imediato que os cfe’s com as fungoes
conservadoras constituem uma categoria que serda denotada por Cfe. A sub-
categoria dos cfe’s separados é denotada por SCfe. As funcoes aproximantes
sao conservadoras — note-se que =, 1 C=,, — mas nao definem uma subcatego-

ria de Cfe uma vez que as funcoes identidade nao sao, em geral, aproximantes.
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Lema 2.1.3 Se f: S —T eg:T — U sao fungoes conservadoras e uma

de entre f e g € aprorimante, a composicio go f € aprorimante.

Demonstragao Suponhamos que f é aproximante. Entao se s =, t em S
tem-se f(s) =,41 f(t) em T e como g é conservadora g(f(s)) =n+1 9(f(t))

em U. Se for g a funcao aproximante a demonstragao é similar. O

2.1.2 Operacoes sobre cfe’s

Introduzimos aqui algumas operacoes e functores sobre cfe’s que serao tteis
para a definicao do functor que ird servir para o calculo dos dominios seman-
ticos da linguagem que vamos estudar no capitulo 3.

A primeira operagao atenua as diferencas entre os elementos de um cfe ao
substituir cada =, por uma outra relacao =, que identifica mais elementos

e por isso é designada por atenuacao.

Defini¢ao 2.1.4 (Atenuagao) Seja S um cfe. A atenuagdo de S, denotada
por S°, é o cfe constituido pelo mesmo conjunto mas com as relacoes de

equivaléncia =, definidas por =j== e =, ==, para todo o n > 0. O

Pela definicao ¢ imediato que S° é um cfe separado se S for separado e que
a funcao identidade em S é aproximante quando tomada como uma funcgao de
S em S°. Mostra-se facilmente por inducgao, que uma funcao conservadora
(aproximante) f : S — T é também conservadora (aproximante) quando
encarada como fungao de S° em T°. Vejamos o caso em que f é aproximante,
o caso em que é conservadora é andlogo. Paran = 0, como =]==, se s = ¢
entdo f(s) =} f(t). Paran +1,se s =, t é porque s =, t e portanto
f(s) =nt1 f(t), donde f(s) =7, f(t). Estes resultados mostram que a
atenuacao é um functor em Cfe e em SCfe, usualmente denotado por Id°,

que aplica cada cfe S em S° e cada fungao conservadora f em f° = f.
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Defini¢ao 2.1.5 (Produto) Sejam S e T cfe’s. O produto SxT é o produto

cartesiano usual dos conjuntos S e T com as equivaléncias definidas por

(s,t) =, (s',t')seesdses=,s et=,t.

O préximo resultado mostra que S x T' é um produto na categorias Cfe e
SCfe.

Proposicao 2.1.6 Se S e T sao cfe’s, SxT € um cfe, que € separado se S e
T o forem. As projecgoesmy : SXT — S emy: SXT — T, onde m(s,t) = s
e my(s,t) =t, sao conservadoras. Dado outro cfe R e fungoes conservadoras
(aproximantes) f : R — S eg: R — T, a unica funcao (f,g) : R — S x T
tal que (f,g)(r) = (f(r),g(r)) € conservadora (aprozimante).

Demonstracao Todos os resultados sao faceis de verificar, vamos ver ape-
nas a ultima afirmacao para o caso das fungdes serem conservadoras. Sejam
s,t € R com s =, t. Como f e g sao conservadoras tem-se f(s) =, f(t) e
9(s) =n g(t), logo (f(s),9(s)) =n (f(t),9(t)) que é 0 mesmo que (f, g)(s) =n
(f,9)(®). O

O produto pode ser estendido a pares de fungoes, definindo um functor
binario em Cfe ou SCfe. Dadas f : S — S" e g : T — T, o respectivo
produto f x g: S x T — S" x T" é definido por f x g = (f o m,g o ms), ou
seja f x gls,) = (f(s), g(t)).

Definicao 2.1.7 (Soma) Sejam S e T cfe’'s. A soma S+ T é o conjunto
{1} x SU{2} x T com as equivaléncias definidas por

(a,s) = (b,t), para todo o (a,s), (b,t) € S+ T;

paran > 0, (a,s) =, (b,t) seesésea=0be s=,t.
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Vamos agora mostrar que definida deste modo S + 7T é um coproduto em

Cfe e em SCfe.

Proposicao 2.1.8 Se S e T sao cfe’s, S+ T é um cfe, que é separado se
S eT o forem. As injecgoes iy : S — S+T eig : T — S+ T, onde
i1(s) = (1,s) eia(t) = (2,t), sio conservadoras. Dado outro cfe U e fungoes
conservadoras f : S — U e g: T — U, a unica fungao [f,g] : S+T — U tal
que [f,9](1,s) = f(s) e [f,g](2,t) = g(t) é conservadora.

Demonstracao Todos os resultados sao faceis de verificar. O

Tal como o produto, a soma pode ser estendida facilmente a pares de
fungoes, definindo um functor binario em Cfe ou SCfe. Dadas f: S — Se
g:T' — T, definese f+¢g: 5 +T" — S+T por f+g=[i10f,iyog], isto
é f(s,t) = (i1 0 f(s),i20g(t)).

Definigao 2.1.9 (Espacgo de fungoes) Dados os cfe’'s S e T', o espago de
fungées de S em T, denotado por [S — T, é o conjunto de todas as fungdes
conservadoras de S em T, onde f =, g se e s6 se f(s) =, g(s) para todo o
s€ES. a

Se S for um conjunto visto como um cfe, toda a funcao f : S — T ¢é
conservadora e, neste caso, [S — T é simplesmente o conjunto 7 de todas

as fungoes de S em T.

Proposicao 2.1.10 Se S e T sao cfe’s, [S — T] é um cfe, que é separado

seT" for separado.

Demonstracao Claramente [S — T é um cfe. Para concluir que [S — T
é separado se T o é, vamos tomar f, f' € [S — T] com f =, f’ para todo o
n > 0. Entdo, para todo o s € S, f(s) =, f'(s) para todo o n > 0, portanto,
como T' é separado, f(s) = f'(s). O
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Definicao 2.1.11 (Dominios poténcia) Seja S um cfe ¢ X e Y subcon-

juntos de S. Definam-se as seguintes equivaléncias

X =0 YV7
paran > 0,X =, Y se para todo o x € X existe um y € Y tal que x =, v,

e para todo o y € Y existe um x € X tal que = =, y.

Denotamos por P(S) o conjunto poténcia de S, isto é, o conjunto de todos
os subconjuntos de S, e por P,,(S) o conjunto de todos os subconjuntos nao

vazios de S. O

Note-se que se X C Y para garantir que X =,, Y, paran > 0, precisamos

apenas de provar que para todo o y € Y existe um z € X tal que x =, y.

Proposigao 2.1.12 Se S € um cfe entao P(S) e Pn(S) sio cfe’s. Se
f S — T € conservadora, a funcao P(f) : P(S) — P(T) definida por
P(IX) = {f(s) : s € X} e a sua restricao Pny(f) : Pnu(S) — Pnu(T)
sao conservadoras. Além disso, se f é aproximante entio Py, (f) também é

aproximante.

Demonstracio E imediato que P(S) e P,,(S) sdo cfe’s. Para provar que
P(f) é conservadora, suponha-se que X =, Y em P(5). Se X ¢ Y sdo am-
bos vazios, entao sao iguais e a conclusao é imediata. Se um dos conjuntos
é vazio e o outro nao, entao tem de ser n = 0 e, novamente, a conclusao é
imediata. Vamos entdo mostrar que P(f)(X) =, P(f)(Y) no caso em que
nenhum dos conjuntos é vazio. Tomemos um elemento em P(f)(X), que tem
necessariamente a forma f(z) para algum x € X, como X =, Y, existe um
y €Y tal que x =, y. Mas f é conservadora, logo f(z) =, f(y). Do mesmo
modo, dado um elemento em P(f)(Y) podemos encontrar um elemento em
P(f)(X) que esté na relagdo =, com o primeiro. A demonstracao que P, (f)

é aproximante se f o for, é andloga a esta ultima parte. O
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De notar que em geral P(S) e P,,(S) nao sao separados mesmo que S o
seja. Por esta razao P(S) e P, (s) sdo functores em Cfe, mas a sua restri¢ao

a SCfe ndao é um functor.

Proposicao 2.1.13 Sejam f,g : S — T fungoes conservadoras tais que
f=ngem|[S—T]. Sek:R— S eh:T — U sao conservadoras entao
fok=,g0kem|[R—T]ehof=,hogem]|[S— Ul. Em particular,
a operag¢do composi¢dio definida de [T — U] x [S — T] em [S — U], que a

cada (f,g) faz corresponder g o f, é conservadora.

Demonstracao Paratodoor € R, f(k(r)) =, g(k(r)), logo fok =, gok.
Para todo o s € S, f(s) =, g(s), logo h(f(s)) =, h(g(s)) e portanto
hof =, hog. Em relagdo a ultima afirmagao, se (g,f) =, (¢, f') em
[T — U] x [S — T] entdo g =, ¢ e f =, [’ e logo, pela primeira parte da
proposicao, go f =, ¢ o f =, 4 o f. O

2.1.3 Convergéncia e completude

Nesta subseccao vamos apresentar alguns resultados de convergéncia e com-
pletude para cfe’s, bem como um teorema de ponto fixo para cfe’s completos e
separados, que ¢ analogo ao teorema do ponto fixo de Banach para os espacos
métricos. Muitos dos resultados, cuja demonstracao pode ser consultada em

[Mon98], nao serao aqui demonstrados.

Definigao 2.1.14 (Limite) Seja S um cfe. Uma sucessao (s,),>0 de ele-
mentos de S converge para s € S, ou tem limite s, se s, =, s para todo o

n > 0. Neste caso a sucessao diz-se convergente. O

Como o conjunto indice das sucessoes é sempre o conjunto dos naturais

vamos muitas vezes abreviar (s,),>o para simplesmente (s,).
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Se (s,) converge para s, cada s, fornece alguma informacao sobre o limite
s, em particular as classes de equivaléncia [s], e [s,], sdo iguais. Deste
modo, a sequéncia nao crescente [solgp 2 [s1]1 2 ... tem como interseccao [s]..
Reciprocamente, todo o s’ na interseccao estd em todas as classes [s,], e,
portanto é um limite de (s,). Isto permite-nos concluir que num cfe separado
o limite de uma sucessao, quando existe, é inico. Neste caso é usual denotar
o limite por lim s,. As fungoes conservadoras podem ser caracterizadas
como as funcgoes que preservam os limites das sucessOes convergentes, e a
convergéncia interage com as construgoes apresentadas da forma esperada,

conforme mostram as duas proposigoes que se seguem.

Proposicao 2.1.15 Uma funcao f : S — T entre cfe’s é conservadora se
e so se aplica sucessoes convergentes de S em sucessoes convergentes de T,

preservando os limites. O

Proposicao 2.1.16 Sejam S, T e U cfe’s.

(1) A sucessao (Sp,tn)n em SXT converge para (s,t) se e s se (s,) converge

para s e (t,) converge para t.

(i) Se uma sucessao (f,) em [S — T| converge para f entdo (f.(s))n

converge para f(s) para todo o s € S.

(iii) Reciprocamente, se f : S — T € tal que (f(s))n converge para f(s)para

todo o s € S entdo f € conservadora e (f,) converge para f.

(iv) Se (f,) converge para f em [S — T] e (gn) converge para g em [T — U]

ent@o (gn © fn)n converge para go f em [S — U].



16 2 Preliminares

Definicao 2.1.17 (Sucessao regular, cfe completo) Uma sucessao (s,)
é reqular se s, =, Sp+1 para todo on > 0. O cfe S é completo se toda a
sucessao regular de S tem limite em S. A subcategoria plena de Cfe dos cfe’s

completos e separados é denotada por CCfe. O

A condigdo que define uma sucessao regular é equivalente a [s,], 2
[Snt1]nt1 para todo o n > 0, ou seja, (s,) d& origem a uma sequéncia
[solo 2 [s1]1 2 .... Assim, toda a sequéncia convergente é regular, mas o
inverso nem sempre ¢ verdade pois podemos ter (), [s,] = 0.

Outra forma de caracterizar os cfe’s completos é pela propriedade que
toda a sequencia Cy D C; D ..., onde cada (), é uma classe de equivaléncia
=,, tem interseccao nao vazia.

A nocao de cfe completo permite-nos estabelecer o resultado que se segue,
que é um caso especial do teorema do ponto fixo de Banach, [Ban22|,para os

espacos métricos.

Teorema 2.1.18 (Banach) Seja S um cfe completo e separado. Uma

funcao aprozimante f : S — S tem um unico ponto fizo.

Demonstracao Como f aplica classes =, em classes =,,1, tem-se uma
sequéncia Cy O C; D ... onde cada C),, é uma classe de equivaléncia =, e
f(Cy) € Chyq. Todo o ponto fixo de f estd em N,C,. Reciprocamente, se
s € N,C, entao f(s) € N,C,. Como num cfe completo e separado a inter-

sec¢ao N, C,, é um conjunto singular, f(s) = s e é o nico ponto fixo de f. O

A demonstracao também se poderia fazer seguindo os passos da prova do
teorema de Banach para os espagos métricos.

Naturalmente que qualquer conjunto S quando visto como um cfe é com-
pleto e separado.

Os functores apresentados, quando aplicados a cfe’s completos, permitem

construir outros cfe’s que ainda gozam da mesma propriedade, isto é, se S
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e T sdo cfe’s completos entdo S°, S x T, S+ T, [S — TJ, P(S) e Pu(S)

também o sio.

2.1.4 Conjuntos poténcia

Dado um cfe S, j& vimos que P(S) nem sempre é separado. Vamos entao
estudar os conjuntos poténcia Pr.(S) € Preny(S) dos subconjuntos fechados
e dos subconjuntos fechados e nao vazios de S, respectivamente. Veremos
ainda o caso das poténcias P, (S) € Peonu(S) dos subconjuntos compactos e

compactos nao vazios de S, respectivamente.

Defini¢ao 2.1.19 (Conjunto fechado, fecho) Um subconjunto X de um
cfe S é fechado se X =, Y implica Y C X para todoo Y C S. O fecho de
X, denotado por X¢, é a uniao de todos os Y C S tais que X =, Y. O

Estes conceitos também podem ser caracterizados da forma convencional,
isto é, seja S um cfe e X C S. O fecho X°¢ é, simultaneamente, o maior
subconjunto de S tal que X =, X° e o menor dos subconjuntos fechados que
contém X . Além disso, X ¢ é o conjunto dos limites das sucessoes convergentes

de elementos de X. Um conjunto X é fechado se e s6 se X¢ C X.

Definigao 2.1.20 (Poténcias dos conjuntos fechados) Denotam-se por
Pre(S) € Prenw(S), respectivamente, o conjunto de todos os subconjuntos

fechados e o conjunto de todos os subconjuntos fechados nao vazios de S. O

Estes conjuntos constituem cfe’s com as equivaléncias =,, definidas como
as restri¢oes das correspondentes equivaléncias em P(.S). Deste modo, Py.(S)

e Prenv(S) sdo separados e se S é completo sdo também completos.

Defini¢ao 2.1.21 (Conjunto compacto) Seja S um cfe completo e sepa-
rado e X C S. Diz-se que X é compacto se satisfaz alguma das seguintes

condicoes, que sao equivalentes entre si:
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(i) X é fechado e toda a equivaléncia =,, é finitaria em X;

(ii) existe uma sucessao (X,,) de subconjuntos finitos de S que converge em

P (S) para X;

(iii) toda a sucessao (z,) em X tem uma subsucessdo convergente (x;, )y

com limite em X.

O conjunto dos subconjuntos compactos e o conjunto dos subconjuntos com-

pactos nao vazios denotam-se por Pe,(S) € Peono(S), respectivamente. O

Lema 2.1.22 Seja S um cfe completo e separado. Se (X,,) € uma sucessio
reqular de subconjuntos compactos de S, o seu limite em Pr.(S) € com-

pacto. O

Tem-se ainda que se S e T sao cfe’s completos entao P, (S) € Peonu(S) sdo
completos e se f : S — T é conservadora e X C S é compacto entao f(X) é

compacto. Isto permite-nos concluir que Pe,(S) € Peono(S) sdo endofunctores
em CCfe.

2.1.5 Equacoes de Dominios

Nesta seccao vamos procurar solucoes para equacoes de dominios sobre cfe’s,
isto é, para equacoes que definem cfe’s por recursao através de isomorfismos
do tipo S = F(S) onde S é um cfe e F' um functor sobre cfe’s.

Um functor F' : SCfe — SCfe aplica uma fungao f : S — T em F(f) :
F(S) — F(T). Para cada par S, T, define-se uma aplicacao

Fsp:[S =T = [F(S) — F(T)]

em que

Fsr(F) = F(f).
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Defini¢ao 2.1.23 (Functores localmente conservadores e localmente
aproximantes) Um functor I : SCfe — SCfe é localmente conservador (res-
pectivamente, localmente aproximante) se Fis for conservadora (respectiva-

mente, aproximante) para todo o par S, T. O

Todos os functores apresentados sao localmente conservadores. O functor
constante e o functor atenuagao sao ainda localmente aproximantes. Se um
functor F' for localmente conservador, o functor F o Id° é localmente aproxi-
mante, onde (F o Id°)(S) = F(1d°(S)) = F(S°). Também se denota F o Id°

simplesmente por F°.

Definicao 2.1.24 (Cadeia de cfe’s) Uma cadeia de cfe’s é uma sucessao

(S, Bn)n de cfe’s e fungoes conservadoras, tais que
S s s g

Um cone o : S — (Sy, Bn)n € um cfe S junto com uma sucessao o = (o,),

de morfismos o, : S — 5, tais que, para todo o n > 0,

On = 6n O O0p41-

Definigao 2.1.25 (Limite de uma cadeia de cfe’s) O limite de uma
cadeia regular de cfe’s (.S, 5,)n é 0 cone o : S — (Sp, Bn)n onde S é um cfe

definido por
S ={(sn)n : paratodoon,s, €S, e s, = LFn(sn+1)}
com as equivaléncias
(Sm)m =n (Sk)k se e sé se s; =, t;, para todo o [,

e para todo o n, 0, : S — S, é definido por ¢,,(($n)n) = Sn- O
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Naturalmente que, nestas condicoes, o, = 3, o 0,41, isto é, o seguinte

diagrama comuta

(8n)n

y &i

Sn Sn+1
Bn

O resultado que se segue estd demonstrado em [Mon98] numa perspectiva
mais geral do que a que temos vindo a considerar, mas que excede as nossas
necessidades; aqui limitamo-nos a apresentar a construgao do ponto fixo sem
demonstrar que ele é de facto um ponto fixo e iinico. Para enunciar o teorema

necessitamos de uma definicao.

Definicao 2.1.26 (Functor nao trivial) Um endofunctor F' diz-se nao
trivial se F(S) # () sempre que S # (). O

Um functor nao trivial é também designado por functor nao identicamente

nulo.

Teorema 2.1.27 Seja F' um endofunctor aproximante e nao trivial em CCfe,

entdo existe um unico S, a menos de isomorfismo, tal que S = F(S5).

Demonstracao Defina-se Sy como um cfe completo e separado com um
tnico elemento e S, 11 = F(S,), para todo o n > 0. Seja fy : S — Sp a
unica fungao possivel e §,.1 = F(0,). Considere-se S o limite da cadeia
(S, Bn)n, nestas condigoes, pelo teorema mencionado, tem-se S = F(95)

unico ponto fixo de F. O

Um functor para a semantica de L,

Na definicao da semantica de Ly, iremos considerar, na categoria CCfe, o

endofunctor definido por

F(Q) = {pe} + Peo(A X Q°)
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onde A representa um conjunto de acgoes que podera incluir ou nao as acgoes
de sincronizagao, conforme se trate da semantica denotacional ou opera-
cional, respectivamente. Como o functor F'(Q) = {p:} + Pw(A X Q) é
conservador a utilizagao do operador de atenuacao torna F' aproximante o
que garante a existéncia de uma solucao unica para a equacao de dominios
S = F(S).

De acordo com a secgao anterior, define-se Sy = {0}, S,11 = {p-} +
Poo(A %X S,), e os morfismos [ vém:

Bo : S1 — So é definida por Gy(y) = 0, Vy € Si;

Bna1 : Spro — Spa1 € definida por

3 1(y)= De se Yy = Pe
" {(b,Bn(z)) : (b,z) € y} caso contrario.

A solucao da equagao S = F'(S) é entao o cfe limite da cadeia, dado por

S ={(sn)n: paratodo on,s, €S, e s, = Ln(sns1)}

2.2 Conjuntos Nominais

A esséncia do cédlculo-m é a manipulacdo de nomes, pelo que os modelos
semanticos tém de captar essa capacidade. Por isso vamos utilizar a teoria
sobre conjuntos nominais recentemente desenvolvida em [GP99], actualmente
com uma edigao revista e extendida [GP02], e em [Mon03].

Nesta seccao vamos introduzir os conjuntos nominais que constituem uma
categoria na qual serd definido o dominio semantico do célculo-7. Os conjun-
tos nominais sao conjuntos-II com suporte finito. Por sua vez os conjuntos-
-IT sao conjuntos onde estd definida uma accao de permutacao. Vamos ver
algumas operagoes sobre estes conjuntos, como sao os morfismos para os
conjuntos-11I e definir o functor que sera utilizado, no capitulo 4, para definir

a semantica do calculo-m.
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2.2.1 Accoes de permutacao e conjuntos-II

Aqui introduzimos as permutacoes, as acc¢oes e os conjuntos-II bem como

algumas nocoes bésicas associadas a estes conceitos.

Definigao 2.2.1 (Permutagao) Dado um conjunto infinito enumeravel de
nomes N, uma permutacao sobre N' é uma bijeccao o : N' — N tal que
o(x) # x apenas para um ndmero finito de nomes. O conjunto finito
Nuc(o) = {z € N : o(x) # x} diz-se o nicleo de o. A permutacao com
nicleo vazio designa-se por permutacao identidade e representa-se por 1, ou
simplesmente 1. O conjunto de todas as permutacoes, que se denota por II,

é um grupo com a operacao de composicao de funcoes. O

Dado X subconjunto de N, o conjunto de todas as permutacgoes que
sao a identidade em X é um subgrupo de II e representa-se por IIy. Uma
permutagdo o é a identidade em N — Nuc(o) e portanto a sua restrigao a
Nuc(o) é ainda uma bijeccao.

Para facilidade de leitura e escrita, iremos denotar frequentemente o (x)
por z°. Se x7 # x dizemos que o renomeia x, caso contrario dizemos que o
fiza x.

Se x e z sao nomes distintos, a permutacao que aplica x em z e z em x e
fixa todos os outros nomes diz-se uma transposicao e é usualmente represen-
tada por (zz) ou (zx). Deste modo, tem-se 2(*) = z, 2(72) = g ¢ W) =
para todo o w diferente de z e z. E imediato que (zz) o (zz) = 1, onde 1
representa a identidade, e portanto (z2)~! = (zz). De modo mais geral, uma
permutagdo ciclica ou simplesmente ciclo, representada por (z123 - - - x,,) com
n>2exy,Ts,...,r, nomes distintos entre si, aplica z; em ;11 se 1 <1< n
e aplica x,, em x1, mantendo fixos todos os outro nomes. Quando n = 2 é
conveniente permitirmos que os nomes sejam iguais e nesse caso (zx) corre-
sponde a permutacao identidade.

Como (z129---x,) = (x129) 0 (2o23) 0 + -+ 0 (T,_17,), um ciclo é uma

composicao de transposicoes. Toda a permutacao ¢ uma composicao de ci-
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clos, logo é uma composicao de transposicoes. De facto, se £ é um nome

"tl(z) = x, mas, como o

renomeado por o, existe um n > 1 tal que o
renomeia apenas um numero finito de nomes, temos um ciclo (zox; - --z,)
com x; = o'(x) para 0 < i < n, e portanto os nomes renomeados por o
dao origem a varios ciclos disjuntos, que compostos por qualquer ordem dao
origem a ¢. Uma permutacao pode ser vista como um caso particular das

substituigoes, a permutacdo (zz) corresponde a substituigao {z/z, z/x}.

Definigao 2.2.2 (Acgao, Conjunto-II) Uma ac¢do de II sobre um con-
junto ) é uma funcao de II x Q em @) que se escreve o.q e satisfaz as seguintes

propriedades:
1-q = q (identidade);
0-(c-q)=(000)-q (associatividade).

O par (Q,-) é designado por conjunto-I1. O

Na sequéncia abreviaremos frequentemente o.q para ¢ e referir-nos-emos
ao conjunto-Il (@, -) apenas por @, deixando a acc¢do implicita. Se P for
outro conjunto-II, diz-se que P é um subconjunto-II de @) se P C @ e a
accao em P for a restricao da accao em ().

Um exemplo simples de um conjunto-II é o préprio N com a accao 0.z =
o(x). Qualquer conjunto A é um conjunto-II com a acgao o.a = a para todo
oo €llea e A Os exemplos mais importantes sdo as linguagens cujas
expressoes sintdcticas sao construidas com os nomes de N. Nestes casos a
accao de permutacgao consiste na substituicao dos nomes nas expressoes. No
contexto deste trabalho vai ter particular interesse o conjunto dos termos do

calculo-m, que constitui um conjunto-II conforme mostraremos na seccao 4.3

2.2.2 Operacgoes sobre conjuntos-II

Nesta subseccao introduzem-se algumas operagoes sobre conjuntos-II. No-

meadamente, como se estende a accao ao conjunto dos subconjuntos de um
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conjunto-II, ao produto cartesiano de conjuntos-II, a soma de conjuntos-II e

ao espaco de fungoes definidas de um conjunto-1I em outro.

Poténcia de um conjunto-II

Se Q é um conjunto-II, define-se uma acgao no conjunto poténcia de @, P(Q),
por X7 ={z7 : x € X} para X C . O conjunto das poténcias finitas de Q,
Prin(Q), é um subconjunto-1I de P(Q).

Produto e soma

Se P e () sao conjuntos-II, O produto cartesiano P x () é um conjunto-II
para a acgao definida por (p,q)” = (p7,¢°) parap € P e g € Q.

A soma P+ Q = ({1} x P)U ({2} x Q) é um conjunto-1II para a accao
(Lp)? = (1,p7), (2,9)7 = (2,¢°) comp € Peq € Q.

De futuro, para simplificar a notacao, sempre que nao houver perigo de
confusdo vamos escrever simplesmente p e ¢ para nos referirmos aos elementos

(1,p) e (2,q), respectivamente.

Funcoes

O conjunto [P — Q)] de todas as fungoes de P em Q) é um conjunto-II onde,
para f : P — Qe o € II, tem-se f7 definida por f7(p) = f(p”il)" para todo o
p € P. Se, para todo o # € 11, denotarmos por 0p e 8 as fungoes (bijectivas)
p—p’eqr— ¢ em Peem Q respectivamente, temos f° = ogo f o 0131.
Em termos de grafos, se o grafo de f é formado por todos os pares (p, q) tais
que p € P e q= f(p), o grafo de f? é formado por todos os pares (p’,q”)
tais que (p, q) estd no grafo de f.

2.2.3 Conjunto suporte

Aqui define-se a nocao de suporte para os elementos de um conjunto-II e

apresentam-se alguns resultados validos para conjuntos-II em que todos os
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elementos tém suporte finito - conjuntos nominais.

Defini¢ao 2.2.3 (Suporte, conjunto nominal) Seja ) um conjunto-II.
1. Um conjunto X C N suporta q € Q se ¢° = q para todo o o € IIx.

2. Um elemento q € Q é finitamente suportado se q é suportado por um

conjunto finito.

3. Dizemos que @) é um conjunto nominal se todos os seus elementos tém

suporte finito.

De salientar que, como toda a permutacao ¢ em Ilxy é uma composicao de
transposigoes (rz) onde z,z ¢ X, estas transposi¢oes também estao em 1.
Assim, para verificar que X suporta ¢, temos apenas de verificar que ¢*?) = ¢
para todo o x,z ¢ X.

Por definicao de suporte, se X suporta ¢, entdao sempre que uma per-
mutacao o € a identidade em X tem-se ¢° = ¢. Um resultado mais geral é
que ¢° = ¢ se o e 0 coincidem quando restringidas ao conjunto X. Para
mostrar esta afirmacgao vamos verificar que (q")971 = @, para isso temos ape-
nas de mostrar que ! o o é a identidade em X, isto é, (x")971 = x para
todo o x € X. Mas isso é imediato uma vez que, por hipétese, 27 = 2 para

todoo z € X.

Proposigao 2.2.4 Seja () um conjunto-11. Todo o q € @ finitamente su-
portado tem um menor conjunto finito que o suporta, denotado por sup(q).
Ou seja, sup(q) suporta q e, se X é um conjunto finito que suporta q, entdo
sup(q) C X.

Demonstracao Para garantir o resultado basta demonstrarmos que se X e

Y sao dois conjuntos finitos que suportam ¢, a sua interseccao X NY ainda
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suporta ¢. Para o efeito vamos mostrar que se z,y ¢ X NY, entao ) = q.
Caso x,y ¢ X oux,y ¢ Y, a conclusdo é imediata porque X e Y suportam
g. Caso contrdrio, um de entre x,y estd em X e o outro estd em Y (mas
nenhum dos dois estd em ambos os conjuntos X e Y, por hipdtese), vamos
assumir que z € X ey € Y. Como X e Y sao finitos, existe z que nao esta
em X UY. Tem-se, (xy) = (x2) o (yz) o (xz) e, como (zz) e (yz) aplicam
q em ¢, porque sao a identidade em Y e X respectivamente, vem que (zy)

aplica ¢ em ¢, como pretendiamos. O

A caracterizacao de sup(q) também pode ser feita directamente, como

mostra o seguinte resultado demonstrado por Gabbay e Pitts em [GP02].

Proposicao 2.2.5 (Gabbay € Pitts) Seja Q um conjunto-II. Todo o
q € Q finitamente suportado tem um menor conjunto que o suporta, sup(q),

dado por

sup(q) = {x € N : ¢'*2) # q para infinitos z € N'}.

Como iremos ver mais adiante, sup(q) formaliza a nogao de nomes livres

de q.

Proposicao 2.2.6 Seja ) um conjunto-11, ¢ € @), X C @ e 0,0 € II.
Verificam-se as sequintes propriedades:
1. Se X suporta q, entao X° suporta q°.
Deste modo, se q € finitamente suportado, q° € finitamente suportado.
Em particular, o conjunto de todos os elementos de () finitamente su-

portados € um subconjunto-I1 de Q), logo € um conjunto nominal.

2. Se q € finitamente suportado, sup(q”) = sup(q)’.
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Demonstracao 1. Se 6 ¢ a identidade em X7, temos de mostrar que

(¢°)? = ¢°, que é equivalente a ((¢°)?)° = ¢. Como X suporta ¢, basta

mostrarmos que 0! o f oo é a identidade em X, isto é, zo ot — para
todo o * € X. Mas a afirmacio ¢ equivalente a (2°)? = 2 para todo o
x € X, que é verdade porque, por hipdtese, 6 é a identidade em X°.

2. Pela primeira propriedade, sup(q”) C sup(q)’. Pela mesma pro-
', temos sup(q) = sup((¢”)” ) C

sup(q")"fl, e portanto sup(q)” C sup(q?). O

priedade, agora aplicada a ¢ e o~

Vejamos alguns exemplos. O suporte de cada nome z pertencente a N é
{z}, logo N é um conjunto nominal. Todo o conjunto A onde o actua como
a identidade, ¢ um conjunto nominal em que o suporte de cada elemento
de A é o vazio. Consideremos agora um caso mais complexo: os termos do
calculo-A. Se considerarmos a igualdade textual dos termos-A, o suporte de
cada termo é o conjunto dos nomes que nele ocorrem. Se, em vez disso,
considerarmos que dois termos sao iguais a menos de conversao-a, entao o

suporte de cada termo é o conjunto dos nomes que nele ocorrem livres.

2.2.4 Operacoes sobre conjuntos nominais

Aqui estendem-se as operacoes apresentadas na subsecgao 2.2.2 aos conjuntos
nominais, introduzindo as defini¢oes e adaptacoes necessarias.

Poténcia de um conjunto nominal

Dado um conjunto nominal ) e um conjunto P C (), P podera ser ou nao
finitamente suportado. No entanto, Py, () é sempre um conjunto nominal,

como mostra a proposi¢ao que se segue.

Proposicao 2.2.7 Se P é um subconjunto finito de QQ, entao P € finitamente

suportado e sup(P) € a uniao de todos os sup(p) para p pertencente a P.
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Demonstracao Conclui-se facilmente que a unido dos sup(p) é finita e
suporta P. Vamos verificar que é o menor conjunto que suporta P. Su-
ponhamos que x estd na unido — portanto x estd em sup(p) para algum p —
mas nao estd em sup(P). Pela proposicao 2.2.5 (Gabbay & Pitts), existem
infinitos z tais que p(*?) # p, por isso podemos escolher um que nao pertenca
ao suporte de nenhum dos elementos de P. Deste modo, (zz) é a identi-
dade em sup(P), logo P2 deverd ser igual a P. Mas, pela proposicio 2.2.6
sup(p®?)) = sup(p)(m), portanto z estd no suporte de p'®?) porque z estd
no suporte de p, logo p®? estda P**) mas nao estd em P, o que contraria a

hipétese de P\**) = P e portanto z estd também em sup(P). O

Se P for um subconjunto infinito de ), poderda nao ter suporte finito
e portanto P(Q) nao é, em geral, um conjunto nominal. Por exemplo N
tem suporte finito mas dado X C P(N), sup(X) = X logo P(N) nao é
um conjunto nominal. Mas poderao existir subconjuntos infinitos que tém
suporte finito. Por exemplo, seja Q@ = Pyin(N). O suporte de X Cyy N 6
X. Vamos fixar x € N e seja P o conjunto de todos os {z, z} para z € N.

Neste caso sup(P) = {z} e logo P é finitamente suportado.

Produto e soma

Se P e () sao conjuntos nominais, é imediato que P x ) e P+ () sao também

conjuntos nominais, e os suportes de (p, q), (1,p) e (2, q) sdo respectivamente

sup(p) U sup(q), sup(p) e sup(q).

Funcgoes

O conjunto-IT [P — @] nao é, em geral, um conjunto nominal. Mas, o
conjunto de todas as fungoes, de P em @), finitamente suportadas, que iremos
denotar por QF, é um subconjunto-II de [P — Q] e é um conjunto nominal.

Temos a seguinte caracteriza¢ao para o suporte de [P — @)].
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Proposigao 2.2.8 O conjunto X C N suporta f: P — Q se, e 56 se,

para todo o p € P e toda a permutacio o € Ilx. Neste caso, X U sup(p)
suporta f(p) para todo o p € P.

Demonstracdo Afirmar que f° = f é equivalente a afirmar que f° @ = f,
que por sua vez ¢ 0 mesmo que f(p")"_1 = f(p) para todo o p € P, isto
é, f(p”) = f(p)° para todo o p € P. Como X C N suporta f : P — Q
se, e 80 se, f7 = f para todo o o € Ilx, tem-se a conclusao pretendida.
Quanto a segunda parte da proposicao, atendendo a que se o é a identidade
em X U sup(p), entao para todo o p € P tem-se f(p)” = f(p”) = f(p), o que
mostra que X U sup(p) suporta f(p). O

No decorrer do trabalho estaremos interessados apenas no caso em que
P =N. Uma funcao f : N — @ serd interpretada como ou um sistema que
recebe um nome z e continua como f(z), ou entdo um sistema que gera um
nome novo (que nao ocorre livre no sistema inicial), z, e continua como f(x).
No primeiro caso x é arbitrario porque é fornecido pelo exterior; no segundo
caso, o facto de ser novo significa que x nao esta no suporte de f. Vamos

designar os elementos de Q" por funcées de abstraccdo.

Teorema 2.2.9 Um conjunto X C N suporta f : N — Q se, e s6 se,
X U {z} suporta f(x) para todo o x € N, e f(z) = f(x)®) (relagio de
generalidade) para todo o x,z ¢ X.

Demonstracao Suponhamos, em primeiro lugar, que X suporta f. Se o
é a identidade em X U {z} para todo o z € N, entdo f7 = f e 27 =
z logo f(z)° = f(° ') = f°(z) = f(x), o que mostra que X U {z}
suporta f(x). Se r,z ¢ X, e atendendo a que (zz)”! = (xz), temos
f(2)@) = f(z@))@2) = f@2)(2) = f(z2), porque (z2) é a identidade em
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X. Reciprocamente, temos de mostrar que se ¢ é a identidade em X,
entao f = f. Como toda a permutacao é uma composicao de trans-
posicdes, é suficiente mostrar que f(*?) = f para todo o x,z ¢ X. Temos
f@)(2) = f(2*)) = f(x)®) = f(z) por hipétese, e de modo andlogo se
conclui que f®?)(z) = f(x). Para y # z, z, a permutacdo (zz) é a identidade
em X U{y}, portanto f"2)(y) = f(y"*)) = f(y)"*) = f(y), visto que X U{y}
suporta f(y). O

2.2.5 Morfismos de conjuntos-II

Aqui definem-se os morfismos para os conjuntos-II e em particular para os
conjuntos nominais, e conclui-se que os conjuntos nominais constituem uma

categoria.

Defini¢ao 2.2.10 (Morfismo) Um morfismo de conjuntos-II f: P — @,
é uma funcao tal que f(o-p) = o- f(p) paratodoo o € ITe p € P. Usando a
notagao exponencial, a condigao toma a forma f(p”) = f(p)°. Um morfismo

de conjuntos nominais é um morfismo dos correspondentes conjuntos-II. O

Aos morfismos de conjuntos-II também é costume dar o nome de fungoes
equivariantes. Note-se que, como elemento de [P — @], um morfismo f :
P — @ satisfaz sup(f) = ), como é f4cil verificar.

O resultado seguinte mostra que um morfismo de conjuntos-II se restringe

a um morfismo dos subconjuntos-II dos elementos de suporte finito.

Proposicao 2.2.11 Sejam P e ) conjuntos-Il e f : P — () um mor-
fismo. Se p € P € finitamente suportado, f(p) € finitamente suportado e
sup(f(p)) C sup(p).

Demonstracao Se o é a identidade em sup(p), entdao f(p)? = f(p”) = f(p).
Logo, sup(p) suporta f(p) e portanto sup(f(p)) C sup(p). O
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O resultado que se segue foi apresentado por Kohei Honda em [Hon00].

Proposicao 2.2.12 (Honda) Sejam P e @ conjuntos nominais e f um

morfismo de P em Q. Se q € () estd na imagem de f, entao

sup(q) = [ {sup(p) : f(p) = q}-
Em particular, se f € injectiva, sup(f(p)) = sup(p) para todo o p € P.

Demonstracao Se f(p) = ¢, entdo, pela proposigao anterior, sup(q) C
sup(p). Reciprocamente, suponhamos x ¢ sup(q). Temos de mostrar que
x ¢ sup(p) para algum p tal que f(p) = q. E suficiente mostrarmos que
se x esta no suporte de algum pg, é possivel encontrar outro p cujo suporte

nao contém x. Escolhemos a & sup(po) U sup(q) e fazemos p = péaw). Nes-

tas condigdes f(p) = f(py™”) = f(po) ™ = ¢ = q ez ¢ sup(po)™ =

sup(p{™) = sup(p), como pretendfamos. O

Note-se que a igualdade sup(f(p)) = sup(p) nem sempre se verifica se f
nao ¢é injectiva.

Naturalmente que a identidade é um morfismo pois idy(n?) = n? =
idy(n)?. Dados f e g morfismos de conjuntos-II, verifica-se facilmente que
a composi¢ao de morfismos é ainda um morfismo: (go f)(p”) = g(f(p?))) =
g(f(p)?) = g(f(p))” = (go f)(p)°. Assim, os conjuntos nominais e os seu

morfismos constituem uma categoria.

2.2.6 Functores

Nesta seccao vamos apresentar varios functores que integram a construgao
do functor principal que serd, mais tarde, utilizado na definicao do dominio
semantico do calculo-m. Os functores apresentados nesta seccao supoem-se

todos definidos na categoria dos conjuntos nominais e seus morfismos.
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O functor constante N

Este functor aplica cada conjunto nominal ) em N e aplica cada morfismo
f: P — @ na identidade em N. O functor serd também denotado por N.

Produto

A construcao usual de produto de conjuntos é um functor entre conjuntos
nominais. Se f : P — P' e g : Q — @ sdo morfismos, a funcdo f X g :
Px@Q — P'x@Q édadapor (f xg)(p,q) = (f(p),g(q)). Esta funcdo é ainda

um morfismo pois

Soma

Tal como no caso do produto, a soma usual de conjuntos também constitui
um functor entre conjuntos nominais. Assim, se f: P — P'eg: Q — Q' sdo
morfismos, a fungao f+¢: P+ Q — P’ + @ aplica cada (1,p) em (1, f(p))
e cada (2,¢q) em (2, g(q)). Verifica-se facilmente que f + ¢ é um morfismo de

conjuntos nominais:

| 57) = (1, f(s7)), sei=1

(f +9)(i,s7) {(279(50))’ ol
:{ (1, f(s)7), sei=1

(2,9(s)7), sei=2
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Funcoes finitamente suportadas

Vamos considerar aqui o functor que aplica cada conjunto nominal () no
conjunto @ das funcdes finitamente suportadas de N em Q, e cada morfismo
f: P — @ no morfismo fV : PN — QN dado por fN(t) = f ot para toda a
t : N — P finitamente suportada.

Temos de verificar que fV é de facto um morfismo, isto é que fV (t7) =
V()7 0 que é 0 mesmo que fot’ = (f ot)’, para todo ot e o. Ora,
para @ € AV, temese f(t2(z)) = F(ta")7) = f(t(a® )7 = (f o t)(a® )" =
(f 0 1)°(2).

Teriamos ainda de verificar que f ot é finitamente suportada, mas isso

decorre do facto de fV ser um morfismo.

Poténcia de suporte finito

O functor poténcia de suporte finito, Py, associa a cada conjunto nominal )
o conjunto nominal Pgs(Q) dos subconjuntos de () finitamente suportados,
e a cada morfismo f : P — @, o morfismo Psp(f) : Psp(P) — Pss(Q)
que a cada X, subconjunto finitamente suportado de P, faz corresponder o
conjunto { f(z) : € X}. Vamos verificar que Ps(f) é de facto um morfismo:
Puy(f)(X7) = {f(@°) 12 € X} = {f(@)° 12 € X} = {f(x) : v € X} —
Psr(f)(X)?. Isto também implica que Psr(f)(X) é finitamente suportado,
como pretendiamos.

O functor Pgs vai ter apenas um papel auxiliar na construgao do dominio
semantico do calculo-7, 0 nosso interesse principal ird centrar-se no subfunc-

tor das poténcias finitas de um conjunto, Pri,.

Um functor para a semantica do Calculo-r

Adiante, para definir a semantica do Célculo-7, iremos considerar, na cate-

goria dos conjuntos nominais, o endofunctor definido por:

F(Q) = Prin(Q + (N x N x Q) + (N x Q) + (N x QY))
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onde Q" é o conjunto das funcoes de N' em @ de suporte finito. Ora,
utilizando os resultados apresentados para os functores que compoem F', se
f:@Q — P é um morfismo de conjuntos nominais, a fungao F(f) : F(Q) —
F(P) é dada por

F(f)(X)= {f(qg):qe X}

U

{@ =, f(q) : @z, q) € X}
U

{(@, foe): (ae) e X}

U

{(a,fot):(a,t) e X}
O functor F' é mond6tono pois se tomarmos S C @ temos também (N x
N x 8) C (N xN x Q) e se atendermos a que toda a funcio de SV se
pode estender de uma forma tnica a uma funcao QV ( basta alterar-lhe o
contradominio ) e denotarmos por [SV]g esta extensdo, temos [SV]o C QY.
Identificando cada uma das funcoes de SV com a correspondente funcéo em
[SV]g temos N x SV C N x QV. Consequentemente F(S) C F(Q) uma

vez que o functor Py;, preserva a inclusao.

2.3 Coalgebras

As coalgebras sao muito utilizadas nas ciéncias da computacao para descrever
sistemas dinamicos em que o espago dos estados nao é observavel directa-
mente, podemos apenas observar as operagoes efectuadas sobre este mesmo
espago, [RT94, Rut96, JRI7]. Neste contexto as técnicas de coindugdo sao
fundamentais tanto para as definicoes como para as demonstracoes. Igual-
mente importantes sao as bissimulacoes, isto ¢, elementos que do ponto de
vista observacional sao indistinguiveis.

A utilizacdo de codlgebras nas ciéncias da computacao comecou com

Aczel e a teoria dos conjuntos nao bem-fundados e estendeu-se depois a
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teoria dos autématos e a semantica, especificacao e verificagao de programas
concorrentes e orientados para objectos. As codlgebras sao uma estrutura
matematica simples mas fundamental para captar o comportamento de sis-
temas dinamicos. Muitas das nogoes tedricas fundamentais dos sistemas,
como a invariancia e bissimulacao, podem ser descritas com base na teoria
das codlgebras. O elemento fundamental é a utilizacao das coalgebras finais
para captar o comportamento (possivelmente infinito) dos sistemas. Estas
coalgebras finais podem ser obtidas como uma generalizacao dos maiores
pontos fixos em contraste com os menores pontos fixos utilizados para obter
algebras iniciais. Uma poderosa técnica de prova nesse contexto de finali-
dade é a co-inducao que se baseia na nocao de bissimulacao, introduzida no
contexto da semantica da concorréncia por Milner, [Mil80], para formalizar a
equivaléncia de comportamento entre processos concorrentes. A bissimulacao
foi mais tarde introduzida na teoria das codlgebras por Aczel e Mendler,
[AMS8S], que criaram uma defini¢do categorial que se aplica a codlgebras
arbitrarias. Usando esta nogao de bissimulacdo Aczel [Acz88] formulou o
principio da coinducao de forma muito semelhante ao modo como Milner in-
troduziu o seu “método e prova por bissimulagao”: para provar que dois pro-
cessos tem comportamento equivalente (bissimilar), basta provar a existéncia
de uma relagao de bissimulagao entre eles. Este principio de coinducao as-
sume particular interesse no contexto das coalgebras finais, porque numa
coalgebra final a bissimilaridade coincide com a identidade e portanto prova-
-se a igualdade construindo relagoes de bissimulagao. O estudo das codlgebras
nas linhas da Algebra Universal foi iniciado por Rutten em [Rut95] e [Rut96]
(agora com uma versao mais recente [Rut00]). Encontram-se cada vez mais
aplicacoes para as codlgebras em varios ramos da matematica e das ciéncias

da computacao e esta teoria estd a tornar-se bastante promissora.



36 2 Preliminares

2.3.1 Conceitos basicos

Vamos comecar por introduzir algumas definicoes bésicas e em seguida os

produtos fibrados, as bissimulacoes e as bissimilaridades.

Definigao 2.3.1 (Codlgebra) Dado um functor F', uma codlgebra-F ou
simplesmente codlgebra é um par (S,«) onde S é um conjunto e o uma
funcao de S em F(S). O

O conjunto S é usualmente designado por suporte e a fungao a por estrutura
ou operac¢ao da coalgebra. Quando as codlgebras sao utilizadas para descrever
algum tipo de sistema dinamico o conjunto suporte, S, também é designado

por espaco de estados.

Exemplos 2.3.2
1. Consideremos o caso de um autémato finito com saida (modelo de Moore):

Dados um conjunto de entrada A e um conjunto de saida B, um autémato
sobre A e B é um triplo (Q,d,3), onde @ é um conjunto de estados, ¢ :
Q@ x A — @ é uma funcao de transicao e § : Q — B é uma funcao de
saida. Podemos reunir as duas fung¢oes numa sé. Primeiro transforma-se § em
5 Q — Q4, em que Q* é o conjunto de todas as funcdes de A em @, fazendo
5(q)(a) = 0(q,a) para todos 0s ¢ € @, a € A. As fungodes e 3 tém agora
o mesmo dominio e podem reunir-se numa s6 funcao (5, B):Q — Q4 x B
definida como habitualmente por (5, B)(q) = (3(q), B(q)) para todo o q € Q.
Podemos agora definir o autémato como uma codlgebra (Q, ¢) para o functor
F = (—)*x B em que, para todo ¢ € Q, ¢(q) = (0(¢), 8(¢)). A interpretacao
para ¢(q) = (p,b) é que no estado ¢ o autémato passa para o estado p, que
é funcao do valor de entrada, produzindo como saida b.

2. Vejamos agora o caso de um sistema de transi¢oes nao determinista:

Dado um conjunto de accoes A, um sistema de transicoes sobre A é um
par (S, —) onde S é um conjunto de estados e =C S x A x A é uma relagao.

E usual abreviar (s,a,t) €= por s — t que é interpretado como “no estado
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s o sistema de transigbes observa (ou executa) a ac¢do a e passa para o
estado t”. Definindo ¢ : S — P(A x 5), onde P é o functor poténcia,
por ¢(s) = {(a,t) : s % t}, tem-se (S, ¢) uma codlgebra para o functor
F = P(A x (=)). A interpretagdo para (a,t) € ¢(s) é: no estado s pode
observar-se a ac¢ao a e passar para o estado t. A interpretagao para ¢(s) = 0

é: nao existem transicoes a partir do estado s. O

A definicao de codlgebra pode ser feita para um endofunctor em qualquer
categoria e nao apenas na categoria dos conjuntos. Para além de uma breve
referéncia a categoria CCfe como categoria de base, na aplicagao a semantica
do célculo-7 estaremos interessados em endofunctores na categoria dos con-

juntos nominais, definida mais adiante.

Defini¢ao 2.3.3 (Homomorfismo de codlgebras) Seja F' um functor.
Um homomorfismo de codlgebras de uma coélgebra-F, (S, «), em outra co-
algebra-F, (T, [3), é uma fungao entre os conjuntos suporte, f : S — T, tal

que fo f = F(f)oa,isto ¢ tal que o diagrama que se segue comuta.

f

S T
a iﬁ
F(S) 7 F(T)

Dados dois homomorfismos, f e g, entre coalgebras-F', a sua composicao go f

(caso seja possivel) é ainda um homomorfismo de codlgebras-F'.

Definigao 2.3.4 (Codlgebra final) Seja F' um functor. Uma codlgebra
final, v : T — F(T), é uma codlgebra tal que para toda a codlgebra do
mesmo tipo, o : S — F(5), existe um unico morfismo de codlgebras de
(S,a) em (T,7). O
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Uma codlgebra-F' final (T,) é um ponto fixo de F, isto é, v : T — F(T)
¢ um isomorfismo, [RT94]. As coalgebras finais quando existem, sdo unicas a
menos de isomorfismo. Em [Rut00] existem teoremas mais gerais que garan-
tem a existéncia de codlgebras finais para certas classes de functores (poli-
nomiais, limitadas). Nao iremos, contudo, utilizar esses resultados porque
optamos por construir explicitamente as coalgebras finais de que iremos ne-
cessitar.

De notar que, na sequéncia do que vimos, na seccao 2.1 para as equagoes
de dominios sobre cfe’s, temos o seguinte corolario do teorema 5.31, apre-
sentado em [Mon98], que estabelece que todo o ponto fixo de um functor

localmente aproximante é uma coélgebra final.

Coroléario 2.3.5 Seja F um functor na categoria dos CCfe. Se~y : T — F(T)

¢ um isomorfismo entao (T,7~) € uma codlgebra final. O

Defini¢ao 2.3.6 (Produto fibrado) O produto fibrado das fungoes f : S —
Teg:U — T éunm triplo (P, k,l)jonde k : P — Sel: P — U sao
morfismos que satisfazem f ok = g o, tal que para todo o conjunto X e
morfismosi: X — Sej: X — U com foi = goj existe um tnico morfismo
h:X —-Pcomkoh=ieloh=yj.

Q

. P S
N

UT>T

lw

Os morfismos k e [ sao designados por morfismos projeccao. O produto fibrado

fraco define-se do mesmo modo mas sem exigir que a fun¢ao h seja tinica. O

As relagoes compativeis com a estrutura de codlgebra sao designadas por

bissimulacoes. A designacao estd relacionada com o caso particular dos sis-
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temas de transicoes: se um estado s; de um sistema S; simula um estado
s9 de um sistema S5 e vice-versa dizemos que s; e So sao bissimilares. Uma
bissimulacao é definida como um subconjunto particular desses pares bissim-

ilares.

Definigao 2.3.7 (Bissimulagao) Sejam (S,«) e (7, 3) coélgebras-F. A
relagio R C S x T é uma bissimulacao entre S e T se existir p: R — F(R)
(ndo necessariamente tnica) tal que as projecgoes m : R — Sem: R— T
sao homomorfismos relativamente a coalgebra (R, p). Uma bissimula¢ao em

S é uma bissimulacao de S em S. O

Assim, em Set uma bissimulacao entre S e T' é uma relacao binaria R C SxT

para a qual existe p, coalgebra-F', tal que o seguinte diagrama comuta

S T }lz T T
N
'

F(S) < F(R) = F(T)

Defini¢ao 2.3.8 (Bissimilaridade) Sejam s e t elementos de codlgebras-
F. Diz-se que s e t sao bissimilares, e representa-se por s ~ t se existe uma

relacdo de bissimulagao, R, tal que (s,t) € R. a

Portanto, a bissimilaridade (~) é a uniao de todas as bissimulacoes e é
ainda uma bissimulacao.

Numa codlgebra final a relagao de bissimilaridade coincide com a relagao
de igualdade, [RT94]. Assim para provar a igualdade de dois elementos basta
verificar que estes sao bissimilares - este principio é usualmente conhecido

como o principto da co-inducao.
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2.3.2 Caracterizagao da bissimilaridade

A proposicao 2.3.9 sera usada no capitulo 4 para provar que a equivaléncia
semantica forte do calculo-7 coincide com a bissimilaridade forte. Esta sec¢ao
demonstra esse resultado e mostra que o functor que ira ser usado no capitulo
4 satisfaz duas das condic¢oes da proposicao. Alguns dos resultados aqui ap-
resentados sao baseados em resultados apresentados por Rutten em [Rut00],
com as respectivas demonstragoes adaptadas a categoria dos conjuntos no-
minais.

Nesta sec¢ao iremos assumir que todos os functores sao endofunctores na

categoria dos conjuntos-II nominais.

Proposicao 2.3.9 Seja F' um functor e [ um morfismo de codlgebras-F'.

Suponhamos que se verificam as sequintes propriedades:
1. F possui uma codlgebra final T.

2. 0 nicleo de equivaléncia de f, Ey = {(s,t) : f(s) = f(t)}, € uma

bissimulagao.

3. A imagem {(f(s), f(t)) : (s,t) € R} de uma bissimulagio R por f €

uma bisstmulacao.

Entao a relagao de bissimilaridade de qualquer codlgebra-F coincide com o
niucleo de equivaléncia do unico morfismo da codlgebra dada na codlgebra
final.

Demonstracao Seja f o tnico morfismo da codlgebra dada em T. A se-
gunda condigao da proposi¢ao implica que E; estd contido na relacao de
bissimilaridade ~. Mas a imagem de ~ por f é uma bissimulagao em T.
Como a bissimilaridade em T ¢é a relacao identidade, por T ser final , tem-se
que f(s) = f(t) sempre que s ~ t. Mostra-se assim que ~ estd contida em
E;. O
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Vamos agora verificar que o functor que vamos utilizar para definir a
semantica do calculo-m, F' = Py (Id-+(N XN x I[d)+(N x IdV)+ (N x 1Y),
introduzido na seccao 2.2.6, satisfaz as duas ultimas condicoes da proposicao.
Quanto a primeira condicao, iremos mostrar, no capitulo 4, que F possui
uma coalgebra final. Para a verificacao da terceira condigao, vamos utilizar
o seguinte resultado apresentado (e demonstrado) por J. Rutten no seu artigo

sobre coalgebras universais [Rut00].

Proposicao 2.3.10 Se f: T — S eg:T — U sao morfismos de codlgebras,
entio (f,g)(T) ={(f(t),g(t)) : t € T} é uma bissimula¢io de S e U. O

Passemos entao a demonstracao da terceira condicao para o functor em

questao.

Proposicao 2.3.11 Seja f : S — T wm morfismo de codlgebras e R uma
bissimulagao em S. A imagem {(f(s), f(t)) : (s,t) € R} de R por f € uma

bissimulacao.

Demonstracao Como R é uma bissimulacao, existe v : R — F(R) tal que
as projeccoes w1, T : R — S sao morfismos de coalgebras. Mas neste caso,
fom,fom: R — T sdo também morfismos de codlgebras (a composi¢ao
de morfismos ¢ ainda um morfismo), e a imagem de R é (f o my, f o m)(R),

que é uma bissimulacao atendendo a proposicao anterior. O

Falta-nos apenas demonstrar a segunda condigao, para a qual é necessario
que F preserve produtos fibrados fracos. Recordemos a defini¢ao: um functor
F preserva produtos fibrados fracos se o seguinte diagrama da esquerda é um

produto fibrado fraco sempre que o diagrama da direita o é:
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F(p)
) ——

F(W F(X) W——> X
F(q)l lF(f) qi /
E(Y) 57 F(2) Y ——=Z

Proposicao 2.3.12 Se um functor F preserva produtos fibrados fracos, o
nicleo de equivaléncia de todo o morfismo de codlgebras-F ¢ uma bissim-

ulacao.

Demonstracao Sejam (S, «) e (T, ) codlgebras, f : S — T um morfismo
e E; o nicleo de equivaléncia de f. Se f(s) = f(t), entdo f(s7) = f(s)? =
f()7 = f(t7), logo (s,t) € Ey implica (s,t)? € Ey, e portanto E; ¢ um
conjunto nominal. Mais, S & Ey T4 S é um produto fibrado de S Lrl S,
onde 7y e my sao0 a primeira e a segunda projecc¢ao,respectivamente. Definimos

a codlgebra (Ey, ) pelo seguinte diagrama:

Ef m S
mi N a
N
s F(E) 2L p(s)
N lF(m) lF(f)
F(S) R F(T)

Para ver que esta definicao faz sentido, comecemos por verificar que o hexagono
exterior comuta:
F(f)oaom =pofom

= o fom

=F(f)oaom.
A primeira e a tltima igualdade sao justificadas pelo facto de f ser um mor-
fismo (F(f)oa = fBo f) e igualdade intermédia deve-se ao facto de Ef, my, mo
ser um produto fibrado (f om = fomy). A preservagao dos produtos fibra-

dos garante a existéncia de 7. A comutatividade dos quadrados superiores
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garante que Ey ¢ uma bissimulagao. O

Proposicao 2.3.13 O functor
F=Ppn(Id+ N x N x Id) + (N x IdV) + (N x IdV))
preserva produtos fibrados fracos.

Demonstracao A forma mais simples de assegurar o resultado é mostrar
que os functores que compoem F' preservam produtos fibrados fracos. Vamos
comegar por mostrar em pormenor que Py;, ou, de modo mais geral Psy, e
IdVN preservam produtos fibrados fracos. Para os restantes functores que
compoem F', vamos apenas apresentar a definicao da funcao h pois a partir

dai o resultado mostra-se de modo semelhante.

P,s preserva produtos fibrados fracos

Consideremos o diagrama:

S\
\\\h
\& 7)3 (7T1)
o Pr(W) = Py(X)
DN

\ lpsf(m) ipsf(f)

Pr¥) g Posld)

Temos de mostrar que se Pgr(f) ot = Pss(g) o u, existe uma fungao (nao
necessariamente tnica) h : S — Pgr(W) tal que os triangulos comutam.
Sabemos que W = {(z,y) € X x Y : f(z) = g(y)}. Defina-se h por

h(s) ={w e W :m(w) € t(s), m(w) € u(s)}.

Temos de verificar os seguintes pontos:
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e Para todo o s, h(s) estd em Pyp(W), isto é, h(s) é finitamente supor-

tada:

Vamos mostrar que se M C N suporta t(s) e N C N suporta u(s),
entdo M U N suporta h(s). Vamos assumir que o ¢é a identidade em
M U N e temos de mostrar que h(s)? = h(s). Por definigdo de h, esta
condigao é equivalente a termos w? € h(s) para todo o w € h(s). Ora
se w € h(s), entao m(w) € t(s), logo m(w?) = m(w)? € t(s)? =
t(s). De modo similar, como my(w?) € u(s), entdo w’ € h(s), como

pretendiamos.

A funcao h é um morfismo, isto é, h(s?) = h(s)? para toda a per-

mutacao o:

h(s)? ={w? :w e W, m(w) € t(s), m(w) € u(s)}
={w’ 1w e W, mw)’ e
={w” :we W, mw?) e
={w e W :m(w) € t(s7), m(w) € u(s’
= h(s?).

~—
——

A pentltima igualdade é devida ao facto que o aplica bijectivamente

W em si mesmo porque W é um conjunto nominal.

Os triangulos comutam, isto é, Pyr(m1)(h(s)) = t(s) e Pys(m2)(h(s)) =

u(s):

Temos Pss(m)(h(s)) = {m(w) : w € h(s)} = {m(w) : w e W,m(w) €
t(s), m(w) € u(s)} C t(s). Se z € t(s),
Pst(g) o u, existe y € u(s) tal que f(x) = g(y). Como W produto

entdo, como Pys(f) ot =

fibrado fraco, existe w € W tal que m(w) = x e m(w) = y. Logo

x € t(s). De modo idéntico prova-se que Psr(m2)(h(s)) = u(s).
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IdV preserva produtos fibrados fracos

Consideremos o diagrama:

N\

\:9’ i ifN

YV 2

Temos de mostrar que se fV ot = ¢ o u, existe uma funcéo (ndo neces-
sariamente tnica) h : S — WA tal que os tridngulos superiores comutam.
Sabemos que W = {(z,y) € X x Y : f(z) = g(y)}. Defina-se h por

Temos de verificar os seguintes pontos:

e Para todo o s, h(s) estd em W isto é, h(s) é uma funcio de N
em W com suporte finito. Ora como ¢(s) e u(s) tém suporte finito,
vamos mostrar que se M C N suporta t(s) e N C N suporta u(s),
entdo M U N suporta h(s). Vamos assumir que o é a identidade em
M U N e temos de mostrar que h(s)” = h(s). Ora, por defini¢ao de
h, h(s)” = (t(s), u(s))” = (t(s)7, u(s)7) = (t(s),u(s)) = h(s), como

pretendiamos.

e A fungdo h é um morfismo, isto é, h(s”) = h(s)? para toda a per-

mutacao o. Para todo o n € N temos

h(s)7(n) = h(s)(n" ")

= (H(s)(n” "), uls)(n )7
= (t(s)(n" "), u(s)(n "))
= (t(s)7(n), u(5)?(n))
= (t(s7)(n), u(s7)(n))
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e 0s triangulos comutam, isto é, ¥ (h(s)) = t(s) e Y (h(s)) = u(s).

Para todo o n € N temos

De modo idéntico prova-se que 75 (h(s)) = u(s).

Quanto aos restantes functores que compoem F', vamos apenas apresentar

o diagrama e a definicao da funcao h para cada caso, pois a partir dai o
resultado mostra-se facilmente.

Para o functor constante N vem

Q

N N

gl

N—=>N

1n

|z

onde 1y : N — N & a funcao identidade. Neste caso, tomamos

para
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Para o produto cartesiano N x _, vem

t

S\
\\h
\\ IarXm1
NxW=—NxX
u\\l\/\ixwzl J{lef
N XY 1= N X 7

com

Para a soma A + _, vem

AW a4 x

\&4:-7!'2 \L \L 1a+f

A+Y +— A+Z

u

hs) = { (0,a),  set(s)=(0,a) =u(s);
(1, (z,9)), set(s) = (1) e u(s) = (1,y).

Fica concluida a demonstragao do seguinte resultado:

Proposigao 2.3.14 O functor

F =Ppp(ld+ (N x N x Id) + (N x IdV) + (N x IdV))

satisfaz as sequintes condicoes, para todo o f morfismo de codlgebras-F:

(i) O nicleo de equivaléncia de f, Ey = {(s,t) : f(s) = f(t)}, € uma

bissimulacao.
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(ii) A imagem {(f(s), f(t)) : (s,t) € R} de uma bissimulagao R por [ €

uma F-bissimulacao.

Demonstragao Resulta das proposicoes 2.3.11, 2.3.12 e 2.3.13. O



Capitulo 3

Semantica de uma linguagem

com sincronizacao restrita

Neste capitulo vamos explorar duas técnicas distintas para estudar a semanti-
ca de uma linguagem com uma estrutura simples mas que ilustra bem alguns
dos aspectos presentes nas linguagens concorrentes mais comuns. As técnicas
que vamos utilizar sao a teoria dos conjuntos com familias de equivaléncia,
abreviadamente cfe’s, [Mon98], e a representacao coalgébrica de sistemas,
[Rut00]. O estudo sera feito sobre uma linguagem apresentada por J. De
Bakker e E. De Vink em [BV96] com a designagao Ly,

O capitulo estd dividido em quatro partes. Na primeira apresentamos
a linguagem L,,,, na segunda vamos utilizar a teoria dos conjuntos com
familias de equivaléncia para a definicao das semanticas operacional e deno-
tacional da linguagem L,,,,. Na terceira parte as semanticas sao definidas a
custa da existéncia de coalgebras finais. Na quarta e ultima parte faz-se um

estudo comparativo dos resultados obtidos na segunda e na terceira parte.

49
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3 Semantica de uma linguagem com sincronizagao restrita

3.1 A sintaxe de L, e definicoes basicas

A linguagem L, tem uma estrutura simples mas ilustra bem diversos as-

pectos presentes nas linguagens mais comuns, como sejam:

o recursividade, a variavel x corresponde a uma chamada ao procedi-

mento associado a x (na declaragao).

composicao sequencial, sintacticamente representada por si;s, e que

corresponde a execugao de s; seguida da execucgao de ss.

escolha nao determinista, representada sintacticamente por s;+ss € que
corresponde a escolha arbitaria entre os operandos s; e sy e prossegue

com a execucao do operando escolhido.

composicao paralela com sincronizacdo que € expressa sintacticamente
(e semanticamente) pelo operador ||. Numa primeira aproximagao
podemos pensar na composi¢cao paralela sy ||" s2 que corresponde ao in-
tercalamento arbitrario das accoes atémicas que resultam da execucao
de s; e sp. Por outras palavras, s; || sp ird resultar no conjunto de
todas as sequéncias formadas por uma mistura (fusdo) das acgoes su-
cessivas de s e sy desde que respeitem a ordem pela qual estas acgoes
surgem em $; e So. A composicao paralela com sincronizacao é um
refinamento desta definicao em que € possivel inserir um ponto de sin-
cronizacao entre dois comandos a executarem em composicao paralela,
assim, temos uma execucao em paralelo em que o agente que atingir
primeiro o ponto de sincronizacao suspende a sua actividade até que
o outro agente atinja, também, o respectivo ponto de sincronizacao e

quando isto acontece voltam a executar novamente os dois em paralelo.

restricdo, escreve-se s \ ¢ e lé-se “s restringido por ¢”, e corresponde a
execucao de s excepto no que envolve a accao ¢ e a sua complementar,

¢, que nao podem ser executadas e portanto a sua ocorréncia, sem
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a existéncia de uma accao alternativa, da origem a uma paragem na

€xXecugao.

Em linguagens mais refinadas o conceito de ponto de sincronizagao pode
ser utilizado para varios fins como por exemplo a transmissao de informagao,
mas aqui, iremos limitar-nos a sincronizacao das duas execugoes. A nocgao de
restricao também assume aqui contornos muito elementares mas em lingua-
gens mais complexas pode ser estendida de diversas formas, nomeadamente
para modelar fenémenos de mobilidade, conforme iremos ver no capitulo 4.

A notagao (v €)C sera utilizada para referirmos o conjunto C' e, simul-
taneamente, a variavel v que toma valores em C.

Os programas da linguagem Ly, sao constituidos por duas componentes
as instrugoes e as declaragoes. As declaragoes (D €)Decl podem ser encara-
das como fungoes que atribuem a cada variavel de procedimento um conjunto
de instrugbes com caracteristicas especiais. As instrugoes (s €)Stat sao cons-
truidas a partir das componentes basicas ac¢oes e varidveis de procedimento.

As acgoes podem ser de dois tipos: acgoes internas, que podem ser vistas
como operacoes abstractas cuja interpretacao nao nos interessa aprofundar;
ou accoes de sincronizacao.

Seja (b €)I Act o conjunto das acgoes internas, e seja 7 um elemento es-
pecifico de I Act que denota uma accao especial que iremos designar por acgao
muda. Seja (¢ €)Sync o conjunto das acgdes de sincronizagao que assumimos
emparelhadas, isto é a cada accao ¢ € Sync estd associada uma acgao com-
plementar ¢ que por sua vez tem como complementar c¢. Mateméaticamente,
assumimos uma aplicagao - : Sync — Sync tal que para todo o ¢ tem-se
¢ =c. Seja (a €)Act = T Act U Sync.

Os elementos do conjunto das varidveis de procedimento (z €) PVar
estao associados a declaragoes, que podem ser encaradas como partes de
programa, e lhes atribuem significado. As declaracoes fazem parte do pro-
grama. A ocorréncia de uma variavel de procedimento, x, numa instrucao —

uma chamada de x — acarreta a execucao das instrucoes associadas a x na
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declaracao. Qualquer dos dois conjuntos Act e PVar podera ser finito ou
infinito. Necessitamos também de introduzir o conjunto (¢ €)GStat (sub-
conjunto do conjunto Stat) que é o conjunto das instrugoes que comegam por
uma accao que “guarda’ as variaveis de procedimento que poderao ocorrer
na mesma instrucao e por isso se designa conjunto das instrugoes guardadas.

Na especificagao da sintaxe de Ly, iremos seguir o formato BNF, que
também ¢é utilizado em [BV96], donde se salienta a utilizagdo do simbolo
|

“::="com o significado “é definido(a) como” e o simbolo “|”com o significado

“ou”. As entidades que ocorrem no lado direito das defini¢oes sintacticas sao

ou dadas a priori (caso dos simbolos ’(’, ) ou ;" e a € Act ou x € PVar) ou

sao ocorréncias recursivas das entidades que estamos a definir.

Definigao 3.1.1 ( Programas de Ly, ) Sejam (a €)Act, (z €)PVar e
(¢ €)Sync conjuntos dados.

(a) O conjunto (s €)Stat é dado por
su=alz|(s;s)[(s+s)[(s]s)]s\c

(b) O conjunto (g €)GStat é definido por
gu=allgs) g+ lg)lg\e

(c) O conjunto das declaragoes (D €)Decl é definido por
Decl = PVar — GStat

(d) O conjunto dos programas (7 €)Ls,, é definido por
Lsyn = Decl x Stat

O

Para aliviar a notacao iremos frequentemente suprimir as referéncias as
declaracoes D nas situagoes em que tal informacgao nao seja relevante.
Antes de apresentarmos o sistema de transigoes para L, temos neces-

sidade de introduzir uma nova classe sintactica designada por reposigoes.
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Definicao 3.1.2 (Reposigoes) O conjunto (r €)Res das reposicoes é defi-
nido por

ru=FEls

onde F é um simbolo especial que denota a terminacgao ou instrucao vazia.
O

Para cada s € Stat convencionaremos que se tem E;s = s | E = E ||
s=seb|E=E\c=EFE.

Finalmente vamos apresentar a especificacao do sistema de transigoes
1., que serd utilizado para definir a semantica de Lgyy,.

syn

Definicao 3.1.3 (Sistema de transicoes para Lg,,) Zs,,=(Decl x Res,
Act, — , Spec). As transicoes de 7y, descritas pela relagdo —, sao tuplos
da forma ((Dy|r1),a,(Dz|rs)). Como o nosso estudo contempla apenas os
casos em que Dy = Dy iremos omitir as referéncias as declaragoes e utilizar
a notacao simplificada 74 N ro, onde D=D = Ds.

Os axiomas e regras de Spec que caracterizam — sao

e (Act)a %p E

a
e (Rec) 7 " se D(x)=g
T —p T
S| —=p T
1 —Dp T1
* (Seq) z
S1:82 —D T1,52
a
ST —p T
e (Choice) s+ sy Sp 7
52+81 i>D r
a
ST —@p T
o (Par) s, || s2 Sp T || s2

sa || 51 =D S | r
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c C
o (Sync) S1 7p T . Sg —p T2
51 || S —p T H (]
s Spr
e (Restr) & a#e¢,©

s\c Spr\c

A intuicao operacional das regras é a seguinte:

O axioma (Act) estabelece que uma ac¢ao a pode efectuar uma transicao

para F (e termina) produzindo como ac¢ao observavel a.

A regra (Rec) indica que as transi¢oes de uma varidvel de procedimento x
sao exactamente as transicoes possiveis para g, o conjunto de instrugoes

associado a x na declaracao D.

A regra (Seq) cobre duas situagoes dependendo de r; ser a terminagao, F,
ou ser diferente de E. Assim, se s; termina apdés uma transicao com
a tem-se que si; S, efectua uma transicao com a para s,, atendendo
a convengao F;sy = sg. Caso s; tenha uma transigdo com a para s)

entdo sp; sp transita com etiqueta a para s); so.

A regra (Choice), com uma premissa e duas conclusoes, ¢ uma forma abre-
viada de estabelecer que numa escolha nao determinista, s; + so, se
uma das componentes s; ou s tem uma transicao com etiqueta a para

r entao s; + $o também tem uma transicao com a para 7.

A regra (Par) estabelece que a partir da transigao s 2 p r podemos inferir
que uma instrucao de composicao paralela que envolva s; e outra ins-
trucao s, tem uma transicao com a para outra instrucao de composicao
paralela semelhante, mas onde s; da lugar a r. Naturalmente que se

r = E a transigao é para sy, atendendo a convengao s || E = F || s = s.
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(Sync) é a regra para a sincronizacdo: se s; pode efectuar uma transigao
com ¢ que tem como resultado r; e sy pode efectuar uma transicao com
C para ry, entao s; || sy pode efectuar uma transigdo com etiqueta 7 da
qual resulta r; || 7o. De salientar que esta regra é simétrica uma vez
que ¢ = c¢ e que, além disso, s; || so pode executar apenas a transicao
associada a s; ou a s com base na regra (Par). Assim, nestas condicoes,

s1 || s2 pode prosseguir com um de entre os seguintes passos:

(i) executar somente o passo associado a transigao de si;
(ii) executar somente o passo associado a transigao de so;

(74) efectuar um passo de sincronizacao (que afecta ambos os operan-
dos).

A regra (Restr) estabelece que s\ ¢ pode efectuar todas as transi¢oes de s
em que a acgao observavel é diferente de ¢ e de ¢. Caso s apenas possa

efectuar transi¢oes com ¢ ou ¢, entdo s\ ¢ nao tem qualquer transigao.

Definicao 3.1.4 (Bloqueia) Dizemos que s blogueia se nao existem b (&

TAct) e r (€ Res) tais que s 2 O

De acordo com o sistema de transicoes o bloqueio podera acontecer por
dois motivos: ou porque numa instrucao de restri¢ao, s\ ¢, todas as alterna-
tivas para prosseguir com a execuc¢ao de s iniciarem com ¢ ou ¢; ou porque,
dada uma acgao de sincronizacao ¢, nao € possivel a evolucao do sistema de
forma a permitir a execucao da accao complementar ¢ de forma a poder ser

aplicavel a regra Sync.
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3.2 Semantica utilizando Conjuntos com

Familias de Equivaléncia

Nesta seccao vamos utilizar a teoria dos cfe’s para a definicao das semanticas
operacional e denotacional de uma linguagem com sincronizacao restrita,

utilizando como dominio a solugao de uma equacgao de dominios sobre cfe’s.

3.2.1 Semantica Operacional

Vamos definir a semantica operacional de L, tomando como codominio a

solugao de uma equacao de dominios sobre o functor

F(Q) = {p:} + Peo(IAct x Q°)

o

onde {p.} e I Act sao cfe’s discretos dados, e os operadores +, x, .° e
P.o(.) sdo os functores definidos na secgao 2.1.

A semantica operacional, denotada por O, tem como dominio Decl x Stat
e como codominio (p €)Pp, o ¢fe solu¢ao (tinica, conforme se viu na secgao
2.1) da equagao de dominios X = F(X), isto é

]P)(') = {pg} + PCO(IACt X IP)((),))

Para tornar a escrita mais leve e os raciocinios mais claros, em alguns
casos, vamos tratar a equagao como uma igualdade sem nos referirmos ex-
plicitamente ao isomorfismo que lhe estda subjacente. Assim, um processo
p € Pp é (representado por): ou o processo nulo p. ou um conjunto com-
pacto (possivelmente vazio) de pares < by, p; >, ..., < b;,p; >, ..., onde, para
cadai=1,2,..., tem-se b; € [ Act e p; um elemento de Pp.

A semantica operacional de L, ¢ obtida com base numa fun¢ao auxiliar
O : Decl x Res — Ppo .

Para aliviar a notagao, sempre que nao houver perigo de confusao iremos
omitir a referéncia ao conjunto (D €)Decl.

Vamos entao comecar por definir Q.
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Definicao 3.2.1 (Base da semantica operacional) Seja O : Res — P

dada por:

—

o Oy(E) =p. onde p. é a sucessio (p. [1]),>( definida por
pe[0] =0
pe[n+1] =p.

Da definicao apercebemo-nos que p. expressa a terminacao normal enquanto
que () expressa a terminacao por bloqueio. Repare-se que apenas as acgoes
internas (b € I Act) contribuem para o resultado. Uma consequéncia desse
facto é que os passos com etiqueta ¢ para os quais nao existir o passo com-
plementar, que podem ser vistos como tentativas de sincronizacao falhadas,
nao deixam qualquer rasto no resultado excepto se nao for possivel executar
um passo com uma acg¢ao interna e, nesse caso, ha um bloqueio.

Para todo n > 0, defina-se P,, = F"({(}}). Para mostrar que Oy estd bem

definida temos de mostrar que:

Lema 3.2.2
(a) Oo(r)[n] € Py, ¥, =20
(b)n(Oo(r)[n + 1]) = Op(r)[n].

Demonstracao As demonstracoes sao feitas por inducao em n.

(a) O caso n = 0 é imediato. Paran+1, se r = E vem Oy(E)[n+1]| = p.
que pertence a P, 1. Se r = s, vem Oy(s)[n + 1] = {(b, Oo(r)[n]) : s LA r}
onde Oq(r)[n] € P, por hipétese de indugao e logo Oy(s)[n+1] € P,41, como

se pretendia demonstrar.
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(b) Paran = 0 é imediato que, pela defini¢ao de a, se tem Gy(Oy(EF)[1]) =
0 = Ou(E)[0] e Bo(Op(s)[1]) = B = Op(s)[0]. Suponhamos verdadeira a
igualdade 3,(Og(r)[n + 1]) = Opy(r)[n], vamos demonstrar, por indugao na
estrutura de r que B,,41(Oo(r)[n + 2]) = Op(r)[n + 1]:

Se r = E tem-se

Brr(Oo(E) [ +20) = fusa(pe) = pe = Oo(E)[n +1].

Se r = s temos dois casos a considerar. No caso em que s bloqueia vem

def.00

Bra1(Oo(s)[n +2]) =" B,11(0) = 0 = Oo(s)[n + 1].

No caso em que s nao bloqueia, vem

Bur1(Oo()n+2)) “E™ B ({(5, Oo(r)n +1]) 1 5 Sp 7})

LB (b (O + 1)t s S 1)
ML (b, Oo(r)[n)) 15 Sp T}

= Op(s)[n+1].
O
Definigao 3.2.3 (Semantica operacional) A semantica operacional
O ‘Csyn — P(’)
é dada por
O(s) = Op(s).
O

Vamos em seguida apresentar dois exemplos do cdlculo da semantica
operacional. O primeiro é um caso muito simples e o segundo envolve uma

sincronizacao.

Exemplos 3.2.4
L. O((br;c) || b2) = (Oo((br; ) || b2)[n])nz0 , com
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Oo((bi;¢) [| b2)[0] = 0

Oo((b1;¢) [| b2)[1] = {(b1, Oo(c || b2)[0]), (b2, Oo(b1; c)[0])) }

b1, Oo(c || b2)[1]), (b2, Oo(br; €)[1]))}

,{(b2, Oo()[0])}), (b2, {(b1, Oo(c)[0])})}
,{(b2,0)}), (b2, {(01,0)})}

b1, O(c || b2)[2]), (b2, On(b1; ¢)[2]))}

ba, Oo(c)[1])}), (ba, { (b1, Oo(c)[1])}) }
(b2, 0)}), (ba, {(01,0)})}

Oo((bisc) | b2)[3 +14] = {(b1, {(b2,0)}), (b, { (b1, O)})},i = 1,2, ...

Oo((by; c) [ b2)[2] =

Oo((b1;¢) | 02)[3] =

—~ o~

2. O((bs; ¢) [I (b252)) = (Oo((by; ) || (b; €))[n])nz0 , com

Oo((b1;c) || (b2;2))[0] = 0
Oo((br;e) | (b2;2))[1] = {(b1, Oo(c || (b2;2))[0]), (b2, Oo((b1; ) | ©)[0])}
{(01,0), (b2,0)}
Ou((br:e) || (b2 = {(b1, Ople || (b2:0))[1]), (b, Oo((br: ) || D))}
= {(bl,{(bm@)}) (b2, {(b1, 9)})}
Oo((bis0) || (b250)[3] = {(b1, Oole || (b2;2))[2]), (b2, Oo((br; c) || ©)[2])}
= {(b1,{(b2, Oo(c [ D)[1])}), (b2, { (b1, Oo(c [ O)[1])})}
{01, {(b2, {(7, Ou(E)[0])} }),
(b2, {(b1, {(7, Oo(E)[0])}) 1)}
{(01, {(b2, {(7,0))}), (b2, {(b1, {(7,0)}) 1)}
Oo((bis0) || (b250))[4] = {(b1, Oole || (b252))[3]), (b2, Oo((br; c) | ©)[3])}
= {(br,{(b2, Oolc [ ©)[2])}), (b2, { (b1, Ou(c | B)[2])})}
{(br, {(b2, {(7, Ou(E)[1])})}),

o~
=
-

(b2, {(b1, {(m, Oo(E)[1)})})}
= {(br, {(b2, {(7, p) )} (b2, {(b1, {(7, ) D}

e para i=1,2,... vem
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Oo((br; ) [| (b2;0))[i +4] = {(b1, {(b2, {(7,p)})}), (b2, { (b1, { (7, p) ) })}-

O

3.2.2 Semantica Denotacional

Vamos agora definir a semantica denotacional de Ly,,,. O dominio semantico,
Pp, que vamos utilizar nesta secgao é ligeiramente diferente do utilizado na
definicao da semantica operacional. A diferenca deve-se ao facto que, para
que a semantica seja composicional, na sua construcao temos de ter em conta
também as acgoes de sincronizagao, pelo que no calculo de Pp vamos utilizar
o conjunto Act = IAct U Sync onde no dominio da semantica operacional
utilizdvamos [ Act. Assim, vamos definir D : Decl x Res — Pp onde (p €)Pp

é o cfe solugao (linica) da equagao de dominios
Pp 2 {p.} + Poo(Act x Pp)

Tal como no caso do dominio da semantica operacional, vamos tratar a
equacao como uma igualdade sem nos referirmos explicitamente ao isomor-
fismo. Nesta seccao, sempre que nao houver perigo de confusao, para aliviar
a notagao, iremos referir-nos a Pp como apenas P.

Antes de introduzirmos a definicao da semantica denotacional propria-
mente dita, é necessario definirmos alguns operadores auxiliares e introduzir-
mos um mecanismo para a atribuicao de significado no dominio semantico
as variaveis de procedimento. Para facilitar a escrita, iremos frequentemente
referir-nos a p[n], n-ésima componente de p, simplesmente por p,. Passemos

entao a definicao dos operadores auxiliares.

Defini¢ao 3.2.5 (Operadores auxiliares)

(a) ® : P x P — P é definido por
(r®q) = (Pn®y,qn) >0, onde o0 operador @,, : P, x P, — P, é definido

por
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ONIEN
v se U= p.,
U@y, V= u se v = pe,

wUJv seuF#p.evFp..

(b) ® : P x P — P é definido por

(pOq) = (pn®nqn)n>0 onde o operador ®_ : P, x P, — P, ¢é definido

por
0,0 =10
o v se U= p.,
u v =
i {(a,2®,B8,(v)) : (a,x) € u} caso contrério.

(c) :P x P — P é definido por
(P®q) = (Pa@,,9n),,>0

onde o operador (D, : P, x P, — P, é definido por
@@0@ — @

u®n+1v = anJrlv U /U‘LnJrlu U u |n+1 v

onde
1 v se u=p;,
u v =
s {(a, 2, B,(v)) : (a,z) € u} caso contrario;
¢

U |1 v =U{(1,20),y) : (¢,z) € u, (C,y) € v}

(d) ® : P x Sync — P é definido por

(p®c) = (pn ®nc)n20

onde o operador ©®, : P, x Sync — P, ¢ definido por
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Pe S€ U = Pe,
U®, ;1€ = _ .
{(a,z®,c) : (a,z) € u,a # c,a #¢} caso contrario.

Estes operadores (&), ®, (D e ® irao ser os correspondentes semanticos dos

operadores sintacticos +, ;, || e \, respectivamente.

Lema 3.2.6 Os operadores ®,®,0) e ®
1. estao bem definidos;

2. sao conservadores.

Demonstragao

1. As provas de que os operadores estao bem definidos sao feitas por
inducao, vamos ver em pormenor os casos do primeiro e segundo operador,

os restantes sao semelhantes.

e (O esta bem definido?

Ora se p, q € P tem-se p,, ¢, € P,, para todo n > 0, logo p,®,,¢ € Py,
pelo que (p®q),, € P, para todo n. Por outro lado, da definigdo de &

temos

Bo((p®q)1) = 0 = (pOq)o
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p f@ ﬂn—i—l(Qn—i—Q) S€  DPn+2 = De,
Bt (PO ny2) = Brs1(Pns2) S€ iz = De,
ﬁn+1(pn+2 U qn+2) nos restantes casos.

ﬁnJrl <Qn+2) S€  DPn+2 = De,
def.Bn
= Bn—l—l (pn—I—Z) S€  Gn4+2 = Pe,
| Ont1(Pnr2) U Bnsa(gne2) 108 restantes casos.
(
n+1 5€  Pn+1 = Pe,
def.Bn&Nota
= \ Pnn € (i1 = P

Pnt+1 U gne1  NOS restantes casos.

= (p®Q)n+l-
e (O estd bem definido?

Em primeiro lugar note-se que se u,v € P,, mostra-se por inducao em
n que u®, v € P, . Resta mostrar que 3,((pOq)n+1) = (pOG)n. Vamos

proceder a demonstragao por indugao em n.

Para n =0 vem
Bo((pOg)1) = 0 = (pOq)o.

Suponhamos a afirmacao verdadeira para n, isto é,

Bu((POQ)nt1) = (PO@)n

que é o mesmo que,
Bn(Pn+10,,419n+1) = Pn®,,qn-

Temos de mostrar que

Grna1(PO@n+2) = (POG)n+1
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ou seja, que

Bt (PO n+2) = Put1O,,, 1 @n+1-

Ora

Bri1 (PO n+2) = Brs1(Pn+20©,, 4 5qn+2)

def.:CDn ﬁn-{—l(Qn-ﬁ-Q) S€  DPn+2 = Pe,
B (U{(b, 20,1 Bnt1(@ns2)) : (b,7) € ppya}) caso contrério.

defBn ) dnt1 S€  Pn+2 = Pe;
U{(0, Bu(20,,, 1qn+1)) : (b, ) € ppia} caso contrario.

hind.&Nota ) Gn+1 S€  Pn+1 = Pe,
{(6,8,(2)®, Bn(Gn+1)) : (b, Bu(x)) € Pny1} caso contrario.

= (Pn+10,,,1qn+1), Porque 3, é sobrejectiva.

Logo se p,q € P entao pOq € P

Nota: Em algumas das igualdades usamos também o facto que p, 0 =

Pe se e 86 se Pyl = P, Visto que,

Dnt2 = De = Bn(pn+2) = Pe = Pn+1, €

Pnt1 = De = Bn(Pnt2) = Pe = Dny2 = De, POrque o dnico elemento

aplicado em p. é o préprio p..

2. Para verificar que os operadores sao conservadores vamos ver em por-
menor apenas o caso de @, pois os outros casos sao semelhantes.
® é conservador?

O caso n = 0 é trivial. Vamos verificar se, para n > 1, se tem

pP=nu

q=,0

} = pOq =, uQU
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Ora, se p =, u e ¢ =, v, pela definicao de =, vem p, = u, € g, = v,.
Logo,

Donde, novamente pela definicao de =,,, vem

pOq =, uQU

Para a fase que se segue vamos ter de introduzir uma camada intermédia
constituida por um conjunto de funcoes definidas de PVar em P que serao
designadas por ambientes. Sao estas funcgoes, que serao controladas pelas
declaragoes D € Decl, que vao atribuir as variaveis de procedimento um

significado no dominio semantico.

Definicao 3.2.7 (Ambientes) O conjunto de ambientes denotado por
(p €)Env é
Env=PVar — P.

O

Agora estamos em condicoes de definir as fungoes auxiliares Dy e ¥Up a

custa das quais definiremos entao a semantica denotacional para Lgyy,.

Defini¢ao 3.2.8 (Fungao denotacional auxiliar)

D; : Res — Env — P é definida por

Dy (E)(p) =pe
Di(a)(p) =a
Dy(x)(p) = p(z)

Di(s15 82)(p) = D1(s1)(p)OD1(s2)(p)

(
(
(

Dy (s1+ s2)(p) = D1(s1)(p)OD1(s2)(p)
(
( p) = Di(s1)(p)DD1(s2)(p)
( )
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Facilmente se verifica que D; estd bem definida. Os trés primeiros casos
sao imediatos e os restantes vém por inducao e pela definicao dos operadores
semanticos.

Como os ambientes sao controladas pelas declaragoes estabelece-se uma
correspondéncia entre as declaragoes e os ambientes. A uma declaracao D :
PVar — GStat fazemos corresponder um ambiente pp : PVar — P que é o

ponto fixo de uma funcao que passamos a definir.

Lema 3.2.9 Seja (p €)Env : PVar — P, e seja Vp : Env — Env definida

por Up(p)(x) = Dy(D(x))(p). Entdo
(a) Up(p)(x) estd bem definida.

(b) Wp € aproximante em p.

Demonstracao

(a) Dado x € PVar tem-se D(z) € GStat C Res e portanto D;(D(x))(p)
¢ um elemento de P.

(b) Pretende-se mostrar que dados dois ambientes 6 e p, se p =, 6 entao

Up(p) Zns1 Up(6). Tem-se que
Up(p) =ni1 ¥p(0) se e s6 se Vo € PVar, Vp(p)(z) =n1 Yp(0)(x)
o que é equivalente a
Va € PVar, Di(D(x))(p) Zn1 Di(D(2))(6). (1)

Ora, p =, 0 se e s6 se Vx € PVar, p(x) =, 0(z), logo supondo verdadeira

a afirmacao
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Vs € Stat, Dy (s)(p) =, D1(s)(6)

Ve € PVar,p(x) =, 0(z N
(2)Vx € p(r) =n 0(z) = { Vg € GStat, D1(9)(p) =nt1 D1(9)(0)

tem-se
Ve € PVar, p(z) =, 0(z) = VYo € PVar,Di(D(x))(p) =n+1 D1(D(x))(0)

o que, atendendo a (1), demonstra o resultado pretendido.

Passemos, agora, a demonstragao de (2) que é feita por indugao estrutural

em s
e Caso s=a: Di(a)(p) defPn a=p.10=Di(a)(h)
de}i’Dl h.ind.

e Caso s=x: Di(z)(p) p(x) =, 0(x) = Di(x)(0)

e Caso s = s1 + s9: como () é conservador e utilizando a hipdtese de

inducao tem-se

Di(si+s2)(p) = Di(s1)(p)ODi(s2)(p)
=1 Di(s1)(0)®Di(s2)(0)
= Di(s1+s2)(0)

com k =n+ 1 se s; e s forem guardados e kK = n caso contrario.

e Caso s = s1;89: como @® é conservador e utilizando a hipdtese de

inducao tem-se

TP Dy (51)(p) 0D (s2) ()

=i Di(s1)(0)ODi(s2)(0)
= D1(31;52)(9)

D (s1582)(p)

onde, tal como anteriormente, kK = n + 1 se s e s, forem guardados e

k = n caso contrario.
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e Caso s = 51 || s2: do mesmo modo que nos casos anteriores, tem-se

Di(si | 52)(p) “E™ Di(s1)(0)DDi (52) ()
=, Di(s1)(0)DD1(s2)(0)
—  Di(s1 | 52)(0)

onde, tal como anteriormente, kK = n + 1 se s e s, forem guardados e

k = n caso contrario.

e Caso s =351\ C

onde, tal como anteriormente, kK = n + 1 se s; e s, forem guardados e

k = n caso contrario. O

O facto de ¥ ser aproximante garante-nos que tem um tnico ponto fixo,
esse ponto fixo, que vamos denotar por pp, é precisamente o ambiente no
qual pretendemos calcular a semantica.

Podemos, finalmente, definir a semantica denotacional para Ly,

Definicao 3.2.10 (Base da semantica denotacional)
Dy : Res — P

¢ definida por
Do(r) = Di(r)(pp)

com pp = fix(Vp).



3.2 Semantica utilizando Conjuntos com
Familias de Equivaléncia 69

Defini¢ao 3.2.11 (Semantica denotacional) A seméntica denotacional
D: Ly, —P

é definida por
D(s) = Dy(s).

Vamos apresentar agora um exemplo da utilizagao desta definicao para
0 mesmo programa que utilizamos no segundo exemplo apresentado para o

calculo da semantica operacional:

Exemplo 3.2.12

D((by; ¢) || (b2;2))) = Du((by; ¢) |
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Facamos p = (b_l)(;)?) eq= (b_;(;) c).

D((bi;c) || (b2;¢))) = pWq = (Pn@D,,qn)n>0
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onde

Comparando com o resultado obtido para a seméantica operacional a
diferenca reside essencialmente no facto de as acgoes de sincronizacao con-

tribuirem para o resultado, mesmo quando nao é efectuada uma sincronizacao.

3.2.3 Equivaléncia entre as Semanticas Operacional e

Denotacional

Nesta sec¢ao vamos mostrar a equivaléncia entre as duas semanticas definidas
para Ly,,. Pelo facto de a semantica denotacional ter de ser obrigatoriamente
composicional tivemos de utilizar para a sua definicado um dominio ligeira-
mente diferente do utilizado para a semantica operacional, por isso nao é
possivel estabelecer a equivaléncia directa O = D, uma vez que na semantica
operacional nao aparecem as acgoes de sincronizacao. Em vez disso vamos
estabelecer uma relacao O = abs oD onde abs é uma “funcao de abstracgao”

que abstrai (“corta”) os ramos a partir do ponto em que contiverem ¢ ou €.

Definigao 3.2.13 (Funcgao de abstracgao) Seja abs : Pp — Po definida

por
abs(p) = (abs,(pn))n>0

com

absy(u) =0
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De S€ U = P,
abs,1(u) =
{(b, abs,(x)) : (b,x) € u,b € [Act} caso contrario.

O

Como nao é possivel efectuar raciocinios indutivos sobre a estrutura dos
programas de Ly, porque falham para o caso das varidveis x € PVar,
vamos precisar de uma funcao, denotada por peso, que atribui um “peso” as
reposicoes. Este peso é um numero natural, que é zero para E e é superior

a zero no caso das instrugoes.

Definigao 3.2.14 (Funcgao peso) A funcao peso : Decl x Res — N é
definida por

|

A funcao estda bem definida. Verifica-se primeiro para o subconjunto G.Stat
onde esta bem definida por indugao na complexidade sintactica e em seguida
verifica-se para o caso geral, novamente por inducao sintactica, onde o tinico
caso que poderia levantar problemas é peso(z) = peso(D(z)) 4+ 1, mas como
D(zx) € GStat tem-se peso(D(x)) bem definido pela primeira parte e logo
peso(x) também estd bem definido.

Vamos também necessitar do seguinte resultado:

Lema 3.2.15

(a,Do(r)) € D(s) se e s6 se s —p 7.
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Demonstracao A afirmacao é equivalente a
(a, Bu(D1(r)(pp)[n + 1]) € Di(s)(pp)[n+ 1] se e s6 se s =p 7,
que é 0 mesmo que
(a,D1(r)(pp)[n]) € D1(s)(pp)[n+ 1] se e s6 se s —p 7.
Vamos entao passar a demonstragao que sera feita por indugao em peso.

e Caso s = a:

N .~ , . 1 e , a
Atendendo a definicao de 7y, a unica possibilidade é termosa —p FE.

Por outro lado, a unica possibilidade para Di(a)(pp) é

Di(a)(pp)[1] = {(a,0)} = {(a, D1(E)(pp)[0])}

Di(a)(pp)ln + 2] = {(a, p:)} = {(a, Dr(E)(pp)[n +1])}

como pretendiamos.

e Caso s = z:

Atendendo a defini¢ao de Zgyp,
x p r<=>D(z) Sp 7
Por outro lado, a unica possibilidade para D;(x)(pp) é
Du(a)(pp)ln + 1] “E7 pp(a)fn + 1]
que, como pp € o ponto fixo de ¥p, é igual a
Dy(D(x))(pp)[n+1]. (1)

Por hipdtese de inducao em peso sabemos que

(a, D1(r)(pp)[n]) € D1(D(z))(pp)[n + 1] se e s6 se D(z) p r
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e logo, por (1),
(a, D1(r)(pp)[n]) € Di(x)(pp)[n + 1] se e s6 se D(x) Sp r
donde, atendendo & definicao de 7y, se obtém
(a,Di(r)(pp)[n]) € Di(x)(pp)[n+1] seesésex 5p r
® Caso S = S1; 52
Da definicao de 7y, temos
S1; S9 p r1;Sg se e s se Sq NN o)
que, por hipdtese de inducao em peso, é equivalente a
(@, D1(r1)(pp)ln]) € Di(s1)(pp)ln+1] (1)
Ora
Di(s1:52)(pp)[n + 1] = (Di(s1)(pp))In + 1O, (D1(s2)(pp))[n + 1]
logo, atendendo a (1) e & defini¢do de ©,_,, vem
(a, D1(r1)(pp)[n]®,D1(s2)(pp)In]) € Di(s1;s2)(pp)n + 1]
o que, atendendo a definicao de Dy, é equivalente a
(a, D1(r1; 52)(pp)[n]) € Di(s1;s2)(pp)[n + 1
e demonstra o resultado.

® Caso s = S + S9

Da definicao de 7y, sabemos que

a ’ a a
S1+ 8 —p rseesdése sy —p rousy —p r
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que por hipétese de inducao em peso é equivalente a

(a, D1(r)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)n + 1]
ou ainda
(a, Di(r)(pp)[n]) € Di(s2)(pp)[n + 1].

Ora

Di(s1+ s2)(pp)[n + 1] = Di(s1)(pp)[n + 1@, 11 D1(s2)(pp)[n + 1]
= Di(s1)(pp)[n + 1] UDi(s2)(pp)[n + 1]

logo
(a,D1(r)(pp)[n]) € Di(s1+ s2)(pp)[n +1].

Note-se que Dy (r)(pp) =p- se e s6 se r = E.

® caso s = s1 || o

Da defini¢ao de 7y, sabemos que

a , a
s1]|s2 —=p 7 seesbése s —p T
a
ou S9 —p T

c c
ou sy —p I e Sy —p 7o

donde por hipoétese de indugao em peso

(@, Di(r1)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)ln+ 1 er=r sz (1)
ou (a,D1(r2)(pp)[n]) € Di(s2)(pp)[n+ 1 er=s1 | r2 (2)
ou (¢, Di(r1)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)[n + 1]
e (¢, Di(r2)(pp)[n]) € Di(s2)(pp)[n + 1]
er=ry| r. (3)
Sabemos que
Di(s1 || s2)(pp)[n+1] = Di(s1)(pp)n + 1D, DPi(s2)(pp)[n + 1]
= Di(s1)(pp)[n + 1[4 P1(s2)(pp)[n + 1]
U Di(s2)(pp)ln + 1]|[,,41P1(s1)(pp) [0 + 1]
U D1 (s1)(pp)[n+1] |ns1 Di(s2)(pp)n + 1.
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Para o caso (1) vem,

(@, D1(r1)(pp)[n]®, D1(s2)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)[n+1]|[,,,1P1(s2)(pp) [n+1]
er=ry | s

logo
(a, Di(r1 || s2)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)[n+1][|,,41Di(s2)(pp)[n+1] e r =11 || 52
isto é

(a, D1(r)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)n + 1|[,, 41 P1(s2)(pp)[n + 1.

Para o caso (2) a demonstragao faz-se de modo anélogo.

Para o caso (3) vem,

(7, D1(11)(pp) [n]@, D1(r2)(pp)[1]) € Di(s1)(pp)[n+1] i1 Di(s2)(pp)[n+1]
er=ry| r

logo
(7, D1 (r)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)[n + 1] [n41 Pis2)(pp)ln + 1]
como pretendiamos.

e Casos=3s1\¢

Da definicao de 7y, sabemos que
si\c Sprseesése s —p reacc
logo, por hipétese de inducao em peso
(a, Dy (r)(pp)[n]) € Di(s1)(pp)ln+ 1] e a# cc
e pela definicao de ©,,

(@, Di(r)(pp)[n]©,0) € Pi(s1)(pp)ln + 1O, ¢
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Como
Di(s1\ ¢)(pp)[n + 1] = Di(s1)(pp)[n + 1O, ¢
tem-se
(a, D1(r)(pp)[n]®,¢) € Di(s1\ ¢)(pp)[n +1]
e logo
(@, Dy(r \ ¢)(pp)[n]) € Di(s1\ ¢)(pp)[n + 1]
o que termina a demonstracao. O

Teorema 3.2.16 O = abso D.

Demonstracao Temos de mostrar que para todo r € Res tem-se Oy(r) =

abs o Dy(r). A demonstracao serd feita por indugao em peso.

e Casor = FE:
OO<E) = Pe

— abs o p.
= abso D1(E)(pp)
= abso Dy(E).

e Casor = a:

Temos duas situacgoes a considerar. Se a € [ Act vem

Oo(a) = (_)Oo(a)[n])nzo
— abso a
= abso Di(a)(pp)
= abs o Dy(a).

Se a € [ Act temos
OQ(CL) = @
—absoa

= abso Dy(a)(pp)
= abso Dy(a).
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o Casor = uz:

Oo(z) = (Oo(x)[n])nx0
= (por definicdo de Tyy,,)
(Oo(D())[n])n=0
= Oo(D(x))
= (por hipétese de indugdo em peso)
abs o Dy(D(z))
= (por definigdo de Dy)

abs o Di(D(x))(pp)
= (porque pp é ponto fixo de ¥p)

abs o pp(x)
= (por definigdo de Dy)

abso Dy (x)(pp)
= (por definigao de Dy)

abs o Dy(x).

e Caso r = s1; So:
Oo(s1; 82) = (Oo(s1; 52)[”])n20
e abso Dy(s1;52) = ((abso Dy(s1 + s2))[n])n>o0-

Vamos mostrar por inducao em n que

(Op(s1;52)[n]) = (abs o Dy(s1;s2))[n] para todo o n > 0,
isto é,

(Op(s1;82)[n]) = (abs, o Do(s1; $2)[n]) para todo o n > 0.

Oo(s1;552)[0] = 0
= absy o Do(s1; s2)[0]

Consideremos agora o caso n + 1. Por um lado temos,
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00(81; 82)[71 -+ 1]

Por outro lado,

{(b, Oo(r)[n]) : s1;80 >p 1}
(por definigao de Tyyy,)
{(b, Oo(r1;59)[n]) : s1 —p 11}

(por hipétese de inducdo em n)

{(b, (abso Dy(r1: s2))[n]) : s1 2p 11}

(por definigdo de Dy&abs)

{(b, abs, o (D1 (11 89) (pp))[n]) = 51 2p 71}

(por definigao de Dy)

{(b, abs, o (D1(r1)(pp)®OD1 (52) (pp))[n)) : 51 2p 1}

)
(por definigao de ®)
{(b, abs, o (D1(r1)(pp)[n]®, D1(s2)(pp))[n] :

b
51 —D 7’1}~

abs,110Do(s1;82)[n+1] = absyy1 0 Di(s1;82)(pp)[n + 1]
)

= (por defini¢ao de D;
absp+10 ((D1(s1)(pp)OD1(s2)(pp))[n + 1]
= (por defini¢do de )
@bsnsr 0 {(0,20, 0a(D1(2) (o)) [ + 1))
(a,2) € Di(s1)(pp))[n + 1]}
= (por defini¢do de f,, & lema 3.2.15)
abspy1 0 {(a, 20, Di(s2)(pp))n]) :
S| op Tiex= Di(r1)(pp))[n]}
= absys10 {(a, Di(r1)(pp))[n]®, Di(s2)(pp))[n]) :
S1 i>D 7“1}
= (por defini¢ao de abs)
{(b, abs, o (D1(r1)(pp))[n]®,Di(s2)(pp))[n))) :
S1 LD r1eb e [Act},

como pretendiamos.

e Casor = s; + s9: Temos
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Oo(s1 + s2) = (Op(s1 + s2)[n])n>0
e absoDy(sy + s2) = ((abso Dy(s1 + $2))[1n])n>o0-
Vamos mostrar por inducao em n que
(Oo(s1+ s2)[n]) = (abso Dy(s1 + s2))[n] para todo o n > 0,
isto é,
(Op(s1 + s2)[n]) = (abs, o Dy(s1 + s2)[n]) para todo o n > 0.
Oo(s1+$2)[0] = 0
= absy o (Dy(s1 + $2)[0]).

Oo(s1+ 82)[n+1] = {(b,Op(r)[n]) : 514 55 >p 7}
= (por definicao de Tyyn)
{(b, Oo(r)[) : 51 =0 71}
U
{6, Oo(ra)[n)) : 55 = 72}
= (por definigao de Oy)
Oo(s1)[n + 1] U O(s2)[n + 1]
= (po hipétese de inducao em peso)
(absn 11 0 Do(s1))[n + 1] U (abs,i1 0 Do(s2))[n + 1]
= (por defini¢do de abs)
absn11 0 (Do(s1)[n + 1] U Dy(s2))[n + 1])
= (por definicao de Dy)
absn i1 0 ((D1(s1)(pp))n + 1 U (Di(s2)(pp)) [0 +1])
= (por defini¢ao de ()
absp41 0 ((D1(s1)(pp)ODi(s2)(pp))[n + 1]
= (por definicdo de Dy)
abspt1 0 (D1(s1+ s2)pp)[n + 1]
= (absoDy(s1 + s2))[n + 1].

e Casor = s || sa:
Temos Og(s1 || s2) = (Oo(s1 || s2)[n])n>0
e abso Dy(sy || s2) = ((abso Dy(s1 || 52))[n])n>0-
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Vamos mostrar por inducao em n que
(Op(s1 || s2)[n]) = (abso Dy(s1 || s2))[n] para todo o n > 0,
isto é, (Oo(s1 || s2)[n]) = (abs, o Do(s1 || s2)[n]) para todo o n > 0.

Oo(s1 || s2)[0] = 0
= absg o (Dy(s1 || $2)[0]).

Oo(s1 || s2)fn+1] = {(b,Oo(r)[n]) = 51 || 52 2p 7}
= (por defini¢ao de Tyy,,)
{(b,00(r1 || s2)[n]) : 51 —p 11}
U
{(b,00(s1 || r2)[n]) : 52 —p 12}
U
{(1,O0(r1 || r2)[n]) : 51 D 71 € 59 N ro}
= (por hipétese de inducao em n)
{(b, (abs o Dy(ry || s2))[n]) = 51 —p 1}
U
{(b, (abs o Dy(sy || r2))[n]) = s2 —p 72}
U
{(7, (abso Dy(r1 || 72))[n]) : 81 =p 11 € 82 —p 12}
= (por defini¢ao de D& abs)
{(b, (abs, o (D (1) (pp)[N®, Di(s2) (pp)[n]) 51 p 71}
U

{(b, (absy © (D1 (51)(pp) M@, D1 (r2)(pp)[n]) : 52 p 72}
U

{(7, (abs,, o (D1(r1)(pp)[n]®, Di(r2)(pp)[n]) :

c c
S| —p Tl €Sy —p Ta}.

Por outro lado tem-se,
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absui10Do(sy || s2)[n+ 1] =

absp+1 0 Di(s1 || s2)(pp)[n + 1]

= (por defini¢ao de Dy)

absp+1 0 (D1(s1)(pp)DD1(s2)(pp))n + 1]
(por definigao de (1))
absp41 0 (D1(s1)(pp)[n + 1,11 D1(s2)(pp)[n + 1])
(por definicao de (), , , & abs)
abspi1 © (D1(s1)(pp)[n + 1] [[nt1D1(s2)(pp)[n + 1])
U
absp+1 0 (D1(s2)(pp)[n + 1] |[as1D1(s1)(pp)[n + 1])
U
abspi1 © (D1(s2)(pp)n + 1] lns1 Di(s1)(pp)[n + 1])
(por definigéo de ||1+1& |nt1)
bsuss o ({(a, 20,50 (Da(52) (000 + 1]):

(a,x) € Di(s1)(pp)[n + 1]}
U
absn+1 0 ({(a, 2D, 3,(D1(s1)(pp)[n + 1]) :

(a,x) € Di(s2)(pp)[n + 1]}
U
absp+1 0 ({(7,2@,y) : (¢,x) € Di(s1)(pp)[n + 1]

e (¢,y) € Di(s2)(pp)ln + 1]}
(pelo lema 3.2.15)
b1 0 ({(a, 20, Bu(Da(52) (0) 1 + 1))

s1 —p 11,2 = Di(r1)(pp)[n]}
U
bsuss o ({(a, 20,50 (Da(51) (000 + 1]):
sy —p T2, = Di(rs)(pp)[n]}

U
abspi1 o ({(7,2,y) : s1 Sp 71, So A To,

xr = Dl(Tl)(pD)[n]}, Yy = Dl(TQ)(pD)[n]}
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= (por defini¢ao de ()
absni1 0 ({(a, D1(r1)(pp)[P]®, Di(s2)(pp)[n]) :

S1 i>D T}
U
absp+1 0 ({(a, D1(r2)(pp)[n]®, D1(s1)(pp)[n]) :
52 i’D T2}

U
abs, 1 0 ({(7, D1(r1)(pp)[n|D, D1(r2)(pp)[n]) :

c c
S1 —p T1,52 —D 7“2}-

O que aplicando a definicao de abs da
absnt1 0 Do(s1 || s2)[n + 1] = {(b, D1(r1)(pp)[n]®,D1(s2)(pp)[n]) :
S1 LD r1,b € TAct}
@)

{(0, Di(r2)(pp) (M@, D1 (s1)(pp)[n]) -
So LD Tg,b € IACt}
U

{(7, D1(r1)(pp) [n]®, D1(r2)(pp)[n]) -

c c
$1 —7p T1,82 —D 7“2}
como pretendiamos.

e Casor =s\ ¢
Oo(s\ ¢) = (Oo(s\ ¢)[n])nz0
e abso Dy(s \ ¢) = ((abso Dy(s\ ¢))[n])n>0-

Vamos mostrar por indugao em n que

(Oo(s\ ¢)[n]) = (abs, o Dy(s \ ¢)[n]) para todo o n > 0.

Oo(s\ 0)[0] =
= absyo (Dy(s\ ¢)[0]).
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Oo(s\)n+1]= {(b,0y(r)[n]) : s\ ¢ >p 1}
= (por definicao de Ty, b € I Act)
{0,000\ )+ s Sp 7}
= (por hipétese de indugdo em n)

{(b, abs, o Dy(r \ ¢)[n]) : s LA r}.

Por outro lado temos

abspi10Do(s \ ¢)[n+1] = abs,1 0 Di(s\ ¢)(pp)[n + 1]

= (por defini¢do de Dy)

@bsnr © (D1 (3)(pp)OC)m + 1]
= (por defini¢ao de ©)

abspt1 0 {(a,z®,c) : (a,z) € Di(s)(pp)[n + 1],

a # ¢, ¢}

= (pelo lema 3.2.15)

@b 0 {(a, Dy(P)(pp)[l®,e) 5 S 1,0 # 6,7}
= (por defini¢iio de D;)

absi1 0 {(a, Di(r\ ¢)(pp)[n]) 1 s =p ra#c.c}
= (por defini¢do de Dy)

@b 0 {(a, Do(r\ O)n)) 5 Sp 10 # )
= (por defini¢io de abs)

{(b, abs, o Do(r\ A)n]) : s >p r}

como pretendiamos.

Com isto finalizamos a demonstracao. O
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3.3 Semantica utilizando coalgebras

Nesta secgao vamos utilizar automatos sob a forma de codlgebras e definir
operagoes andlogas as existentes na linguagem L, como operacoes entre
autématos (coalgebras para um functor apropriado). Com base nessas ope-
ragoes entre autématos e na existéncia de uma coalgebra final vamos definir
a semantica denotacional da linguagem. A semantica operacional é também
definida & custa do morfismo na coalgebra final, mas para um sistema baseado

nas transigoes de Zgyy,.

3.3.1 Dominio semantico

Uma das vantagens da abordagem coalgébrica é que a categoria de base, na
qual os funtores estao definidos, é a categoria dos conjuntos e nao a dos Cfe’s.

Em particular, os dominios que vamos utilizar sao pontos fixos do functor

H(Q) = {p:} + Prin(A x Q)

onde A é um conjunto de accoes que serd I Act no caso da semantica opera-
cional e Act no caso da seméantica denotacional.

Dada a sucessao de conjuntos (U, )n>,, definida por

Uy = {0}

Un+1 = H(Upn) = {pe} + Prin(A X Uy)
e as funcoes

Bo : Uy — Uy a nica funcao possivel e

6n+1 - H(ﬂn) : un+2 - un—l—l

onde
ﬁnJrl (pE) = Pe

Prnr(X) = {(a, Bu(u)) : (a,u) € X}

define-se o seu limite

U= {(Un)nzo . vn Up € Z/{n € Up = 5n<un+1)}
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Relativamente aos elementos de U iremos utilizar as notagoes u = (up,)n>0 €
u[n] = uy,.

Consideremos em Set a coalgebra (U, §) com
E:U— {p}+ Prin(AXU)

onde
§(pe) = p-
£(u) = {(a,v) : ¥n (a,v[n]) € uln + 1]}.
Usamos u | para denotar {(u) = pe, isto é u | se e s6 se u =p.= (p.

7))o onde p. [0] = @, p. [n+ 1] = p.. Escrevemos u —— v se e s6 se

(a,v) € &(u).

Definicao 3.3.1 (Finitamente ramificado) Dado X C U diz-se que X ¢

finitamente ramificado se

£(u) =p- ou

Veu, 4 € X =

O

Assim, o conjunto vazio, (), é finitamente ramificado e se todo o elemento
da familia X;(i € I) é finitamente ramificado entdo U;c;X; é finitamente

ramificado.

Definicao 3.3.2 (Dominio T) O conjunto T é o maior subconjunto de U

finitamente ramificado. O

A coalgebra final que nos interessa é definida com base em £ mas apenas

sobre os elementos finitamente ramificados.

Definigcao 3.3.3 ¢: T — {p.} + Prin(A x T) é definida por
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Teorema 3.3.4 O par (T,.) € uma codlgebra final para o functor H(Q) =

Demonstracao Temos de provar que para todo o par (Q,¢) com ¢ :
Q — {pe} + Prin(A x Q) existe um tnico morfismo f : (Q,¢) — (T,u).
Vamos estruturar a demonstracao em quatro pontos: definimos a funcao f,
mostramos que esta bem definida, provamos que é um morfismo de coalgebras

e por fim que é Unico.

1. Definimos f : @ — T por

2 se ¢ lg
fla) { q= (5 n])n>0 se @(q) Srin A X Q

onde ¢ [0] =0, ¢ [n+ 1] ={(a, f(p)[n]) : (a,p) € ¢(q)}.
2. Para mostrar que f esta bem definida temos de verificar que

(a) ¢e U. Para isto temos de ter:

—

i. ¢ [n] € U,, para todo o n.
q0]=0 €Uy
q [n+ 1] Cpiy A X U, por hipdtese de indugao, logo
q n+1] € Uy,

para todo o n

ﬁ.@xah%+ﬂ)=ahﬂ
Bo(q [1]) =

<] =

[0]
Bur1({(a, f(p)[n+1]) : (a,p) € ¢(9)})
= {(a,8.(f(P)[n+1])) : (a,p) € (q)}

= (por hipétese de indugao)

{fa,f(p)hﬂ) :(a,p) € ¢(q)}

= ¢ [n+1]
(b) f(Q) C T, istoé, f(Q)={f(q):q€ Q} éfinitamente ramificado.

Bup1 (4 [n+2))



3.3 Semantica utilizando coalgebras 87

B preciso provar que Yy, £(f(q)) = p- ou &(f(q)) Crin A X f(Q).
Se £(f(q)) = pe nao ha nada a demonstrar.

Suponhamos que f(q) :E#pz Primeiro vamos mostrar que se
tivermos 5L> u em U, entao existe p € @) tal que ¢ an, pe
u=f(p).

Mas, se g% isto é equivalente a dizermos que para todo o n
tem-se (a,u[n]) eq [n + 1]. Por outro lado, da defini¢ao de q
[n+ 1], sabemos que existe p,, tal que ¢ ——4 p, e uln] = f(pn)[n].
Ora, os elementos (a,pi), ..., (a,pp), ... pertencem todos a ¢(q).
Como ¢(q) ¢ finito, pelo menos um dos elementos py, ..., Py, ..
aparece infinitamente repetido, chamemos p a esse elemento. E
facil ver que qualquer que seja n tem-se u[n| = f(p)[n]. (Porque se
uln+1] = f(p)[n+1] entdo uln] = By (uln+1]) = Ba(f(p)[n+1]) =
f(p)[n] por definigao de U.) Isto implica V,, u =, f(p), logo
u = f(p) porque U é separado. Segue-se que

£(4) = {(a, J(0) * (.)€ S(@)}.
logo é finito porque ¢(q) é finito e estd contido em A x f(Q).

3. Vamos agora mostrar que f : (Q,¢) — (T,¢) é um morfismo de
coalgebras. Para tal, temos de verificar que o diagrama seguinte, onde
f* denota H(f), comuta

Q ! T
| i
{pe} + Prin(A x Q) = {pe} + Prin(A x T)
Para o caso ¢(q) = p- temos f*(¢(q)) = f*(p:) = pe e, por outro lado,

—

f(q) =p- o que implica ¢(f(q)) = ¢(p-) = &(p-) = pe.

Paraocasogb()CAthemo f*(o(q) = {( f(p)) : (a,p) € d(q)}
e, por outro lado, (f(q)) = &(1) = {(a,u) :0- u} = {(a, f(p)) :
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q —4p} ={(a, f(p)) : (a,p) € d(q)}.

. Falta-nos mostrar que f é tnico, isto é, se g : (Q,®) — (T,:) for um

morfismo entao g = f. Consideremos o diagrama

Q z T

q |

(-} + Prin(A x Q) —L= {(p.} + Prin(A X T)

Para 0 caso ¢(q) = p temos g*(¢(q)) = p.. Logo «(g(q)) = pe, donde
9(q) —p.= f(q) como pretendiamos.

No caso em que ¢(q) C A x () sabemos que

() se (a,p) € ¢(q) entdo ¥V, (a,g(p)[n]) € g(q)[n + 1J;

(i) se Vyo(Vn (a,v[n]) € g(q)[n + 1]) entao existe p tal que (a,p) €
¢(q) e v =g(p).

Assim,

Por outro lado se ¢(q) C Ax @ temos que f(q) —¢. Vamos mostrar por
indugao em n que ¥, ¥y, g(g)[n] =4 [n], o que implica que g(g) =4=
f(p), como pretendemos.

Para n = 0 temos V,, g(q)[n] =0 =q [0].

Para n + 1 vem

Vg, 9(@)n+1] = {(a,9(p)[n]) : (a,p) € d(q)}

= {((1, f(p) [n]) : (a,p) S ¢(q)} (por hipétese de inducao)
= fl@)[n+1] (por definicao de f(q)).

Com isto fica completa a demonstracao. O
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3.3.2 Modelos e Operacgoes

Os modelos a considerar, para a defini¢ao da semantica de Ly, sao autématos
M definidos por um par (@, ¢) em que @) é o conjunto de estados e ¢ é uma

funcao, designada por dinamica do autémato, que tem tipo

¢:Q — {p:} + Prin(Act x Q);

isto é, dado um estado ¢, ¢(¢) = p- ou ¢(q) Ty Act x ). No primeiro
caso estamos perante uma terminagao e no segundo caso ¢(q) é o conjunto
dos pares (a,q') tais que é possivel transitar de g para ¢’ tendo como acgao
observavel a.

Vamos utilizar a seguinte notacao,
¢ =41 (a,p) € 6(q);

q Lo 0(q) = pe.

De seguida define-se, sobre os sistemas do tipo M = (Q, ¢), operagoes
correspondentes as existentes entre os processos da linguagem em estudo,
L. Iremos seguir as notacoes usuais para os conjuntos e seus elementos:
a € Act,b € [ Act e ¢ € Sync. Vamos utilizar o simbolo V para denotar um
estado final.

Accao
M, = ({*,V}, ¢,) onde ¢, é definida por

(1) % —=4, ¥
(2) Vg

Composicao paralela

Dados M = (Q,¢) e N = (P, 1), a sua composi¢ao paralela é

M||N=(QxPo| )
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em que ¢ || ¢ é definida por

(1) (q¢,p) lgjy seeséseqly eply

2) q—4q p——y P
(¢,p) —sjv (¢, 0)

q——sq

3
) (4,0) ——sjw (¢,D)

a /
(4,0) —¢lw (¢,7)

Restricao

Dado M = (Q, ¢) e c € Sync, M restringido a c é
M\c=(Q,0\0)
em que ¢ \ ¢ é definida por
(1) plee seesése plg

@) ? —4q, ad{ce}
P4 g

Soma

Dados M = (Q,¢) e N = (P,¢) a sua soma é

M+N=((Q+{v}) x (P+{V}),¢+1)

em que ¢ + ¢ é definida por
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(1) (V,p) Loty seesésep |y

(2) (q,V) Ly seesdseqly

(3) (¢,p) lg+y seesbéseqly eply

q—4q
(4) —
(¢,0) — ot (¢, V)

a /
(5) Pl
(¢,0) — ¢4 (V, 1)

Composicao sequencial
Dados M = (Q,¢) e N = (P,1) a sua composi¢do sequencial é

M;N = (Q x P, ¢;¢)

em que ¢; é definida por
(1) (g,p) Lo seeséseqly eply

a /
(2) p a—>1/1 p
(Q7p) o (q7p/)

se qlg

a /
q—¢4

¥ (¢,0) == (¢, D)

3.3.3 Semantica operacional

As codlgebras que vamos utilizar para a construcao da semantica operacional
sao definidas sobre o functor H introduzido na seccao 3.3.1, onde se mostrou
também que existe uma coalgebra final para o functor. Dada uma coalgebra-

H definida com base no sistema de transicoes que apresentamos em 3.1 com a
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designacgao 7, a semantica operacional ¢ obtida através do inico morfismo
dessa codlgebra na codlgebra final. Para a semantica operacional o conjunto
de accoes que nos interessa considerar na definicao do functor H é I Act. O
dominio da semantica operacional é o conjunto T, solugao tinica da seguinte

equacao de dominios
To = {pg} + me(]ACt X To)

como se viu na seccao 3.3.1.

Assim, consideremos a codlgebra final (Tp, o) em Set, com
to 1 To = {pe} + Prin(IAct x To).
Associada a Ty, esta a coalgebra (Decl x Res, () em que (g € dada por
Csyn  Decl x Res — {p:} + Prin(LAct x Decl x Res)

Csyn<E) =Pe

Com() = {(b,7) 15 —>p 7}
Como ¢ usual, omitimos a referéncia a D € Decl sempre que nao haja perigo
de confusdao. Como os elementos de {p.} e Ppin(IAct X Decl x Res) sao
facilmente identificdveis abreviamos (0, p.) e (1, {(b1,71)...(bn,7,)}) para p. e
{(b1,71)...(bp, )}, respectivamente.

Ora, como (Te, tp) é final, existe um tinico morfismo
Oy : (Decl x Res, (syn) — (To, o)
onde Oy : Decl x Res — T é dado por

t ser=F
00(7’)2{ -

t ser =s

CcOom

t [0]=10
T n+1 = {(b,0o(r)n]) : s —=p ).

Estamos agora em condigoes de definir a seméantica operacional.
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Defini¢ao 3.3.5 (Seméantica operacional) A semantica operacional
O[.]: Lsyn — To

¢ dada por

3.3.4 Semantica denotacional

Nesta secgao iremos definir a semantica denotacional a custa de operacoes
sobre sistemas da forma M = (Q,¢). Na definicio do dominio semantico
temos necessidade de considerar também as acgoes de sincronizagao, de forma
a preservarmos a composicionalidade. Assim, o dominio da semantica deno-

tacional é a solucao da equacgao de dominios
Tp = {pa} + me(ACt X Tp),

onde, como sabemos, Act = [ ActU Sync e consideramos a seguinte codlgebra
final em Set, um caso particular de ¢, introduzida em 3.3.1, em que o conjunto

das acgoes é Act
lp T’D — {pg} + szn(ACt X TD)

Para aliviar a notagao, nesta seccao, iremos utilizar ¢ em vez de tp e T em
vez de Tp sempre que nao houver perigo de confusao.
Antes de introduzirmos a semantica denotacional é necessario definirmos

alguns operadores auxiliares

Defini¢ao 3.3.6 (Operadores auxiliares)
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(a)Associada a acgao a temos M, = (T,, ¢,) onde T, = {*, V}. Definimos
a fungao @ como o tnico morfismo (T,, ¢,) — (T, ) cuja existéncia e

unicidade estd assegurada pelo facto de (T,:) ser final.

Assim, (@) é a unica funcao que satisfaz

B De se gba(l‘) v
(@) = { (@ @) : (a,9) € 6a(®)} 5 Gu(x) C Prin(A x T.).

Deste modo temos que

(i) «(@(V)) = p- pelo que, atendendo & defini¢éo de ¢, vem @)(V) =p. .

(ii) (@(*) = {(a,@(V))} = {(a,p-)} pelo que, atendendo & definicio
de ¢, temos @(x) =a= (@ [n])nso com a [0] =0, a [1] = {(a, D)}
e a [n+2] = {(ap.)}.

(b)Associada a restrigao, para todo o ¢ € Sync definimos a operagdo ®°
como o tnico morfismo ®: (T, ) \ ¢ — (T, ).
Assim, ®“: T — T ¢é a tinica funcao que satisfaz

o se v\ c(t) = pe
e { {(a, () : (a,t) € e\ e(t)} s\ e(t) C Prin(A X T)

Logo,
cr - se t :}75
o) = { u= (U [n])pso caso contrario
onde u [0] = 0;
u [n+1] = {(a, (O())[n]) : (a,u) € 1\ c(t)}

(c)Associada a soma (T, )+ (T, ) = ((T+{V}) x(T+{V}), +¢), definimos

a opera¢ao () como o unico morfismo @ : (T,¢) + (T,¢) — (T, ¢).
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Assim, @ : (T+{V}) x (T + {Vv}) — T satisfaz

) P se (t+ 1) (u,v) = p.
(O = { {(a, W’ @®V) : (a, (u,v")) € (t +¢)(u,v)} caso contrério.

Deste modo temos que

— —

o = { P se (v +¢)(u,v) = p.
2= (2 [n])n>0  se (t+¢)(u,v) € Prin(AXx (T+{V}) x (T+{V}))
onde 2 [0] =0, 2 [n+1] = {(a, (W®V)[n]) : (a, (W, v") € (t+1)(u,v)}.
(d)Associada a cada uma das operagoes bindrias op € {;, ||} com

topt : T X T — {p-} + Prin(A x (T x T)),

definimos a operacao como o tnico morfismo
(T, ¢)op (T, 0) — (T, 0).
Assim, (») : T x T — T satisfaz

Pe se (Lopt)(2,y) = pe
Hz@y) = {la,uev) : (a, (u,0) € (vopr)(x,y)}
se (topt)(z,y) C Ppin(A x (T x T))

Deste modo temos que

.T‘y _ { ZZ se (Lopb)(ili,y) = De
2= (2 [n))zo e (topt)(w,y) C Pran(A x (T x T))

onde 2 [0] = 0, 2 [n+ 1] = {(a, (u@W)[n)) : (a, (u,v)) € (Lopi)(x,y)}.

|

Como anteriormente, as declaragdes D(€ Decl) controlam os ambientes

que, neste caso, sao definidos por (p €)Env = PVar — T.
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Definicao 3.3.7 (Fungao denotacional auxiliar) O operador
Dy : Res — Env— T

é definido por

onde op € {+,;, ||} e a= (@)nzo com a [0] =0, a [1] = {(a,0)}, @ [n+2] =
{(a,p:)} o

A uma declaracao D : PVar — GStat fazemos corresponder um ambi-
ente pp : PVar — T. Vamos supor aqui que essa correspondéncia pode ser
estabelecida, e relegamos para um apéndice no fim desta seccao a construgao
do ambiente pp a partir da declaracao D. Podemos pois considerar que pp

é uma funcao de PVar em T, como se pretendia.
Definicao 3.3.8 (Base da seméantica denotacional)
Dy : Res — T

é definida por
Dy(r) = Di(r)(pp)

com pp = fix(Vp). O

Podemos, finalmente, definir a semantica denotacional para Ly,

Defini¢ao 3.3.9 (Semantica denotacional)

D:Lsyy,—T
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¢ definida por

Exemplos 3.3.10

—

L. D(a) = Di(a)(pp) =a= (a)uzo com a [0] = 0, a [1] = {(a,0)},
a [n+2] = {(a.p.)}

2. D((a;¢) \ ¢) = Di((a;¢) \ ¢)(pp)
= O Di(a; ¢)(pp)

=%z
onde
z[0]=0 w [0] =0
f[l] = {(a,0)} w fn+1] = {(a, 0)}.
A=l 0)3)}
 [n+3] = {(a,{(c,p-) ) };

Apéndice: Construcao do ambiente pp associado a declaragao D

O ambiente pp ird ser construido como o ponto fixo de determinada funcao.
O calculo do ponto fixo ird ser feito na categoria dos cfe’s com as funcoes
conservadoras, Cfe. Comecemos por notar que o conjunto U (e por con-
seguinte T) pode ser encarado como um cfe separado (mas nao completo)

com a relacao de equivaléncia =,, definida por

Vuweru U =p U & Uy = Up.
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Com esta estrutura de cfe, U é solucao da equagao
UZA{p}+ Poo(AXU)

sendo portanto isomorfo a Pp (ver secgao 3.3.2) se considerarmos o conjunto
de acgoes Act. O primeiro passo é verificar que os operadores definidos na
sec¢ao 3.3.4 sao conservadores, com o conjunto T, = {*, V} visto como um

cfe discreto.
Lema 3.3.11 Os operadores assim definidos sao conservadores.

Demonstragao Vamos ver em pormenor apenas o caso da soma, os restantes
casos demonstram-se de modo analogo.

Pretende-se verificar que se u =, s e v =,, t entao u@v =, s®t. Para
n = 0 o resultado é trivial. Para n > 1 temos duas situacoes a considerar:

Caso u®v =p. tem-se ¢ + t(u,v) = p. pelo que ou t(u) = ¢(v) = p. ou
u =V e t(v) = p. ou vice-versa. Como u =, s e v =, t, no primeiro caso
tem-se também (s) = «(t) = p. e no segundo caso s = V e (t) = p. ou
vice-versa. Em qualquer das situacgoes vem ¢ + 1(s,t) = p. e logo s(Ot :}Z,
como pretendido.

Caso u®v = ((uGv)[k])r=0, com (u@v)[0] = 0, (u®v)[k+1] = {(a, (W©OV)[K]) :
(a, (W', v") € t+1(u,v)}, temos de mostrar que (u@v)[n| = (s@t)[n], ou seja,
que {(a, (W©V)[n —1]) : (a, (W', V) € v+ t(u,v)} = {(a, (S©O)[n —1]) :
(a,(s',t')) € t4+1(s,t)}. Ora, pela definigao de t+¢, se (a, (uv/,v")) € t+1(u,v)

estamos num dos seguintes casos:
(1) (a,u') € t(u) e v =V,
(ii) (a,v") € t(v) e/ = V.

Sem perda de generalidade vamos supor que estamos no primeiro caso, e
portanto (a,u'[n — 1]) € u[n]. Por outro lado, como u =, s < u[n] = s[n],

logo (a,u'[n — 1]) € s[n] o que implica que (a,s’) € u(s) com §'[n — 1] =
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W'[n — 1] & ¢ =, u/, donde, por hipétese de indugao, (§@OV)[n — 1] =
(W'®V)[n — 1] e, portanto, pela defini¢ao de ¢, (a,(s',V)) € ¢ + ¢(s,t) logo
(a, (S®V)[n —1]) € s®t[n] o que, atendendo ao que vimos, é 0 mesmo que
(a, (W'®v")[n—1]) € s®t[n] (note-se que neste caso v’ = V). Do mesmo modo
se mostrava que todo o (a, (s'®t")[n — 1]) pertencente a s@t[n] também per-

tence a u@v[n. O

O passo seguinte é estender os operadores de T a U = Pp. Isto é feito
pelo processo bem conhecido de extensao por continuidade, dado que U é o
fecho topoldgico de T.

Considerando um ambiente auxiliar Envg,, = PVar — Pp, que é com-
pleto e separado porque PVar e Pp o sao, calculamos o ponto fixo de
Up @ Envee — Envg, que, em principio, seria pp : PVar — Pp mas

iremos provar que Yz, pp(z) é finito por isso pp(x) € T.

Lema 3.3.12 Seja (p €)Envgy, = PVar — Pp tal que Envgy, () = Envg,, ()
para todo o x € PVar e seja Dygus : Res — Envgy, — Pp tal que Dygus (1) =
Dy (r) para todo o r € Res.

Define-se Vp : Envg, — Enve, por Yp(p)(x) = Digu(D(x))(p).
Entao

(a) Vp(p)(x) estd bem definida.

(b) ¥p é aprozimante em p.

Demonstragao E feita do mesmo modo que na semantica com cfe’s. Vamos
ver apenas alguns casos de (b).
Pretende-se mostrar que dados dois ambientes 6 e p, se p =, 6 entao

Up(p) =nt1 Yp(0). Tem-se que
Up(p) =ni1 Yp(0) & Vo € PVar¥p(p)(x) =pi1 Yp(0)(2)

& Vo € PVar,Dy(D(x))(p) =ns1 D1(D(x))(0). (1)
Ora, p =, 0 & Vo € PVar, p(z) =, 0(x).
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Supondo verdadeira a afirmacao

Vs € Stat, Dy (s)(p) =, Di(s)(0)

2)Wx € PVar,p(x) =, 0(x N
(2)vz € p(z) () = { Vg € GStat, D1(g)(p) =nt+1 Di(g)(0)

tem-se
Vo € PVar,p(z) =, 0(x) = Vo € PVar,Dy(D(z))(p) =n+1 D1(D(x))(0),

visto que D(x) € GStat o que, atendendo a (1), demonstra o resultado
pretendido.

Falta apenas a demonstragdo de (2) que, tal como no caso dos cfe’s, é
feita por indugao estrutural em s. Vamos ver apenas o caso da soma e da

restricao.

e Caso s = s1 + s9: Como (¥ é conservador vem

def_.D1

Di(s1+ s2)(p) D1 (s1)(p)OD1(s2)(p)

=r Di(s1)(0)®Di(s2)(0)
= Di(s1+s2)(0)

com k =n+ 1 se s; e s forem guardados e kK = n caso contrario.

e Caso s =51\ ¢

onde, tal como anteriormente, kK = n + 1 se s e s, forem guardados e

k = n caso contrario. O
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Como V¥ p é aproximante, sabemos pelo teorema 2.1.18 que tem um ponto
fixo, o ambiente em que estamos interessados, que serda denotado por pp.
Vamos entao mostrar que este ponto fixo pertence a T verificando que é um

elemento finito.

Lema 3.3.13 Fuazendo pp = fix(Vp) tem-se

Vo € PVar, pp(z) € T

Demonstracao Sabemos que pp = fiz(Vp), logo

Vx € PVar ,OD(iE) = \IJD(PD)(QS) = Dlaux(D(I))(pD)

Temos de verificar que Vo € PVar Diuu.(D(z))(pp) € finito. Vamos demon-
strar por indugao estrutural em D(x)(€ GStat)

e caso D(x) =a: Digu(a)(pp) :E, logo ¢ finito;

o caso D(z) = g\ ¢ : Diaal(g\ ¢)(pp) = ©Di(g)(pp), onde por
hipétese de indugao D1 (g)(pp) é finito, logo, pela definicao de ®° tem-
se ®“D1(g)(pp) finito.

Os restantes casos demonstram-se de modo analogo. O

3.3.5 Equivaléncia entre a semantica operacional

e a semantica denotacional

Tal como acontecia no caso das semanticas com cfe’s, nao é possivel estabe-
lecer uma equivaléncia directa entre a semantica operacional e a semantica
denotacional. Temos de aplicar primeiro a D uma funcao que elimine os

ramos a partir do ponto em que contenham acgoes de sincronizacao.



102 3 Semantica de uma linguagem com sincronizagao restrita

Defini¢ao 3.3.14 (Funcgao de abstracgao) Seja abs : Tp — To definida
por abs(?) = (absn(?n))nzo onde
abso(?o) =

absn-‘rl (?n—&—l) = {

—

De se  tny1= Pe,
{(b, abs,(u) : (b,u) €tn+1,b € IAct} caso contrario.
O

Vamos precisar ainda de alguns resultados auxiliares que apresentamos

de seguida.
Lema 3.3.15 u®V =VOu=u

Demonstracio Se u(®V =p., pela defini¢ao de @, é porque t+u(u, V) = ps,
logo ¢(u) = p. e serd, necessariamente, u —p., como se pretende.
Caso contrario, u®V =2 com
Z00]=0 = ul0]
1] = {(o @@ : (a @,0) € 0+ o, 7))}
= (por definicio de ¢ + ¢)

{(a, (W'©®V)[n]) : (a, ) € e(u)}

= (por hipétese de inducao em n)

{(a,v'[n]) = (a,v) € v(u)}
= un+1],
atendendo a que t(u) = {(a,u’) : ¥, (a,u'[n]) € u[n + 1]}.

O caso V®u demonstra-se de forma analoga. O

Lema 3.3.16 +(D(s)) = {(a,D(r)) : s — 1}

Demonstracao Vamos fazer a demonstracao por inducao em peso.

e Caso s = a,
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= {(a,v) : ¥ (a,v[n]) € Di(a)(pp)ln + 1]}

(por defini¢ao de D)

{(a,v) : ¥, (a,v[n]) ca [n + 1]}
(por definicao de E)

{(a,p2)}

(por definigao de D)

{(a,D(E))}

(por definicao de Tsyn)

{(a,D(r)) : a 2> 71}

e Caso s = z, da definicao de 7, sabemos que

= {(a,v) : ¥u(a, v[n]) € Di(x)(pp)[n + 1}

(por definicdo de D)

{(a,v) : Vu(a,v[n]) € pp(z)[n + 1]}

(porque pp é ponto fixo ¥p)

{(a,v) : Vy(a,v[n]) € D1 (D(x))(pp)[n + 1]}
(por definicdo de ¢ e D)

u(D(D(z)))

(por hip6tese de indugao em peso)

{(a,D(r)) : D(z) — 7}

(por definicao de '];yn)

{(a,D(r)) : x 1}

UD(s1+s2)) = {(a,0):Vu(a,v[n]) € D(s1 + s5)[n + 1]}

= (por definicio de D)
{(a,v) : Vu(a, v[n]) € (D(s1)@D(s2))[n + 1]}
= (por defini¢io de ()
{(a,v) : Vn(a, vln]) € {(a, (z©y)[n]) :
(a,(z,y)) € 1+ 1(D(s1), D(s2)) }}
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= (por definicao de ¢ + L)
{(a,v) : Vp(a,v[n]) €
({(ar, (z©V)[n]) : (a1, 2) € «(D(s1))}
U{(az, (VOY)[n]) : (az,y) € t(D(s2))})}
= (por hipétese de inducao em peso)
{(a,v) : Vu(a,v[n]) € ({(ar, (D(r)®V)[n]) : 51 = 11}
U{(az, (VOD(r2))[n]) = 52 = 12})}
= (pelo lema 3.3.15)
{(a,v) : ¥u(a,v[n]) € ({(a1, D(r1)[n]) : 51 = 11}
U{(az, D(ra)[n]) : s5 = 12})}
= (porque v E T)
{(ay,D(r1)) : 51 11}
U{(az, D(r2)) : 59—+ 19}
= (por definigao de 'Zgyn)
{(a,D(r)) : 51 + 59 — 1}

e Caso s = s1 || s2, temos

(D(s1 | 52))

= {(a,v) : Vula,v[n]) € D(sy || s2)[n + 1]}
= (por definicdo de D)
{(a,v) : Vu(a, v[n]) € (D(s1)OD(s2))[n + 1]}
= (por definicao de (D)
{(a,v) : Vu(a,v[n]) €
{(a, (z@y)[n]) : (a, (x,y)) € ¢ [| (D(s1), D(s2))}}
(por definigao de L@L)
{(a,v) : Vy(a,vin]) €
{ (7, (@@y)[n]) : (¢, z) € (D(s1)), (€,
U{(a1, (2@D(s2))[n]) : (a1, z) € (D(s1))}
U{(az, (D(s1)@y)[n]) : (a2, z) € «(D(s2))})}
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= (por hipétese de inducao em peSO)
{(a,v) : Vu(a,v[n]) € i
({(m. (D(r))@D(r2))[n]) : 51 — 71,80 — 72}
U{(ar, (D(r))@D(s2))[n]) : s1 = 71}
U{(az, (D(s1)@D(r2))[n]) : 52 = 12})}

= (porque v E ']T)
{(7,D(r)DD(rs)) : 81 — 11,50 —> T}
U{(ay, D(r))@D(s2)) : 51 — 11}
U{(ag, D(51)DD(r2)) : 55 — 1y}

= (por definigio de D e Ty,)
{(1,D(ry || 72)) : 51 == 11, 89 — 13}
U{(a1,D(r1 || s2)) : 51 — 11}
U{(az, D(s1 || r2)) : s2 == 12}
= (por definicio de T,,,)
{(a,D(r)) : 51 || 52 — 7}

Os casos em que s = $1;82 € § = 51 \ ¢ demonstram-se de modo anédlogo. O

Teorema 3.3.17
O =absoD

Demonstracao Temos de mostrar que, para todo o r € Res tem-se O(r) =

abs o Dy(r). Vamos fazer a demonstragao por indugao em peso:
Caso r = E, O(E) =p.= abs o D1(E)(pp) = Do(E).

Caso r = a, temos de considerar duas situagoes distintas:

—

Sea = b(€ [ Act) vem O(b) —p= abs(b) = absoD;(b)(pp) = absoD(b).

Se a = c¢(€ Sync) vem O(c) :5: abs(c) = abs o Dy(c)(pp) = abs o
D(c).
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Caso r = x, temos

O(z) = O(D(x))
= (por hipdtese de indugao)
abs o D(D(z))
= (por defini¢io de D)

abs o D1(D(x))(pp)

= (porque pp é ponto fixo de ¥p)
abs o pp(z)

= (por defini¢io D;)

abs o Dy(x)(pp)
= (por definicio de D)
abs o D(x).

Caso 7 = s1 + S92, temos de verificar que para todo o n se tem
O(s1 + s2)[n] = abs o D(s1 + s2)[n].

Para n = 0 vem, O(s; + $9)[0] = 0 = abs o D(s1 + s2)[0].
Para n 4+ 1 vem,

O(s1 + s)[n+1] = {(b,00)[n]) : 81 + 85 — 7}
= (por definicao de 'Z;yn)
{(b1, O(ro)l]) = 51 = 1}
O{(b2, O(ra)[n]) : s = 72}
= (por hipétese de indugao em peSO)
{(b1, abs, o D(r1)[n]) : s1 R r}
U{(ba, abs,, o D(rs)[n]) : sq L2, T}

Por outro lado, tem-se,



3.3 Semantica utilizando coalgebras 107

(abs o D(s1 + $2))[n + 1]

como pretendiamos.

= abspi10D(s1+ s9)[n+ 1]
= (por defini¢io de D)

abs,+1 0 Di(s1 + s2)(pp)[n + 1]

= (por definicao de D1)

= absyy10 (Di(s1)(pp)DDi(s2)(pp))[n + 1]
= (por definigio de ()

abs, i1 0 ({(a> (ul®vl)[n] :
(a, (v, v)) € ¢+ u(Di(s1)(pp), Di(s2)(pp))}
(por definigao de ¢ + L)
abspi1 o ({(ar, (u®V)[n] : (a1,u) € L(Di(s1)(pp))}
U{(az, (VOV)[n] : (az,u) € «(Di(s2)(pp))})
(pelo lema 3.3.15)
absni1 0 ({(ar, uln] : (a1,u) € «(Di(s1)(pp))}
U{(az,v[n] : (az,u) € «(D1(s2)(pp))})
(por definigao de D)
absni1 0 ({(ar, uln] : (a1,u) € «(D(s1))}
U{(az,v[n] : (a2,u) € «(D(s2))})
(por definigao de abs)
{(b1, abs,(uln)) : (by,u) € L(D(s1))}
U{(ba, abs,,(v[n])) : (ba,u) € t(D(s2))}
(pelo lema 3.3.16)
{(by, abs,(D(r)[n]) : 51 —5 ri}
U{(ba, abs, (D(rs)[n])) : 52 2 1},

Caso r = s1; s9, temos de verificar que para todo o n se tem

O(s1; 52)[n] = abs o D(sq1; s2)[n].

Para n = 0 é trivial.

Para n 4+ 1 tem-se, por um lado,
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O(Sl; 82)[” + 1] =

Por outro lado,

{(b,0()[n]) : 5138 =1}

(por definicao de Tsyn)

{(b,O(ry; $2)[n]) : sy — 1}

(por hipétese de inducdo em n)

{(b, (abs 0 D(r; 52))[n]) : $1 —= 1}

(por definigao de D, abs)

{(b, absu(Dy(r1; 52) (pp)[n]) = 51— 71}
(por definicao de 'Dl)

{(b, abs,. (D1 (1) (pp)ODi(s2) (pp))n]) = 51— 71}
(por definicao de 'D)

{(b, abs,(D(r))OD(s2))[n])) : s1 —= 1}

(abs 0 D(s1;82))[n+ 1] = abspy1(D(s1;s2)[n + 1])

como pretendiamos.

= (por defini¢io de D)
abs,11(Di(s1582)(pp)[n + 1))
= (por defini¢ao de D1)
absni1((D1(s1)(pp)OD1(s2)(pp))[n + 1])
= (por defini¢ao de D)
absy 1 ((D(s1)OD(s2))[n + 1])
= (por defini¢do de @)
absn1({(a, (wOv)[n]) : (a, (u,0)) € 1;¢(D(s1), D(s2))})
= (por definigao de ¢; L)
absnst ({(a, (WOD(s2))[n]) : (a, ) € L(D(s1))})
= (pelo lema 3.3.16)
absn 1 ({(a, (D(r)OD(s2)[n]) : 51— 11}
= (por defini¢ao de abs)

{(b, absy(D(r)OD(s2))[n))) : 51 — 11}
O
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3.4 Comparacgao entre as semanticas definidas
utilizando cfe’s e as definidas utilizando

coalgebras

Nesta seccao vamos estabelecer duas equivaléncias entre as semanticas obti-
das utilizando cfe’s e as semanticas obtidas utilizando codlgebras. Vamos
utilizar o indice . sempre que nos referirmos as fungoes obtidas pela técnica
dos cfe’s e o indice .,q; quando nos referirmos as funcgoes obtidas pela técnica
das codlgebras.

O primeiro resultado é um teorema que estabelece a igualdade entre as

semanticas operacionais obtidas por cada um dos processos.

Teorema 3.4.1
che = Ocoal

Demonstracao A primeira funcao semantica operacional que definimos,
Ocel.] : Loyn — P, é dada por Oce[s] = Oce(s); e a segunda funcao
Ocoat] -] : Loyn — T é dada por O[s] = O(s). Temos de mostrar que dados
Octe : Lsyn — P e Oppur : Lsyn — T se tem, para todo o r € Res, Oce(r) =
Ocoar(r). Ora isto é imediato pois no caso r = E temos Ogpu(F) —p.=

che(E> ¢ para o casor =S temos
Ocoal(s)[o} = @ = che(S)[O].

e para n+1

Oroat(8)[n + 1] = {(b, Ouout(r)[1]) : 5 = 7}
= {(b, Octe(r)[n]) : s —= 1}
= Octe(s)[n + 1],

onde a segunda igualdade é obtida por hipdtese de inducao em n. O
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Em seguida apresentamos um resultado que relaciona as semanticas deno-
tacionais obtidas por cada um dos processos. Trata-se de uma consequéncia
quase imediata do teorema anterior e das relagoes estabelecidas entre as

semanticas operacional e denotacional nas duas sec¢oes anteriores.

Corolario 3.4.2

abscfe o Dcfe = abscoal o Dcoal

Demonstracao Sabemos, pelo teorema 3.2.16, que Oce = abScre © Dese €,
pelo teorema 3.3.17, que Ocoqr = abScoar © Devar, pelo que atendendo ao re-

sultado do teorema 3.4.1, o resultado é imediato. O

Na definicao com base em cfe’s, embora os métodos utilizados sejam
muito semelhantes aos das técnicas métricas, evitam-se algumas construcoes
de ponto fixo e as demonstracgoes sao quase todas feitas por inducao o que
simplifica muitos dos processos.

E interessante verificar que ambas as semanticas operacionais sao obtidas
directamente do sistema de transi¢oes sem ser necessario recorrer a resultados
de ponto fixo.

Na definicao coalgébrica das semanticas mostrou-se como os operadores
semanticos podem ser definidos coalgebricamente em vez de o serem por uti-
lizagao de técnicas de ponto fixo. Os dominios utilizados com esta técnica sao
mais intuitivos porque usam as poténcias finitas (Py;,) em vez das poténcias
compactas (P,,) usadas na abordagem com cfe’s.

Para a semantica denotacional nao fizemos uma abordagem coalgébrica
pura, introduzimos uma técnica métrica, para o calculo do ambiente pp asso-
ciado a declaragao D, embora estejamos convencidos que seria seria possivel
fazer uma abordagem pura. E um assunto que podemos vir a explorar de

futuro.



Capitulo 4

Semantica de uma linguagem

com mobilidade

A mobilidade é um conceito chave na computacao distribuida e nas lingua-
gens concorrentes orientadas para objectos. Podemos distinguir dois tipos
diferentes de mobilidade. Num, designado por paradigma de primeira ordem
(ou passagem de nomes), sao as ligagoes entre os processos que sdo alteradas
dinamicamente num espaco abstracto de processos ligados entre si, como
exemplos temos as ligagoes de hipertexto que podem ser criadas, passadas a
outro e eliminadas; as ligacoes entre telefones celulares e a rede de estacoes
base que vai-se alterando a medida que o telefone é levado de um local para
outro; nos sistemas orientados para objectos, as referéncias podem ser pas-
sadas como argumentos na invocagao de um método. No outro, designado
por paradigma de ordem superior (ou passagem de processos), S0 0s proces-
sos que se movem num espago abstracto de processos ligados entre si. Por
exemplo, um bloco de cédigo pode ser enviado através de uma rede e ser cor-
rido no seu destino; nos sistemas orientados para objectos, um procedimento
pode ser passado como um argumento na invocacao de um método. Nesta
categoria estao o calculo-y e o CLM, entre outros. Tanto conceptualmente

como matematicamente a passagem de nomes é mais simples que a passagem

111
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de processos e pensa-se que a passagem de nomes poderd ser suficiente para

modelar as comunicagoes em que hé passagem de processos.

O nossa abordagem a mobilidade vai limitar-se ao paradigma de primeira
ordem cujo representante principal é o célculo-w. O calculo-7 é uma extensao
da algebra de processos CCS (Calculus of Communicating Systems) de Mil-
ner [Mil89], desenvolvida nos anos 80 por R. Milner, J. Parrow e D. Walker
[IMPW92], com o objectivo de expressar o comportamento de sistemas com
mobilidade. Trata-se de um modelo mateméatico para descrever processos
cujas interligagoes sofrem modificacoes a medida que os processos interagem.
O célculo-m tem a particularidade de os seus canais (ou portas) de comu-
nicagao serem identificados por nomes e as computacoes consistirem, sim-
plesmente, na comunicacao de nomes de canais através dos canais de ligacao.
Intuitivamente, os nomes representam a capacidade de aceder ao canal, um
processo ao passar um nome x a outro processo é como se lhe passasse uma
ligacao ao canal x. Um nome (uma ligagao) pode ser do conhecimento geral
ou pode ser privado e ter um ambito restrito a um ou mais processos. A
possibilidade de reconfigurar as ligagoes (mobilidade) é alcangada pelo facto
de que quando um processo transmite para o exterior um nome x que era
conhecido apenas localmente, o processo que recebe esta informacao adquire
a capacidade de comunicar pelo canal privado x. Esta capacidade de re-
configurar as ligacoes entre os processos permite utilizar o cédlculo-m para
modelar linguagens orientadas a objectos [Wal95], e para codificar comu-
nicagoes de ordem superior [San92]. Contudo esta capacidade de alterar
dinamicamente o alcance dos nomes locais levanta problemas novos quando
se pretende estender ao calculo-m as técnicas desenvolvidas para dlgebras de
processos [Len98, AC98|. Tém surgido varias versoes de semanticas denota-
cionais para o calculo-m nomeadamente em [Bal00] e em [Sta96], esta ultima
referéncia foi uma das que inspiraram este trabalho. O facto de os nomes
serem transmitidos durante as interacgoes conduz ao aparecimento de duas

familias distintas de semanticas dependendo da intuicao operacional sobre
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as acgoes de entrada ([FMQ95, MPW93]). O acto de efectuar a entrada e
a escolha do nome recebido podem ser considerados como um tnico evento
atémico — perspectiva precoce (early) — ou como dois eventos conceptual-
mente diferentes — perspectiva tardia (late). Uma terceira abordagem ¢ a
seguida por Milner em [Mil99] com base em abstracgoes (abstractions) e con-
cretizagoes (concretions). No nosso trabalho vamos adoptar uma perspectiva
semelhante a esta tultima, embora menos marcadamente sintactica e baseada

num modelo coalgébrico.

Neste capitulo comecamos por apresentar a sintaxe do célculo-m, algu-
mas defini¢oes bésicas e o dominio semantico que iremos utilizar nas secgoes
seguintes. Sao entao definidas uma semantica operacional e uma semantica
denotacional para o céalculo-m, com base em coalgebras. Prova-se a equiva-
léncia entre as duas semanticas no caso fechado. Terminamos mostrando que
o nucleo de equivaléncia das semanticas coincide com a bissimilaridade forte,
no caso fechado, e com a congruéncia forte no caso aberto. Para o estudo
vamos considerar uma versao monadica (é passado apenas um nome em cada
comunicagao) e sincrona do célculo-m, baseada na definigdo das expressoes
de processo apresentada em [Mil99], que inclui as operagoes de soma, com-

posicao paralela, restricao e replicacao.

4.1 Sintaxe do Calculo-7 e definicoes basicas

Assumimos que existe um conjunto infinito enumerdvel de nomes, N, que
representam todas os canais de comunicacao e também as variaveis e os dados
a transmitir. Os elementos de A serao denotados por a,b,...,z,v, 2, ... Os
prefixos de acg¢ao m representam ou o envio de uma mensagem ou a recepgao

de uma mensagem ou ainda uma acg¢ao interna.

Definicao 4.1.1 (Prefixos) Sejam a,x € N. Os prefixos de ac¢ao 7 definem-
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se por
m == afx) (saida)
a(xz) (entrada)

T (accao interna)

O prefixo de saida, a(x), corresponde ao envio do nome x pelo canal a.
O canal pode ser visto como uma porta de saida, denota-se por a, e x como
a informacao enviada. O prefixo de entrada, a(x), corresponde a recepgao de
um nome arbitrario, z, pelo canal a e x funciona como um parametro formal
que sera substituido pelo nome z recebido. A acg¢do interna 7 representa
uma comunicagao interna ao processo, correspondendo a um envio e recepgao

sincronos (simultaneos) de uma mensagem (nome).

Definigao 4.1.2 (Processos) Seja = € N. O conjunto (P €)Proc das

expressoes de processo 7 é definido por

P =0 (nulo)
w.P (prefixo)
P+ P (soma)
P|P  (composigao paralela)
(vz)P (restricgao)
'P (replicagao)

O processo nulo, 0, é um processo que nao pode efectuar nenhuma accgao.
O processo na forma prefixa, 7. P, corresponde a efectuar a acgao associada
ao prefixo 7 e prosseguir como P ou, no caso de o prefixo ser de entrada,
a(x), apés a recepgao do nome, digamos z, prosseguir como o processo obtido
de P por substituicao do nome x pelo nome recebido, z. A soma, P+ (), dos

processos P e () representa um agente que pode evoluir como P ou como @),
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é, portanto, uma escolha nao determinista. A soma é comutativa, associativa
e tem como elemento neutro o processo nulo, propriedades estas que serao
incluidas na congruéncia estrutural. A composicao paralela, P|Q, consiste
na execucao em paralelo de P e (). Os componentes P e () podem actuar
de forma independente ou podem comunicar entre si, sincronizando-se se um
deles efectua uma saida e o outro uma entrada pelo mesmo canal de comu-
nicagao, dando origem a uma accao interna. A composicao paralela também
é comutativa, associativa e tem como elemento neutro o processo nulo; tal
como para a soma, estas propriedades serao tidas em consideracao mais adi-
ante na definicao de congruéncia estrutural. A replicacao, ! P, representa a
capacidade de criar um numero ilimitado de “cépias” de P que sao execu-
tadas em composicao paralela com !P. A replicagao junto com a passagem
de nomes como mensagens fornece a este calculo todo o poder das defini¢oes
paramétricas explicitas, que utilizam equacoes recursivas, e tem a vantagem
de simplificar consideravelmente a teoria.

A ocorréncia de um nome x num processo diz-se ligada se aparece numa
das formas (vx)P ou a(x).P, caso contrario diz-se livre. Em ambos os casos
o ambito da ocorréncia ligada é o processo P. O conjunto dos nomes que
ocorrem ligados num processo P denota-se por lg(P) e o conjunto dos nomes

que ocorrem livres num processo P denota-se por (v(P).

Defini¢ao 4.1.3 (Nomes livres de um processo) Para todo o processo

P, o conjunto dos nomes livres de P, denotado por lv(P), define-se indutiva-

mente por
lv(0) = 0;
lo(z(y).P) = {x,y} Ulv(P);
lo(z(y).P) = {z} U (lo(P) = {y});
)=

7.P) = lv(P);
Pop Q) =lw(P)Ulv(Q), op € {+,[};
((ve)P) = lv(P) — {z};

lo(P).

lv

(
(
(
lv(
(
(
(

(lP) =
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Os nomes ligados de um processo podem ser também definidos indutiva-

mente.

Definigao 4.1.4 (Nomes ligados de um processo) Para todo o processo
P, o conjunto dos nomes ligados de P, denotado por lg(P), define-se induti-

vamente por

1g(0) = 0

lg(Z(y).P) = lg(P);

lg(z(y).P) = {y} Ulg(P);

lg(r.P) = lg(P);

lg(Pop Q) =1g(P)Ulg(Q), op € {+,[};
(
(!

O

Um nome que nao ocorra livre num processo designa-se por nome novo
ou nome fresco.

Chamamos conversao-a a técnica de, num processo, trocar um nome
ligado por um nome novo. Dois processos P e () dizem-se equivalentes-c e
escreve-se P =, () se cada um pode ser obtido do outro por conversao-c«, um
nome de cada vez.

Uma substituigdo é¢ uma funcao 6 : N' — N tal que 6(x) # = apenas para
um numero finito de nomes. Se 6(z;) = y; para 1 <i < n e #(x) = = para
todos os outros nomes, escrevemos 6 como {yi/x1,...,yn/x,}. Note-se que
uma permutagao ¢ um caso particular de uma substituigao.

A aplicacao de uma substituigdo a um processo P, que se denota por P
ou P{y1/x1, ..., yn/xn}, é asubstituigdo simultanea em P de todas ocorréncias
livres de x; por y;, para 1 < i < n, efectuando conversoes-«, se necessario,
para impedir que algum dos nomes y; se torne ligado em P. Deste modo, se
aplicarmos a substituicio 6§ = {y/x} ao processo P = a(z).b(y).0, que usual-

mente se representa apenas por P = a(z).b(y), obtém-se P8 = a(y).b(y).
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Mas se pretendermos aplicar a mesma substituicdo a (vy)P uma vez que y
ocorre agora ligado, temos de efectuar primeiro uma conversao-a de forma a
que o y introduzido por § nao seja capturado pelo mecanismo de ligagao (vy).
Deste modo, em primeiro lugar efectuamos uma conversao-a conveniente,
por exemplo (vz)a(z).b(z), e s6 depois aplicamos a substituicio obtendo
(v2)a(z).b(z))0 = (v2)aly).b(z). Para simplificar a escrita, sempre que nio
houver perigo de confusao, um processo P.0 serda denotado simplesmente por
P.

A semelhanca do que acontece no cédlculo-\, nao queremos fazer distincao

entre processos que diferem apenas por conversao-a.. Por exemplo, conside-

ramos iguais os processos a(x).P e a(z).P{z/x} onde z ¢ lv(P) — {x}.

4.2 Dominio Semantico

Recentemente as coalgebras tém vindo a ser consideradas adequadas para
descrever a semantica de sistemas dinamicos; nesse processo tem particular
interesse a existéncia de codlgebras finais. Nesta sec¢do vamos apresentar
uma coalgebra final para um functor apropriado que descreve a dinamica do
sistema em estudo — o calculo-w. Comecamos por apresentar o functor base
para a construcao do dominio com que vamos trabalhar e os sistemas de
passagem de momes, que sao as coalgebras de conjuntos nominais para esse
functor. Em seguida construimos, em varios passos, uma coalgebra final, D,
para esse functor, que serda o dominio semantico no qual iremos interpretar

o calculo-.

4.2.1 Sistemas de passagem de nomes

Relembremos aqui o endofunctor, definido na categoria dos conjuntos nomi-

nais, introduzido e estudado na seccao 2.2:

F(Q) = Prin(Q + (N x N x Q) + (N x Q) + (N x QY))
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onde QV é o conjunto das funcées de A em Q de suporte finito. Note-se que,
de acordo com o que vimos atras na seccao 2.2, se () é um conjunto nominal,
F(Q) também o é. Este serd o nosso functor principal, a custa do qual se
construird o dominio semantico para o Calculo-.

Consideremos agora o endofunctor que constitui a base de F"
Fo(Q) = Q+ W x N x Q) + (N xQ¥) + (W x QY)

Este functor descreve o tipo das transicoes do sistema que iremos considerar.
A primeira componente corresponde a uma acg¢ao interna; a segunda ao envio
de um nome por um canal; a terceira ao envio de um nome privado por um
canal e a quarta a recep¢cao de um nome por um canal; esta interpretacao
serd tornada mais clara mais adiante. Iremos utilizar a seguinte notagao para

os elementos de Fy(Q):
1,q) serd denotado por g;
2,a,z,q) serd denotado por (@, z, q);

(
(
(3, a,e) serd denotado por (@, e);
(4, a,t) serd denotado por (a,t).
)

Temos que F(Q) = Prin(Fo(Q)).

Definigao 4.2.1 (Sistema-pn) Um sistema de passagem de nomes, ou sim-
plesmente sistema-pn, é um par (@,€) onde @ é um conjunto nominal e
£:0Q — F(Q), com F o functor acima referido, é um morfismo de conjuntos

nominais. O

Os sistema-pn serao usualmente definidos por um sistema de transicoes eti-

quetadas, utilizando a seguinte notacao:

p—Tq & qel(p)

p ¢ (2)q & (@,2,q) € E(p)
p-"ee & (Ge)€p)
p-Set e (at) €E(p)
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O simbolo ¢ em indice serda omitido sempre que for evidente, pelo contexto,
. . o o~ T N ~
qual o sistema envolvido. Uma transicao p — ¢ corresponde a execucao de
~ . a . a
uma acgao interna; p — (x)q ao envio do nome x pelo canal a; p — e a
uma continuacao e parametrizada por um nome novo a enviar pelo canal a;
a . ~ , ~
p — t a uma continuagao t que é funcao do nome a receber pelo canal a.
De acordo com o exposto na subseccao 2.3.2, vamos apresentar a relagao
de bissimulacao para o functor F' utilizando a notacao que acabamos de

introduzir.

Definigao 4.2.2 (Relagao de bissimulagao para sistemas-pn) Sejam
P e Q sistemas-pn. Uma relagao binaria R C P x @) é uma bissimulacdo se

R é simétrica e pRq implica
Lp—p = 30— d&/R{
2. p == (o) = 3pq— (2)q &pRq
3.p—5e = Juq-5 &Y, e(z)Re(z)

4. p -5t = Fpq -t &V, t(x)RH(2)

4.2.2 Construcao do limite

Seja (U, )n>0 & sucessao de conjuntos nominais

Uy = {®}§
Uiy = F(U,).

O conjunto Uy é um conjunto nominal com o.0) = (). U, é um conjunto
nominal e uma acgdo em U, 11 é 0.X = {o.x : z € X}, para X € U1 =
FU,). A aplicacao de o a elementos de U,, 1 estd bem definida por inducao;

paran € N tem-se o.n = o(n) e para f : N — U,, (o.f)(n) =o0.(f(c71.n)).
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Conclui-se facilmente por inducao que, para todo o n, temos U,, C U, ;.
Para n = 0 temos Uy C U, pela definicao de F e, assumindo que U,, C Uy, 11,
como F' é monétono (secgao 2.2.6) temos F(U,) C F(Up41) que é 0 mesmo

que Z/{n-l-l g un+2-

Seja (B,)n>0 & sequéncia de morfismos de conjuntos-1II definida do seguinte

modo
Bo : Uy — Uy é 0 inico morfismo possivel e

ﬁn+1 :un+2 - un+1 é F(ﬁn)

Assim,

B (X) = F(Ba)(X) = {Bn(q) - q € X}
U

{@,2,8.(q) : @ ,q) € X}
U

{@Broe): (@e) € X}

U

{(a,B,0t): (a,t) € X}.
As funcoes [, sao todas sobrejectivas, pois (3 é definida sobrejectiva e 3,1 =

F(B,) onde F é um functor, logo preserva a sobrejectividade.

Obtém-se assim uma cadeia

Uy L v Py, P

Define-se U, como o limite de (U, ),>0, dado por:
U, = {(Un)nzo DV Up € Up € Uy = Bn(tngr)}-

Relativamente aos elementos de U, iremos utilizar as notagoes 4 = (up)n>0
e un| = uy,.

Podemos estender a estrutura de conjunto-Il a U, fazendo o.4 =
(0.U[n])p>0. Com efeito, tem-se 1.4 = (L.4[n|)n>0 = (Un])nso = 4 e

0.(0.1) = 0.(0.1[n])n>0 = (0.(0.U[n]))n>0 = (0 0 0).1u[n|)p>0 = (0 0 0).4.
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O conjunto U, nao é um conjunto nominal, embora os U, o sejam, uma

vez que contém muitos elementos que nao sao finitamente suportados.

Lema 4.2.3 Um elemento © € U,, € finitamente suportado se, e so se, a
sequéncia dos suportes sup([0]), sup(d[l]), ..., sup(u[n]), ... € constante a par-
tir de determinada ordem, isto é, existe um k tal que, sup(ulk]) € finito

e, para todo o p, sup(ulk + p|]) = sup(u[k]). Neste caso tem-se sup(d) =
sup(ulk])

Demonstracao Comecemos por verificar que a sequéncia dos suportes é
nao decrescente. Ora, sup(d[n]) = sup(a,(d[n + 1])) C sup(id[n + 1]) visto
que «, ¢ um morfismo de conjuntos-II. E facil verificar que um conjunto
X C N, nao necessariamente finito, suporta 4 se, e sé se, X suporta cada
um dos u[n]. Logo, a unidao dos sup(@[n]) é o menor conjunto que suporta
u. Assim, sup(@) é finito se, e 86 se, a sequéncia dos suportes é constante a
partir de determinada ordem e, neste caso, a sequéncia estabiliza no menor

conjunto que suporta w, isto é, no sup(«). O

Vamos denotar por U o conjunto nominal dos elementos de U, com su-
porte finito.

Para todo o n > 0 define-se a fungao projeccao pr, : U — U,, por pr, (1) =
u[n]. Para cada n, a projec¢ao pr, : U — U, é um morfismo de conjuntos-II

uma vez que pr,(u7) = 4’[n] = d[n]7 = pr,(d)°.

E também facil concluir
que pr,, = (3, o pr,+1 para todo o n.

Para n menor que k, define-se By, : Uy — U,, por Br, = Bn o ... 0 Br_1.

Lema 4.2.4 Sejau e U ek > 0.

(a) Seja v € Uy com v € Uk + 1]. Entao existe U € U tal que U[k] = v e

para todo o n, ¥[n| € U[n + 1].

(b) Seja (a,z,v) € N XN xUy com (a,z,v) € ulk+1]. Entao existe v € U

tal que Ulk] = v e para todo o n, (a,z,v[n]) € u[n + 1].
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(c) Seja (@, f) € N x Uy com (@, f) € iilk+1]. Entdo existe e € UV tal que

prroe = f e para todo o n, (a,pr, oe) € un+ 1].

(d) Seja (a, f) € N x Uy com (a, f) € ii[k+1]. Entdo existe t € UV tal que
prrot = f e para todo o n, (a,pr,ot) € i[n+ 1].

Demonstragao

(a) Para n < k fazemos v[n| = Bk,(v), U[k] = v e para n > k obtemos
os componentes de ¥ pelo seguinte processo indutivo: conhecendo 9[n]
elemento de U, pertencente a u[n + 1], pretendemos obter v[n + 1]

elemento de U,, 1 pertencente a i[n + 2], ora como @ € U sabemos que
uln +1] = By (dln +2]) = {Bulq) : ¢ € uln+ 2]}

{(a,z,00(q)) : (@ x,q) € tln+ 2]}
U

{(@,B,o0e): (ae) €un+2]}

U

{(a,B,0t): (a,t) € dn+2]}.

Como v, € U, ele pertence ao primeiro conjunto, logo existe um
q € u[n + 2] tal que B,(¢) = U[n] e tomo v[n + 1] = ¢ que é um ele-
mento de @[n + 2] que estd em U, 1. O U = (¥,)n>0 obtido desta forma
verifica a propriedade pretendida e é um elemento de U pois a propria

construgao garante que para todo o n, ¥, € U, e B,(Unt1) = Un.

(b) Construa-se ¢ da seguinte forma:

vlk] = v;

para n < k, vln| = Bn(v);
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para n > k, obtemos ¥[n] por um processo indutivo. Como
Bn(tn 4+ 1]) = uln| sabemos que existe Y € d[n + 1] tal que
Bn(Y) = (a,z,0ln — 1]). Atendendo a defini¢do de 3, a tunica
possibilidade é ser Y = (@, x, q) com ¢[n—1] = 3,_1(q) e defina-se

—

U[n] = q.
Esta construcao garante-nos que V, (@, z,v[n]) € d[n + 1].
(c) Construa-se e da seguinte forma:
prioe=f;
paran < k, pr,oe = Bgn 0 f;

para n > k, obtemos pr, o e por um processo indutivo. Como
Bn(t[n 4+ 1]) = wln| sabemos que existe Y € d[n + 1] tal que
Bn(Y) = (@,prn,_1 0e). Atendendo a definigao de f3,, a tnica pos-
sibilidade é ser Y = (@, g) com pr, 1 o0e = (3,_1 0 g e defina-se

praoe=g.
Esta construcao garante-nos que V, (@, pr, o e) € @[n + 1].

(d) E andloga & anterior. O

Seja G o endofunctor sobre conjuntos nominais dado por
G(Q) = Pup(@ + N x N x Q) + (N x @Y) + (W x QY))

onde se recorda que Py ¢ o functor das poténcias de suporte finito. Ora G ¢é
igual a F' a excepcao de usar as partes com suporte finito do conjunto onde

F usa as partes finitas do conjunto e logo F'(Q) C G(Q).
Definigao 4.2.5 (Fungao y) Seja

X:U— GU)
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a funcao definida por

(@) = {7:V,4n] € dn+ 1]}

U

{(@,z,?): ¥, (a,z,9n]) € dn+1]}
U

{(@,e):V, (@pr,oe) € un+1|}
U

{<a’7t) : vn (CL,an o t) S ﬁ[n + 1]}
O

Atendendo ao isomorfismo existente entre Pyp(X +Y) e Psp(X) x Pos(Y),

podemos escrever x como

X:XTUXfoUXboUXin

onde
Xr: U — Pspd)
U — {U:V,U[n] €dn+1]}
Xfo — PN XN xU)
u — {(a,z,?):V, (a,z,vn]) € dn+1]}
Xbo : — PN X PrinN) x UN)
u — {(@e):V,(@prpoe)€tln+1]}
Xin - - Psf(./\/ X Z/{N)
u — {(a,t):V,(a,prpot) € dln+ 1]}

Lema 4.2.6 A funcdo x estd bem definida, isto €,

Vaeu, x (1) € finitamente suportado.
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Mais precisamente, x (@) é suportado por sup(u).

Demonstragao Para garantir o resultado basta-nos provar que todo o ele-
mento de x (@) é suportado por sup(@). Vamos ver em pormenor os casos
em que os elementos de (i) sao da forma ¥ e (@, e), os restantes dois casos
demonstram-se de modo idéntico.

No caso caso ¥ € x(u) tem-se, para todo o n, ¥[n] € u[n+1]. Como u[n+1]
é um conjunto finito o seu suporte é a uniao dos suportes dos seus elementos.
Isto implica que, para todo o n, sup(v[n]) C sup(d[n + 1]) C sup(@) e logo
sup(v) C sup(d).

No caso de (a, e) € x(u) tem-se que, para todo o n, (a,pr,oe) € U[n+ 1],
logo sup((@, prnpoe)) C sup(i[n+1]) C sup(@), donde a € sup(i) e sup(e) C

sup(w) e portanto sup((a,e)) C sup(u) como se pretendia. O

Lema 4.2.7 A funcdao x : U — G(U) é um morfismo de conjuntos-I1.

Demonstracao Temos de mostrar que x(4”) = x(#)? paratodoo @ € U e
o € II. Consideremos x(47) = X+ (U7 )UX fo(T7)Uxpo (17 )UXin (1), 0 resultado
fica assegurado se demonstrarmos que cada uma das fungoes que compoem

x ¢ um morfismo de conjuntos-II. Comecemos por verificar a afirmacao para
X
Xr(u?) = {7 : V¥, ¥n] € u?[n+1]}
— {7V, 07 '[n] € @ln + 1]}
= {w® : ¥, W[n] € uf[n + 1]}
= x-(1)7

Para x4, como (pr, o e)"_1 = pr,oe” | pelo facto de N ser um functor,
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tem-se:
Xbo(@7) = {(@,e) : ¥, (@, prpoe) € @ [n+ 1]}
—{@e) Vo (@ prace™) edn+1]}
={(@?,e%):V, (a,prpoe) € dn+1]}
= Xbo(ﬁ)a-
Os restantes dois casos demonstram-se de modo semelhante. O

Vamos agora apresentar um resultado auxiliar que sera uma referéncia

util para véarias demonstragoes.

Lema 4.2.8 pry,1 = F(prg) o x.

Demonstracao Sabemos que

{vk] : v € X}

U

{(E,l‘,ﬁ[k‘]) : (G,ZL‘,U) S X}
U

{@,prroe): (a,e) e X}
U

{(a,priot): (@,t) € X}.

Aplicando F(pry) a ambos os membros da definicdo de x obtemos, por
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definigao de F(pry),

Fpry)(x(@) = {v[k] : Vo dln] € aln + 1]}

{(@, x,U[k]) : ¥, (@, x,U[n]) € d[n+ 1]}
U
{(@,prioe):V, (a,pr,oe) € uln+1]}
U
{(a,priot) : ¥V, (a,pr,ot) € dln+ 1]}
= u[k+1]
= prg(d).
A justificacao para a segunda igualdade é a seguinte:
A inclusao C é imediata pois basta considerarmos n = k na condicao que

define cada um dos conjuntos, temos entao de mostrar que

ulk + 1] C {vlk] : V,, U[n] € d[n + 1]}
U
{(@,x,vk]) : ¥, (@,z,9[n]) € d[n+ 1]}

{(a,prioe):V, (a,pr,oe) € uln+ 1]}
U
{(a,priot) :V, (a,pr,ot) € dln+ 1]}

Seja X € [k + 1] temos a considerar quatro casos. Se X € U estamos
nas condigoes do lema 4.2.4(a) e portanto existe ¥ € U tal que v]k] = X
e V,Uln| € uln + 1] o que garante que X esta no primeiro conjunto. Se
X € N x N X Uy, estamos nas condi¢oes do lema 4.2.4(b) e portanto existe
U7 € U tal que U[k] = X eV, (a,z,9[n]) € d[n+ 1] o que garante que X
estd no segundo conjunto. Do mesmo modo, se X € N x Z/l,ﬁ,\f estamos nas
condigbes do lema 4.2.4(c) ou (d), o que garante que X esta no terceiro ou

quarto conjunto, respectivamente. O
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4.2.3 O sistema-pn final

Nesta subseccao vamos extrair de I/ os elementos finitamente ramificados,
verificar que ainda obtemos um conjunto-II e que o conjunto dos elementos
finitamente ramificados, com a correspondente restricao de y, constitui um

sistema de passagem de nomes final.

Defini¢ao 4.2.9 (Finitamente ramificado) Seja X um subconjunto-II de
U. Diz-se que X é finitamente ramificado se x(@) € F(X) paratodoo @ € X,

isto é, x restringe-se a uma fungado de X em F(X). O

O lema que se segue garante que o conjunto obtido extraindo de U apenas

os elementos finitamente ramificados ainda é um conjunto-II.

Lema 4.2.10 Se (X;)er € uma familia (possivelmente vazia) de subconjuntos-
-II deU finitamente ramificados, a sua uniao | J; X; € ainda wm subconjunto-
-II de U finitamente ramificado.

Demonstracao O resultado é imediato atendendo a que neste caso y

restringe-se a uma fungao de |J, X; em F(|J, X;). O

Definicao 4.2.11 (Dominio D) O maior subconjunto-II de ¢ finitamente
ramificado é denotado por D. A restrigao de x a uma fungao de D em F'(D)

serd ainda designada por y. O

Lema 4.2.12 D é um conjunto-I1 e x € um morfismo de conjuntos-I1.

Demonstragao Pela prépria definigao de D. O

Vamos agora mostrar que (D, x) é uma codlgebra final para o functor que

descreve as transicoes dos termos do calculo-m.
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Proposicao 4.2.13 (D, x) € um sistema-pn final.

Demonstracao Temos de mostrar que para todo o sistema-pn (@), ¢) existe
um tnico morfismo f : (Q,¢) — (D, x). Para todo o ¢ € () tomamos para

f(q) o elemento de I definido por

f(@)[0] =0

f@n+1] = {f)n]:ped-(q)}
U
{@,x, f(p)n]) : (@, x,p) € dro(q)}
U
{@,prnofoe):(ae) e dulq)}
U

{(a,prno fot):(a,t) € dpinl(q)}

Temos de verificar que f estd bem definida e é o morfismo tnico que procu-
ramos. Em termos de notagao, iremos escrever A, f(e(z))[n]) e A.f(t(z))[n])
em vez de pr, o foe e pr,o fot, respectivamente.

Vamos organizar a prova em véarios pontos: (i) f estd bem definida; (iz) f é

um morfismo de sistemas-pn; (izi) f é tnico.

(1) f estd bem definida

1. Vamos comegar por verificar que f(q) € U para todo o ¢ € ). Para

isto temos de provar que:

(a) f(q)[n] € U, para todo o n:

Temos f(q)[0] = 0 € Uy. Assumindo o resultado para n, vamos
mostrar que cada um dos quatro conjuntos que define f(q)[n + 1]
estd em F(U,). Os conjuntos sao todos finitos porque ¢(g) é um
conjunto finito.

Para o primeiro dos quatro conjuntos, por hipoétese de inducao
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tem-se que f(p)[n] estd em U,, logo {f(p)[n] : p € ¢-(¢)} é um
subconjunto finito de U,, e portanto estda em F(U,,).

Para o 1ltimo dos conjuntos, por hipétese de inducao, a funcao
Ao f(t(z))[n] aplica N' em U, logo temos um subconjunto finito
de N x UN e portanto um elemento de F(U,).

Os outros casos demonstram-se de modo similar.

(b) Bu(f(q)[n+1]) = f(q)[n] para todo o n:

Para n = 0 o resultado é imediato. Vamos assumir, como passo

de inducao, que F,.1 = F(3,) e temos

P (f(@n+2]) = {Bu(f(P)In+1]) - p € d-(q)}
U

{@ 2, 8.(f(p)In +1])) = (@ 2,p) € dro(q)}
U

{(@ By 0 Aefle())[n +1]) : (@ €) € Pro(q)}
U

{(a, B 0 X f(U()) [0 +1]) = (a,1) € din(q)}-

Por indugdo, B.(f(p)ln + 1]) = f(p)[n] e Bu(f(e(x))ln + 1)) =
f(e(x))[n], pelo que B, 0\, f(e(x))[n+1] = A\ f(e(x))[n] donde se

obtém o resultado pretendido.

2. f(Q) ¢ um subconjunto-II de U finitamente ramificado e portanto

f(Q) C D

Temos de verificar que para todo o ¢ € @, x(f(q)) estd em F(f(Q)).
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Para o efeito basta-nos mostrar que

x(f(q) = {f(p):ped(q)}
U

{(a>$’f(p)) : (a>$ap) € ¢fO<Q)}
U

{(a foe):(@e) € dnlq)}

U

{(a, fot): (a,t) € dpin(q)}.

De facto, como f(p) € f(Q); foe, fot € f(Q)Y e cada um dos quatro
conjuntos da direita é finito porque ¢(q) é finito, tem-se que x(f(q))

estd em F(f(Q)).

Para provar a igualdade apresentada vamos atender a que x(f(q)) é a
uniao de quatro conjuntos, e cada um deles tera de ser igual ao cor-
respondente da igualdade. Vamos apresentar a demonstracao apenas
para o caso X, (0 quarto conjunto) uma vez que os outros casos sao

semelhantes. Temos entao de verificar que
{(a,t) : ¥V (a,prn ot) € f(g)[n+1]} = {(a, f o t) : (a,t) € din(q)}-

Vamos comegar por verificar a inclusao O. Assim, dado (a,t) € ¢;,(q)
temos de verificar que (a, f o t) estd no conjunto da esquerda, isto é,
para todo o n, (a, pr,ofot) € f(q)[n+1]. Por definigdo de pr, podemos
reescrever a condi¢ao como (a, A, f(t(x)))[n] € f(q)[n+ 1], e agora, por

defini¢ao de f(q)[n + 1], é imediata a sua veracidade.

Para provar a inclusdo C tomamos (a,t) no conjunto da esquerda e
mostramos que existe ¢ tal que (a,t') € ¢in(q) et = fot'. Ora se
(a,t) estd no conjunto da esquerda tem-se (a,pr, ot) € f(q)[n + 1]
para todo o n. Por defini¢do de f(q)[n + 1], existe ¢/, tal que (a,t]) €
Gin(q) € prpot = pryo fot,. Como ¢;(g) é finito e contém os
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pares (a,ty), ..., (a,t,),..., pelo menos um dos elementos ¢y, ..., ., ...
repete-se infinitas vezes, vamos designar este elemento por ¢'. Isto
implica que se verifica igualdade pr, ot = pr, o f ot’ para um nimero
infinito de n’s e portanto a igualdade verifica-se para todo o n porque
se ela se verifica para n + 1, entao também se verifica para n porque
pror1ot =propo fot implica G, oprpi1 0t = Buoprasi0 fot' elogo
prpot = pryo fot'. Assim, para todo x e n temos t(z)[n| = f(t'(z))[n]
e portanto t(z) = f(t'(x)), logo t = f ot’, como pretendiamos.

3. f é um morfismo de conjuntos-II:

Para todo ¢ € Q e o € 11, temos de verificar que f(¢?) = f(q)7, isto
é, f(¢7)n] = f(¢)?[n] = f(q)[n]” para todo o n. Para n = 0 tem-se
f(@)[0] =0 = 0° = f(q)[0]°. Assumindo a afirmagao para n, como
f(g7)[n+1] e f(q)[n+1]7 sdo a unido de quatro conjuntos, vamos provar
que os conjuntos correspondentes sao iguais. Vamos ver em pormenor
apenas o caso do ultimo conjunto uma vez que os restantes casos se

provam de modo semelhante:

{(a,prpofot) : (a,t) € ¢in(q7)} = {(a,prno fot):(at) € ¢in(q)7}

={(a%,prpo fot?):(a,;t) € pin(q)}
{(a%, (prno fot)?): (a,t) € ¢in(q)}
{

a,prpo fot): (a,t) € ¢in(q)}°.

~—~ N I/~

(77) f é um morfismo de sistemas-pn

E necessério verificar que y o f = F(f) 0 ¢, isto ¢, que x(f(q)) = F(f)(6(q))
para todo o ¢ € ). Pela definicao de F(f), isto ja foi provado quando

mostramos que f(Q) é finitamente ramificado.
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(7i7) f é tnico

Suponhamos que g : @ — D é outro morfismo tal que x o g = F(g) o ¢.
Atendendo a igualdade pr, .1 = F(pry,) o x temos:

proj1og=F(prp)oxog
= F(prn)o F(g)o ¢
= F(pr,og)o¢.

Do mesmo modo se concluia que pr,1 0 f = F(pr, o f) o ¢. Podemos
agora mostrar por inducao que pr, o g = pr, o f para todo o n, e portanto
g=f. Paran =0 tem-se proog = ) = pr, o f. Assumindo a afirmacao
verdadeira para n, vem pr,y109 = F(prpog)o¢ = F(prpof)op = prpyi0f,
como pretendiamos.

Com isto completamos a demonstracao. O

4.3 Semantica operacional

Nesta seccao vamos apresentar uma semantica operacional para o calculo-
-7, que sera definida por uma coalgebra para o functor F. Vamos comecar
por verificar que o conjunto dos termos do célculo-m, Proc , constitui um
conjunto nominal. Em seguida apresentamos o sistema de transicoes etique-
tadas associado a Proc, que o tornam um sistema-pn, e definimos a semantica
operacional do calculo-m como o tinico morfismo definido por esse sistema de
transi¢oes na codlgebra final (D, y).

Conforme se constata na definicao que se segue, a aplicacao de uma accao
de permutacao a expressoes de processo do calculo-w, consiste na troca de

nomes nas expressoes de processo.

Definigao 4.3.1 (Aplicacao de permutagoes a processos) Dada o € 1
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e P € Proc, define-se 0. P indutivamente por:

0.0=0 0.(P+ P)=0.P+0.Q
o(r.P)=1.0.P 0.(P|P)=0.Plo.Q
o.(a(x).P)=a’(x").0.P o.(vr)P=(va®)o.P
o.(a{x).P)=a°(x").0.P o.(IP)=l0.P

Lema 4.3.2 O conjunto Proc, com a ac¢ao acima definida, € um conjunto-
I1.

Demonstracao E imediato que 1.P = P. Quanto a segunda condicao,
a demonstracao faz-se por inducao na estrutura do processo, atendendo a
que o conjunto dos nomes, A/, é um conjunto- -II . Assim, para o processo
nulo 6.(6.0) = .0 = 0 = (# 0 0).0. Para o prefixo 7 vem, 6.(0.(1.P)) =
0.(r.P°) = 7.(P°)? = 7.P% = (§ 0 0).(T.P), como pretendiamos. Para o
prefixo Z(y) tem-se 6.(0.(Z(y).P)) = 6.(x7(y°).P?) = (z7)?((y*)?).(P°)’ =
2920 (y?°7) PP = (0 o 0).(T(y).P). O caso do prefixo z(y) é analogo. Para
a soma e a composicdo tomamos o € {+,|} e tem-se 6.(0.(PpQ) =
(P)? op (Q°)? que por inducdo na estrutura de P e @ é o mesmo que
P?%7 0, Q% que por sua vez é (foc).(Pop Q). Para a restricao, .(o.(vz)P) =
(v(27)?)(P?)? que, atendendo a que x € N, que é um conjunto-II, e & inducio
na estrutura de P, é (v2?°?) P’ = (§oc).(vz)P. Finalmente, e também por
inducdo na estrutura de P, tem-se 6.(c.!P) =!(P°)? =!P% = (§o0).!P. O

Antes de passarmos a definicao do sistema de transicoes etiquetadas que
da origem a semantica operacional temos de introduzir algumas defini¢oes de

congruéncias.

Definigao 4.3.3 (Relagao de Congruéncia) Uma relacao bindria = de-

finida em Proc é uma congruéncia se for uma relagao de equivaléncia e para
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todoo P, Q, R, S € Proc,

P=Q=rmP=710Q

P2Q, R2S=PpR=QopS, op €{+,]}
P=Q= (vr)P = (vx)Q

P=Q=P=Q

De notar que a congruéncia-a é uma relacao de congruéncia.

Definicao 4.3.4 (Congruéncia estrutural) Congruéncia estrutural, de-

notada por = é a menor relacao de congruéncia entre processos que satisfaz:

(estrut alfa) P=,Q=P=Q

(estrut som nulo) P+0=P

(estrut som comu) P+Q=Q+ P

(estrut som assoc) P+ (Q+R)=(P+Q)+R
(estrut par nulo)  P|0 =P

(estrut par comu) P|Q = Q|P

(estrut par assoc) P|(Q|R) = (P|Q)|R

(estrut res par) z ¢ lv(P) = Pl(vz)Q = (vz)(P|Q)
(estrut repl copi) P =!P|P

Note-se que se P = @ entao lv(P) = w(Q), [Mil99]. Na definigao da
congruéncia estrutural é usual considerar também as condigoes (vx)0 = 0 e
(vz)(vy)P = (vy)(vz)P. Nao o fizemos, porém, porque elas nao sao ime-
diatamente satisfeitas pelo nosso modelo: requereriam uma passagem ao
cociente, o que complicaria desnecessariamente o modelo. Vamos também
apresentar a relacao de congruéncia para o functor de base definido em 4.2.2

e que descreve o tipo das transicoes do sistema.
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Definig¢ao 4.3.5 (Congruéncia em Fy(Proc)) Sejam ¢, 6" € Fy(Proc). Tem-

se ¢ congruente com ¢, e denota-se por § = ¢, se:

(cong 1) d=P=0=Q&P=Q;
(cong out) 6= (a,xz,P)=0=(a,2,Q) &P = Q;
(congbo) 6 = (@ A\P/w}) = & = (@ 1.Q{=/w}),
V. Plz/w} = Q{z/w};
(congin) 0= (a,\:P{z/w}) = &' = (a, A.Q{z/w}),
V. P{z/w} = Q{z/w}.

Vamos definir a semantica operacional do calculo-m com base num sistema
de transicoes etiquetadas, P — §, onde § é um elemento de Fy(Proc) e a
etiqueta o pode tomar um valor em {a,a, 7}, onde a é um nome de N. O
caso « = T corresponde a uma reacgao interna, os casos « = a e @ = @
correspondem a capacidade de P participar numa reacgao com um processo

concorrente que execute uma transicao complementar.

Definicao 4.3.6 (Sistema de transicoes em Proc) Consideremos o sis-
tema de transi¢oes etiquetadas, v : Proc — F(Proc), cuja especificacao é

definida pelas seguintes regras e axiomas:

Congruéncia:
P=PF P = =9
(cong) a
P—9
Prefixo:

(in)

a(z).P - \,P{z/x}

(out) =
a(z).P —<z>P
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(ta) ————
7. P— P

Restricao:
PP
(vor)P - (va) P’

(vr)

Pl<y>P’

T Fa,xFy

(Vout) —
(vr)P <y > (va) P!

P-S<a>P
(Vbo) - x#a
(vz)P — N\, P'{z/x}

P —> A.Q{z/w}
(vz)P = M.((v2)Q){z/w}

(Vboin) a€{a,al, v#a,x#w

Soma:
P, = —
(sum) ;a i=1,2, ae NUNU{r}
Pl —|— P2 — (5
Composicgao:
PP
(comp,) ———
PlQ — P'|Q
P-S<a>P
(Compout) a
PlQ —<z > (PQ)
P\ P
(comppoin) — LIy Getaa) we Q)
PlQ — A(P|Q){z/w}
Comunicagao:

P-S<z>P Q-5 NQ{z/w}
P|Q — P'|Q{z/w}

(sync)
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P -5 N P{z/w} Q-5 \Q'{z/w} N
P|Q — (vz)(P{z/w}|Q{z/w})

(syncy) ¢ (lv(P)ulv(Q') —{w}

O

As regras estao divididas em seis grupos. O primeiro grupo tem apenas
uma regra que garante que se um processo tem uma transicao com etiqueta
« para uma expressao ¢, entao qualquer processo que lhe seja congruente
também tem uma transicdo com « para uma expressao 0 congruente com
0’. No segundo grupo estao os axiomas que envolvem os prefixos, que cons-
tituem as regras base aonde todas as outras acabam inevitavelmente por
conduzir. No caso do prefixo de entrada, é recebido pelo canal ¢ um nome
e o sistema prossegue como uma fungao que tem como argumento o nome
que ird ser recebido aquando da interaccao do processo com outro a correr
concorrentemente. Para o prefixo de saida, é transmitido o nome x pelo
canal a (denota-se @) e o processo fica a aguardar uma ac¢do complementar
por parte de outro processo. Quando temos um prefixo de accao interna
h& uma transicao com etiqueta 7 e o processo prossegue normalmente. No
terceiro grupo temos as regras para um processo afectado por uma restrigao.
Neste grupo tém particular interesse as regras (V) € (Vpoin). Na primeira ha
uma extrusao do nome restrito ou seja uma saida ligada, e na segunda sao
tratados, em simultaneo, o caso de uma entrada e o caso de uma extrusao de
um nome restrito dentro de uma outra restricao. Nos dois grupos seguintes
sao tratados os casos dos processos compostos por soma e por composi¢ao
paralela, em que as transi¢oes sao inferidas a partir das transicoes dos pro-
cessos componentes. No ultimo grupo é tratada a composicao paralela com
sincronizagao entre as partes componentes. Na regra (sync), o processo P
comunica o nome z, pelo canal a, ao processo () e o parametro formal de @)
é substituido pelo nome recebido. Em (sync,), o processo P estd a enviar
um nome que era restrito por isso a restricao passa a abranger ambos os pro-
cessos envolvidos na comunicagao, pois agora o nome privado passa a estar

no ambito dos dois processos. As regras onde aparece a dao conta de duas
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situagoes distintas, conforme o valor que a assume. Para a = a é recebido
um nome pelo canal a e prossegue-se com uma funcao que depende do nome
recebido. Para a = @ é enviado um nome ligado pelo canal a e prossegue-se
com uma fungao até que a restricao se expanda até ao processo que recebe
o nome restrito. Note-se que na conclusao de (Vpoi,) € de (compe i) NaO im-
pomos que z seja diferente de x porque a propria definicao de substituicao
garante que se x = z entao, antes de efectuar a substituicao propriamente
dita, é efectuada ao processo uma conversao-a que troca o nome x ligado por
um nome fresco. Saliente-se ainda que nao existem regras especificas para a
replicagao; todas as transicoes da replicacao sao obtidas através da regra da
congruéncia (cong). Historicamente as primeiras apresentagoes do célculo-m
nao utilizavam a congruéncia estrutural, com a vantagem de tornarem mais
claras algumas demonstragoes por inducao. Actualmente a maioria das ap-
resentacoes usa alguma forma de congruéncia, pelo menos a congruéncia-c,
uma vez que isso torna as defini¢oes mais compactas e transparentes. S6 para
o caso da replicacao, se quiséssemos prescindir da congruéncia, teriamos de
acrescentar ao sistema cinco regras. Ora vejamos,

Replicacao:

P-Q

repl,) —————
el) b0

Pl<x>Q
P < 2> (1P|Q)

(replout)

PAi> A.Q{z/w}
P — \.(IP|Q){z/w}

(replpoin) w ¢ lw(!P), ac€{a,a}

P-S<cz>Q P-5ANQ{z/w}
1P S P|Q|Q {z/w}

(repl-sync)
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P -5 \Q{z/w} P -5 AQ{z/w}
P 1P| (ve)(Q{x/w} Q' {x/w})

As duas primeiras regras correspondem a execuc¢ao de uma acg¢ao interna e

z ¢ (ln(Q)Ulv(Q)—{w}

(replsync 1/)

ao envio de um nome para o exterior, respectivamente. A terceira regra,
conforme o valor que a assume, resolve o caso da recep¢ao de um nome ou
o do envio de um nome ligado. A regra (reply,,.) corresponde ao caso em
que o processo pode executar duas transicoes complementares, o envio e a
recepcao de um nome pelo mesmo canal, e logo, ao replicar-se, de forma a
obtermos !P|P|P as duas “cépias” de P podem sincronizar-se e comunicar.
A regra (replsync,) corresponde a um caso semelhante ao anterior mas em
que o nome enviado aparece ligado em P.

Segue-se uma propriedade que justifica uma certa liberdade na escolha da

funcao que representa a entrada de um nome ou a saida de um nome ligado.
Propriedade 4.3.7 Seja f = \.Q{z/w} ev ¢ lv(Q) entio f = \.QW"){z/v}

Demonstracao Ora {z/v} o (vw) = {z/w, w/v} mas como v ¢ lv(Q) tem-

se Q{z/w} = Q{z/w, w/v}. O

Os dois lemas que se seguem contém resultados que nos vao permitir

simplificar algumas demonstragoes mais adiante.

’,

Lema 4.3.8 Seja QQ um conjunto nominal. Um sistema-pn & : QQ — F(Q) €

um morfismo de conjuntos nominais se e so se
1. Se ¢ == ¢ entdo ¢° Rl 0%;
2. Se q° =, n entdo existe § tal que ¢ — & e 67 = 1.

Demonstracao Atendendo a que o functor F' é a soma de quatro conjuntos
vamos fazer a demonstragao para o caso em que a transicao envolve o primeiro

conjunto, &, : Q@ — Prin(Q), e para o caso em que a transigdo envolve o
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ultimo conjunto, &, : Q@ — Prin(N X QN ). Os outros casos sao semelhantes.
Comecemos por supor que &, : Q — Ppip(Q) é um morfismo e vamos mostrar

a primeira implicagao.

1. Se ¢ — p entdo p € &:(q), logo p” € &-(q)°. Como, por hipdtese, &, é

um morfismo, vem p? € £,(¢°) e portanto ¢” ANy

2. Se ¢° - r entdo r € &,(¢°), mas, como por hipétese, & é um mor-
q

fismo, vem &,(¢%) = &-(¢)” = {p° : p € &:(¢)} = {p” : ¢ — p} e logo
existe p tal que ¢ — p&r = p°.

Para a implicagao reciproca, temos de verificar que &.(¢%) = &-(¢q)°. Ora
&(q7) ={r:q¢” —>r} que,por I e 2 éiguala {p”:q —p}={p:q —
p} = &:(q)?, como se pretendia.

Passemos a demonstracao para as transicoes que envolvem o quarto conjunto.

Supondo que &, : Q — Prin(N x Q) é um morfismo tem-se

1. Se ¢ — t entdo (a,t) € &n(q), logo (a,t)” € &n(q)7, isto é (a”,t7) €
&in(q)7. Como, por hipdtese, &, é um morfismo, vem (a?,t%) € &,(q7)

e portanto q° 2 e,

2. Se ¢° LR f entao (b, f) € &n(q7), mas, como por hipdtese, &;, é um
morfismo, vem &,(¢%) = &:(q)7 = {(a®,t%) : ¢ == t} e logo existe (a, t)

tal que ¢ — t& b = a”, f =t7, como se pretendia.

Para a implicacao reciproca, vem
En(q7) = {(0,f) 1 " = f} que por 1 e 2 ¢ igual a {(a,t)" : ¢ — t} =
{(a,t) 1 q == 1} = &nlq)". =

Lema 4.3.9 Seja QQ um conjunto nominal. Para garantir que um sistema-pn

€:Q — F(Q) é um morfismo de conjuntos nominais basta provar que

se P -2 § entdo P° il 0°.
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Demonstracao Para garantir que £ : Q — F(Q) é um morfismo de con-
juntos nominais temos de provar que:

(a) Se ¢ — § entdo ¢° 27, 5

(b) Se ¢° LN n entdo existe § tal que ¢ — & e §7 = 1.
Mas, se provarmos (a), para provar (b) basta atendermos a que, se ¢° 2
entdo, por (a) vem q —— n°"" pelo que fazendo § = n° " tem-se 0° = 1 como

pretendiamos. O

Lema 4.3.10 ~ é um morfismo de conjuntos-I1.

Demonstracao Atendendo aos dois lemas anteriores temos de mostrar que:

se ¢ — § entdo ¢° 7, 5.

Comecemos por demonstrar o resultado para os prefixos. Se a(x).P —%

A\, P{z/x} também queremos ter (a(z).P)’ 2, (A, P{z/x})” mas,
(A\P{z/x})7 = M\(P{z " J2}) = \.P7{z/2°} e portanto o que queremos é

ter a?(x%).P° <, A, P?{z/x°} que é uma instancia do axioma (in). Se tiver-
mos a(z).P —— (a)P entdao também queremos ter (a(z).P)” - ((a)P)’ <

a7 (2°).P7 25 (a°)P° que é uma instancia do axioma (out). De modo
idéntico, se tivermos 7.P —— P também se tem (7.P)° Ry LN
P? que é uma instancia do axioma (tau).

(sum) Se P, + P, - § com , suponhamos, P, — §, por hipétese de
indugao Py 25 logo PY + Ps 2%, 67 Se fosse P, 25§ a demonstracao
era identica.

(o) Se tivermos (vz)P — X\,P'{z/x} com P - (z)P' ¢ x # a por
hipétese de indugao P? <, ({(x)P")? = P° <, (x7)P'? e, como também
x% # a%, por (V) vem

(va?)P? 225 AP {2 /a%)

= ((vm)P)7 5 M (P o}y

= ((v2)P)” 5 (M. P'{z/x})°, como se pretendia.
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(Uboin) Se tivermos (vx)P N AZ((Vx)Q){zA/w} com P - )\ZQ{z/'L{J}

a’®

ez # a,x # w por hipétese de indugio P° - (A.Q{z/w})” = P° 25
A (Q{z7 " Jw}) = P° <, A.Q7°{z/w?}) e, como também z7 # a’ e 27 #
w7, Por (Vpoin) vem

(va”)P? <= Au((v2”)Q7) {2/ w}

= ((va)P)” = A ((v2)Q){z"" fw})

= ((vx)P)° i (A ((vx)Q){z/w})?, como se pretendia.

(comp,) Se tivermos P|Q —— P'|Q com P —— P’ por hipitese de
inducao, P? 7 Pee por comp, obtemos P?|Q7 —— P'?|Q? que é equiva-
lente a (P|Q)° -, (P'|Q)° que é a transicao que pretendemos.

(sync) Se tivermos P|Q —— P'|\.Q{z/w} com P - ()P e Q -
A.Q'{z/w}, por hipdtese de indugao, P’ 7, (z7)P"7 e Q7 Ll (A\.Q{z/w})”
que é equivalente a Q7 AN A\.Q7{z/w”} e por sync obtemos P7|Q° —
PQ"{x” /w’} que por sua vez é equivalente a (P|Q)? -, (P'|Q'{x/w})”
que € a transicao que pretendemos.

(sync,) Se tivermos P|Q —— (vz)(P'{z/w}|Q'{z/v}) com P -
AP{zfw} e Q@ == X\Q'{z/w} para z ¢ (lv(P') — {w}) U (lv(Q') — {w}),
por hipétese de indugao, P? =, (A P{z/w})? e Q° <, (A @'{z/w})? que
é equivalente a P? <, NP7{z/w?} e Q° <, AQ7{z/w}

e por sync obtemos P7|Q° — = (va®)(P'"{z /w’}|Q"{x” /w’}) que é e-
quivalente a (P|Q)° -, ((vz)(P{z/w}|Q{z/w}))” que é a transi¢ao que
pretendemos.

Os restantes casos demonstram-se por raciocinios semelhantes. O

Estamos agora em condigoes de definir a semantica operacional do Céalculo-

-7 como o tnico morfismo definido por v na codlgebra final.

Definigao 4.3.11 (Semantica operacional) Seja v : Proc — D o tnico

morfismo definido por v : Proc — F(Proc) na coalgebra final (D, x). A
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semantica operacional de um processo P € Proc é dada por

4.4 Semantica Denotacional

Na semantica denotacional define-se o valor que cada processo denota no
dominio semantico mas de forma composicional, isto é, de forma a que o
significado de um processo seja composto a partir dos significados das partes

que o constituem. Para o caso denotacional o dominio semantico é ainda ID.

gj/

Definimos em primeiro lugar a semantica denotacional fechada e depois,
custa desta, definimos a semantica aberta. No caso fechado a semantica é
definida a custa de funcoes sobre entidades semanticas. Estas fungoes sao

definidas de dois modos distintos, conforme o formato das entidades. Os

o

casos mais simples — que correspondem ao processo nulo, ao prefixo e
soma — permitem uma abordagem mais directa e a respectiva semantica é
obtida a custa de x e da sua inversa. Quanto aos outros casos — composi¢ao
paralela, restrigao e replicagao — a respectiva semantica denotacional é obtida
recorrendo a um sistema de transigoes sobre um dominio apropriado de forma
analoga a utilizada para obter a semantica operacional. Seria facil ampliar o
sistema de transi¢oes (e modificar o dominio) de forma a este incluir também
0s casos mais simples que seriam tratados do mesmo modo que os restantes.
Mais complicado seria tratar a composicao paralela, a restricao e a replicacao
a custa de x e da sua inversa pois concluimos que iriamos obter expressoes
muito elaboradas sobre as quais seria dificil estabelecer resultados. Optou-
-se por esta abordagem mista que permite aplicar as técnicas que melhor se
adaptam a cada um dos dois grupos.

Vamos comecar pela definicao de algumas fungoes e resultados auxiliares.
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Defini¢ao 4.4.1 (Operagoes auxiliares) Definem-se as seguintes operagoes

auxiliares:

out : NxN xD—D
out(@,z,T) = x""({(@z,T)});

in: N xDV =D
in(a, f) = x*{(a, f)});

sil :D—D
sil(T) = x'({T'});

null :D° - D
null = x~(0);

sum :DxD—D
sum(T,U) = x~(x(T) U x(V))-

Lema 4.4.2 As operacies anteriormente apresentadas estao bem definidas.

Demonstracao A fungao out estd bem definida pois dado (a,z,T) €
N x N x D, temos {(@,z,T7)} € Ppin(N x N x D) e logo x '({(a,z,T)})
estd bem definido e é um elemento de D, pois como x ¢ final é um isomor-
fismo de D em F(DD). Por raciocinio semelhante conclui-se que também in
e sil estao bem definidas. Como () € F(D), x () estd definido e é um
elemento de D (y : D & F(D)) e tem-se x ' (0) = (0,) onde ((,) denota
a sucessao [n] = 0, V,, > 0, o que garante que null estd bem definida.
Dados T,U € D, tem-se x(7T") e x(U) elementos de F(D) e a sua unido é
ainda um elemento de F(D), pelo que x ! (x(T) U x(U)) esta bem definida e

o resultado é um elemento de D o que garante que sum estd bem definida. O
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Vamos agora introduzir um dominio auxiliar que sera utilizado para a
definicao do sistema de transi¢coes a partir do qual se definirao, em D), as

operacoes de composicao paralela, restricao e replicacao.

Defini¢ao 4.4.3 (Dominio auxiliar Q ) Seja Qy = D e Q,11 = Q, +
(Qn x Q) + Q@ + Q. Define-se Q = U,50Q,. O

Para todo o n, Q,, é um conjunto nominal, pois Qg = D é um conjunto
nominal e, fazendo Z(Q) = Q + (Q x Q) + Q + QV, tem-se Q,.1 = Z(Q,)
onde os functores que compoem Z preservam conjuntos nominais. Portanto
Q = Up>09, ¢ um conjunto nominal. Mais precisamente, se in : Q, —
Q41 for a inclusdo entdo Z(in) também é a inclusdo, isto implica que a
acgao de qualquer permutagao o em Z(Q,,) é a restrigao da ac¢ao da mesma
permutagao o em Z(Q,.1). Podemos pois concluir que a uniao dos Q,
continua a ser um conjunto nominal e a acgdo num elemento § de Q é a
extensao da ac¢ao em Z(Q,,) para algum Q,, tal que 0 € Q,,

Iremos utilizar a seguinte notacao para os elementos de Q,,1:

(0, q) é denotado por ¢
(1,q,q') é denotado por ¢|¢
(2,q) é denotado por lgq

(3,¢e) é denotado por e

O functor Z(Q) = Q + (Q x Q) + Q + Q" é mondtono, isto é, se Q C Q'
entdo Z(Q) C Z(Q'), nos moldes descritos na sec¢ao 2.2.6.

Tem-se Qy C Q; porque Qp =D e Q; =D+ (D x D) + D+ DV e, mais
geralmente, Q,, C Q,.1. A notacdo ¢|¢’ introduzida para Q,,; pode ser
estendida a @ do seguinte modo: se ¢ € Q,, e ¢ € 9k, tomamos m igual ao
maior de entre n e k; entao ¢|¢ € Q, X O, C Qa1 € Q. Analogamente
pode-se comparar !q e ¢/, ou e e €, com q,q¢,e, e’ € Q porque eles podem

ser pensados como pertencendo ao mesmo Q,,.
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Defini¢ao 4.4.4 (Relagao de congruéncia em Q ) Uma relagao bindria
em Q é uma relagao de congruéncia se for uma relacao de equivaléncia e para

todo o a1, g2, qllaqévea e € Q se tem

©=q == ale =l
sup(e) = sup(e') &V, e(x) 2 e(z) = e= ¢

o =q =g =g

Definicao 4.4.5 (Congruéncia semantica) Consideremos em Q a menor

relacao de congruéncia, =, que satisfaz

(par nul) q/0 = ¢q;

(par comu)  qlg' = ¢lg;

(par assoc)  q|(d'|d") = (q|¢)|¢";
(res par) qle = A (qle(z));
(repl) lqg =qq.

Note-se que esta relacdo quando restringida a Qy(= D) é a identidade.
Vamos estender a relacao de congruéncia para o functor Fy, definido em 4.2.1,

agora no contexto denotacional.

Defini¢ao 4.4.6 (Congruéncia em Fy(Q)) Sejam 0,8 € Fy(Q). Tem-se

0 congruente com ¢’, 6 = ¢’ se:

(cong T) d=q=0=qd&q=¢,;

(cong out) 6= (a,z,q) =0 =(a,z,¢)&q=¢;

(cong bo)  § = (a,e) = & = (a,e), sup(e) = sup(e'),V, e(z) = €' (z);
(congin) 6= (a,t) = = (a,t"), sup(t) = sup(t'),V, t(x) =t'(x).
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Definicao 4.4.7 (Sistema de transi¢oes em Q) Consideremos o sistema
de transigoes etiquetadas, n : Q@ — F(Q), cuja especificacdo é definida pelas

seguintes regras e axiomas:

Base

)
(base) C—

q——,0

Congruéncia

q1 = @2 q2 iw 02 0y = 03
(cong) a
q1 —q 61

Composicao

T "
) L
q‘q/ — q//’q/

a
qg—nt

a € {a,a}

(parboin) P
qlg —y Aule(z)|q)

Comunicagao

X s, (2)q" q oyt

gl — ¢"|t(x)

(com

QLWG q,L)nt

alg == Au(e(@)[t(z))

(comyes)
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Restricao

(res,) 100 g e

/
€ —pt

(resout) o) — (y}e:(a:)’ x ¢ sup(e), v#a, x#£vy

(respo) — , x ¢ suple), r#a

e(z) <y B()
e~y MAE(2)(2)

, a€{a,a}, x ¢ sup(e) Usup(E), x+# a.
O

No primeiro grupo estd a regra (base), aonde todas as outras acabam
por conduzir, e que estabelece que as transicoes dos elementos de D sao as
herdadas da codlgebra final (D, x). O segundo grupo estabelece que elemen-
tos congruentes entre si tém transigoes com a mesma etiqueta para elemen-
tos também congruentes entre si. No terceiro grupo estao as regras para
a “composicao paralela” nos casos em que ha evolucao de apenas uma das
componentes. Neste grupo a regra (pary,i,) trata em simultaneo os casos da
entrada de um nome, quando a = a, e da saida ligada, quando a = @.
Note-se que, na expressao A;(e(z)|¢’) da conclusdo, como o nome x nao
aparece explicito em ¢’ ele nao ocorre na expressao ou, caso ocorra, funciona
como uma constante para a funcao, isto é, ao calcular a valor da funcao para
um nome, digamos z, apenas as ocorréncias do nome x de e(x) é que sao
instanciadas com z, mantendo-se as ocorréncias de x em ¢’ inalteradas. Esta
¢ uma convencao que vai ser utilizada ao logo de todo o trabalho para esse
tipo de fungoes: os parametros de uma funcao sao sempre explicitamente

indicados, para evitar ambiguidades. No grupo seguinte tratam-se os casos
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das composicao paralela em que hd comunicacao entre os componentes. A
primeira regra deste grupo refere-se a situagao simples de mera comunicacao
de um nome por um canal comum e a segunda regra refere-se ao caso em
que ha uma extrusao de um nome restrito que se traduz por meio de uma
funcao. Em tltimo, vem o grupo que trata a restricao. Denotacionalmente
a restricao de uma variavel x é interpretada como uma funcao que depende
do nome restrito. As duas primeiras regras deste grupo correspondem a uma
accao interna e a uma saida, respectivamente. A terceira regra trata uma
extrusao do nome z. A 1ultima regra trata, em simultaneo, o caso da entrada
de um nome (se @ = a) e da extrusd@o de um nome = apds a extrusao de um
nome z (caso @ = a). Aqui denotamos por £ uma fungao de “nivel” superior
a e, isto é, se pensarmos em e como uma funcao de A" em Q,, entao E é uma
funcao de N em Q,, .

Vamos seguidamente mostrar que, definida deste modo, 7 constitui um

morfismo de conjuntos nominais.
Lema 4.4.8 n: Q — F(Q) € um morfismo de conjuntos nominais.

Demonstracao Temos de mostrar que se ¢ i>77 0 entao ¢° O‘—a>77 0.
Para as transicoes obtidas da regra base o resultado é imediato pelo facto de
x ser morfismo. Vamos demonstrar o resultado para as transicoes obtidas por
algumas das outras regras. Para as restantes regras a demonstragao faz-se
de modo semelhante.

(par,) Se ql¢ ——, ¢"|¢’ com ¢ ——,, ¢", por inducdo estrutural tem-se

"7 e pela regra (par,) obtém-se ¢7|q"” LZ q"?1q'” que é equivalente

47— q
a (q|¢")" =, (¢"|¢')? que é a transicio pretendida.

(parpoin) Se q|q i’n Az(e(x)|q) com ¢ i)n e por inducao estrutural
tem-se ¢7 i’n e’ e pela regra (parp,q,) obtém-se ¢7|q'” i)n Az (€7(2)|q7)
que é equivalente a (g|¢)° ——, )\x(e(a:fl)|q’)", por sua vez, equivalente a
(ql¢")° in (Az(e(x)|¢")? que é a transigao pretendida.

(comyes) Se ql¢ ——, Au(e(z)|t(x)) com g i’n e& q —, t por indugao

a? a’ , T°
tem-se ¢ —, e & ¢7 —, t7 e pela regra (com,.s) obtém-se ¢’|¢7 —,
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vez equivalente a (q|q')? T—U> (Ae(e(z)|t :13))) que é a transigao pretendida.

Ao (€7(2)]t7 () que é equivalente a (g|q')” ——, Ag(e(z® )[t(z" "))? por sua
(

(res;) Se tivermos e ——, ¢’ com e(z) —, €/(x) para x ¢ sup(e), por
hipétese de indugao tem-se e(z)” T—an7 ¢'(z)7 que implica € (2°) ——, €' (27)
e além disso como = ¢ sup(e) entdo =7 ¢ sup(e)? e, como e é finitamente
suportada, z7 ¢ sup(e?). Estamos em condigoes de aplicar (res,) e obtemos
e? —, €7 o que implica ei T—U>77 e, )

(resp,) Se tivermos e ——, €' com e(xr) ——, (z)e/(r) para x ¢ sup(e) e

7 que implica e (z7) a—g>,7

x # a, por hipdtese de indugao e(x)? a—d> ((x > ( )
(x)?€'(x)? que por sua vez implica e ( 7) —, (27)e"7(27) e como z7 ¢
sup(e?) e a7 # a® , por (resp,) vem e ——, €'

(respoin) Se € —, A A E(z)(2) com e(a:) >, E(x) para z ¢ sup(e) U
sup(E), a # x, a € {a,a} logo % ¢ sup(e?) U sup(E“) e a" 7é x?. Por

7 o que implica e () ——, E"( 7),

hipétese de indugao e(:v)" ~, E(z)
donde por (respoin), €7 —>n XAz E7(27)(2) e logo e i’n AAE (x)(2),

porque o é uma bijeccao. Este é ja o resultado pretendido pois

(AAE(2)(2)7 =N\ (A E(2) (27 )7
=\.E(z7 )(z" )7
=\ (E(27 )7 (2)
=\ A\ E7(2)(2).

Definicao 4.4.9 (Fungoes auxiliares) Seja p: Q@ — D o tnico morfismo
definido por n : @ — F(Q) na codlgebra final. Definem-se as seguintes
fungoes auxiliares:

par(d,d") = p(d|d'),

new(e) = p(e),

repl(d) = p(ld).
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Lema 4.4.10 As funcoes par, new e repl sao morfismos de conjuntos-II.

Demonstracao Vejamos o caso de par, atendendo a que pu é morfismo:
par((d,d')?) = par(d?,d”) = p(d’|d”) = p((d|d')”) = p(d|d")” = par(d|d')”.

Os outros casos demonstram-se de modo semelhante. O

Vamos seguidamente definir a semantica denotacional para o caso em que
nao estao envolvidas substituigoes e depois, a custa desta, definir a semantica
para o caso geral. A cada operador sintictico fazemos corresponder uma

operagao semantica sobre a semantica das componentes originais.

Definicao 4.4.11 (Semantica denotacional fechada) A semantica de-

notacional fechada Dy, : Proc — D ¢ dada por

Dye(a(x).P) = out(a, z, Dy (P)),
Dye(a(x).P) = in(a, A, Dye(P{z/x})),
Dye(1.P) = sil(Dy(P)),
Ds.(0) = null,

Dse(P + Q) = sum(Dy.(P), Dse(Q)),
Dye(P|Q) = par(Dye(P), Dse(Q)),
Dye((ve)P) = new(A; Dye(P{z/x})),

Dy (!P) = repl(Dy.(P)).

Para aliviar a escrita vamos muitas vezes denotar Dy, simplesmente por D.
Lema 4.4.12 Dy, é um morfismo de conjuntos-II.

Demonstragcao Vamos mostrar por inducao na estrutura que para todo o
P € Proc tem-se Dy.(P?) = Dy.(P)?. O resultado é imediato para P = 0.

Vejamos os restantes casos.
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)
= sil(D(P)7) (por hipdtese de indugao)
)

(porque X é morfismo de conjuntos—H)

D((a(x).P)7) = D(( ?(7).P7)
n(a?, \.D(P?{z/z"})

= m(a AD((P{z7" /x})7)
n(a”, \,D(P{z"" /a:}) ) (por hipétese de indugéo)
n(a

(( (A D(P{z/x}))7))
“H((a, A.D(P{z/x})))"
n(a, A D(P{z/x})?

D((PQ)7) = D(P7|Q7)
= par(D(P?), D(
= par(D(P)7, D(
= par((D(P), D(
= par(D(P), D(Q)
=D(P|Q).

Q%)
Q)7) (por hipétese de indugdio)
Q))7)
)

(porque par é morfismo)

D(((vz)P)?) = D((vz?)P?)

D(P?{z/z7}))

D((P{z" [x})7)

.D(P{z° _1/m}) ) (por hipétese de indugao)
:D(P{z/x}))7)

D(P{z/z}))° (porque new é morfismo).

I
S
)
g
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D((!P)?) =D(1P7)

— repl(D(P?))

= repl(D(P)?) (por hipétese de indugao)
= repl (D(P))U (porque repl é morfismo)
= D(IP)°.

Os casos em que o processo tem a forma a(x).P e P + () demonstram-se

de modo semelhante aos casos a(x).P e P|Q, respectivamente. O

Vamos em seguida definir a semantica denotacional no caso geral.

Definicao 4.4.13 (Semantica denotacional) A semantica denotacional

aberta Dy, : Proc — Env — I é dada por

Dab(P)O' = Dfe(PO').

4.5 Equivaléncia entre as Semanticas

Operacional e Denotacional

Nesta seccao vamos mostrar que a semantica operacional e a semantica de-
notacional, que foram definidas nas secgoes anteriores para o cédlculo-m sao
equivalentes no caso fechado. A demonstracao da equivaléncia serd feita
mostrando que a seméantica operacional ¢ um morfismo da coélgebra (Proc, 7)
na coalgebra final (D, x) porque, pela unicidade do morfismo, como O foi
definida como o tnico morfismo nestas condigoes tem-se @ = D (no caso

fechado).

Comecemos por apresentar algumas defini¢coes e resultados auxiliares.

Lema 4.5.1 Para todo o P € Proc, i(D(P)) = D(P)
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Demonstragao Consideremos a funcao inclusao inc : D — D C Q. Esta
funcao é um morfismo e poinc : D — D é um morfismo na coalgebra final
pelo que se tem p oinc = 1p. Desse modo, para todo o p € D, pu(p) =
p(inc(p)) = 1p(p) = p, o que demonstra o resultado visto que D(P) € D. O

Consideremos o functor Fy que descreve o tipo das transi¢oes do sis-
tema. Dado um morfismo de conjuntos nominais f : @ — R tem-se Fy(f) :

Fo(Q) — Fo(R) e, para todo o 6 € Fy((Q)), vamos usar a seguinte notagao
£7(6) = Fo(£)(9).

Lema 4.5.2 Para todo o e(z),t(z) € Qn,n >0,

pQaple(r)]t(x))) = p(Aa(e(x)[t(x)))

Demonstracao Como se tratam de elementos da codlgebra final, para
garantir a igualdade, basta-nos provar que p(Apu(e(z)[t(x))) e p(A.(e(x)|t(x)))

sao bissimilares. Para isso vamos verificar que a relagao
R = {(n(\utt( B())), s E(@))) : Fuzo tal que B € (Q, x )V}

U{(p,p) : p € D}

¢ uma bissimulacao.

L (B () oy € = 30 sOE(@) oy €& (e, ) € R,
Se u(Api(E(x))) ——, € entdo existe e tal que A\ u(E (7)) —, e& pu*(e) =€
e por res, tem-se
w(E(z)) —, e(z) para todo o z ¢ sup(A.u(E(x))), escolha-se x tal que
x ¢ sup(AE(x)).
Entdo u(E(z)) —, e(z)
= 3o Blx) =, (@) & i (B'(a)) = e(a)
e como sup(u(E(z))) C sup(E(x)), por res,
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= M E(7) —=, \E'(z)

= HOE(2)) o 1 (B (7))

= HOGE(@)) oy 1O E (@),

Nestas condicoes € = p(e) = p(Aze(x)) = p(Au(E'(x)))
e logo (1B (2))), s\ E'(x)) € R.

2. pAt(B(x))) == (2)e = 3o p(M\B(x)) =5 ()€ & (€, €) € R.

A demonstragao é semelhante a do caso anterior.

a

3. n(Aep(E(x))) i)x e = Jop(\E(x) —y €
&V, (e(x),€e(x)) € R

Se (A u(E(x))) Lx e entao existe § tal que A\, E(x) i’n d& p*(6) = e.
Existem trés possibilidades. O caso em que a transicao é obtida por res,,;
é analogo aos casos anteriores e o caso em que ¢é obtida por resp,;, ¢ semel-
hante ao caso 4. Vamos analisar apenas o caso em que a transicao é obtida
POT 7'€Sp,-

Se App(E(z)) =, A\.€"(x) com

H(E(2)) —, (2)e"(x) para @ ¢ sup(rp(E(x))), o # a vem

= w B(x) =, (@) F'(x) & p () E'(x)) = (2)e" (z)

e como sup(u(E(z))) C sup(E(x)), x # a, por resy,

= ME(z) -5, A\ E(2)

= OB (@) o 1 (B ().

= (A B(w)) ==y Aep(E'(2)).

Nestas condigoes e = p* (A e”(z)) = A€’ (x)) = App(p(E'(x))) = Appu(E'(x))
e logo para todo o = tem-se (u(E'(x)), u(E'(z))) € R.

4. pAep(B(2))) =5y t = Jop(\E(z)) ==, ' &V, (t(2),t'(2)) € R.
Se (A E(x))) —=, t entdo existe e tal que A\ u(E(x)) ——, e& u*(e) =t

e POr TeSpyin terd de ser e = A, A\, T(z)(z) com
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H(5(0) 2, T(w) para 7 ¢ sup(upu(E(z))) Usup(T), © £ a.
pu(E(r)) L> T(x)

S e B(®) <2y Be) () = T2
e como sup(p(E(x))) C sup(E(x)) & x # a, por respyin
= ME(7) ==, MAE (2)(2)
= 1O (@)~ 1 (AAE (2)(2)
= 1A E(2)) ==y Asp(AE'(2)(2))-
Nestas condigoes t = p* (M AT(z)(2)) = Lp(AT(2)(2)) = A,
porque 1 (B(x)) = T(z) = u(F'(x)) = T(x) = u(E'(x))(=
w(E' (x)(2)) = T(x)(z), e logo para todo o z,
((Azp(E'(2)(2))), n(AE'(2)(2))) € R.

pAap(E'(2)(2))),

) = T(x)(2) =

Vejamos agora o caso da relacao simétrica.

L p(AE(x)) ==y e = Fop(Mopu(E(r))) ==y € & (e, €) € R
Se (A E(z)) ==, € entdo existe E’ tal que A\, F(z) ——, \,E'(z)
& p*(\E'(z)) = €, com (por res,) E(z) ——, E'(z) para x ¢ sup(\,FE(z)).
O que implica u(E(z)) ——, p(E'(z)) e, novamente por res, como
sup(Apu(E(z))) C sup(\.E(z)), vem
At E(2)) ==y Aopt(E' ()
= pAep(E(2))) = p*(Aep( E'(2)))
= pAept(E(2))) == p(Aep(E'(2))).
Nestas condigoes € = p* (A E'(z)) = ()\ E'(x))
e logo (u(AL'(z)), p(Aep(E'(z)))) €

2. 10 B(x)) — (2)e = Fopapt(B(x))) =, (1) & (e, €) € R

A demonstracao é semelhante a do caso anterior.

3. w(\E(w)) ==y e = Fop(Aep(E(z)) Sy ¢

&V, (e(x),€e(x)) € R
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Se p(AE(z)) = \ € entdo existe 0 tal que A\, E(z) i)n d& p*(0) = e. Pela
definicao de 7 existem trés possibilidades, vamos analisar apenas o caso em
que a transicao ¢ obtida por res,.

Se A\, E(x) Ln M E'(x) com E(z) l’n (x)E'(x) para x ¢ sup(E), © # a
vem

= p(B(a)) <, 1" () E'(2))

n =~
7)) ==y Aaptp(E' (7))
= pAap(E(x)) ==y Aept( E' (1))
Nestas condigoes e = p* (A E'(z)) = A\pp(E' ()

e logo para todo o = tem-se (u(E'(x)), u(E'(z))) € R.

4. (M E(7)) =50 t = Jop(Aep(E(2))) = ' &V, (H(2),t(2)) € R
Se (A E(z)) =, t entdo existe e tal que \,E(z) ——, e& pu*(e) =t e por
TeSpoin terd de ser e = A\, A\, T'(x)(z) com
E(x) -, T(x) para z ¢ sup(A,FE(z)) Usup(T), x # a.
S u(B(@)) o (T ()
e como sup(u(E(x))) C sup(E(x)) & x # a, por resyoin
= A(B() — AAT()(2) & () = T
S HO(E()) g 1 OB (T(2)(2))
= 1A E(2))) — Azu( p(T(x)(2)))
Nestas condigoes t = pu* (M T(x)(2)) = )\z,u(/\ T(x)(2)) e logo para todo o

()(
z (B (2)(2)), pap(E'(2)(2))) € =

T

Estamos agora em condigoes de apresentar o resultado central desta seccao
que ¢ estabelecer a equivaléncia entre a semantica operacional e a semantica

denotacional no caso fechado.
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Teorema 4.5.3 Para todo o processo P, a semantica denotacional fechada

de P € igual a semantica operacional de P, isto €

Ds.(P) = O(P).

Demonstracao Como O é o tinico morfismo de Proc em D, se mostrarmos
que x © Dy, = F(Dy.) o 7y tem-se necessariamente Dy (P) = O(P).
Se P = 0 verm x(D(0)) = x(0,) = = F(D)(#) = F(D)(+(0)) = F(D)o(0).
Se o processo tiver a forma a(z).P vem
x(D(a(x).P)) = x(out(a, =, D(P))
=x(x"'({(@,z,D(P))}))
= {(@ =, D(P))}
= F(D)({(@ =z, P)}

= F(D)(y(a(z).P)).
Se o processo tiver a forma a(z).P vem

x(D(a(z).P)) = x(in(a, \.D(P{z/z}))
= x(x({(a, A.D(P{z/x}))}))
= {(a,\:D(P{z/x}))}
= F(D)({(a, \-P{z/x})}

= F(D)(v(a(x).P)).
O caso 7.P é idéntico aos anteriores.

Para P + @) vem
X(D(P + Q)) = x(sum(D(P),D(Q))
(X'((D(P)) U x(D(Q))))
(D(P)) Ux(D(Q))

D)(v(P)) U F(D)(v(Q)) ( por hipdtese de indugao )
{(,0): P == 0} UF({(e,0) : @ = 6})

{(a,8) : P 6} U{(a,8) : P2 6})
=F(v(P+Q))

Para os restantes casos, mostrar que yoD = F'(D)o~y é equivalente a mostrar-

I |
R I B> s e

(
(
(

mos as seguintes duas implicagoes:
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P 5.0 = Ds(P) —, D*(6);
Die(P) >, e =5, P -, §&D*(§) = e.

Comecemos pela primeira implicacao.
1. Caso o processo tenha a forma (vz)P tem-se

(v;) Se (vz)P —, (vz)P', pela definicio de v regra v,, tem-se
P —_ P’ e, por hipétese de indugao na estrutura do processo,
obtém-se D(P) ——, D(P")
donde, pela definicao de 7,
= D(P) —, D(P)
= \.D(P{z/z}) ——, \,D(P'{z/z}) (por res,)
= 1(AD(P{z/z})) == p*(\D(P'{z/z}))
= p(\D(P{z/x})) == p\.D(P'{z/x}))

o que é equivalente a D((vx)P) ——, D((vz)P') como se pre-

tendia.

(Vout) Se (vz)P Ly (y)(vx)P" com P iny (y)P' para x # a,x # y

a demonstracao ¢ semelhante a anterior.

(Ubo) Se (vax)P iw A\ P'{z/x} com P Lv (x) P’ para x # a, por
hipdtese de inducao na estrutura do processo
D(P) Lx (x)D(P’) e, pela defini¢ao de n,
D(P) —, (x>12(P’) e como x ¢ sup(A,D(P{z/z})) por resyu
AD(P{z/x}) ==y A\.D(P'{z/})
= WD(P{z/x})) oy i (MD(P(2/a}))
= p(A\D(P{z/x})) == Aop(D(P'{z/x}))
Pelo lema 4.5.1 para todo o z tem-se u(D(P'{z/z})) = D(P'{z/x})
logo
= WD(P{z/2})) " AD(P'{z/a})
= D((vx)P) —, D*(\.P'{z/z}).
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(Vboin) Se (vx)P —, X, ((v2)Q){z/w} com P —_ \,P'{z/w} para
x # a,w, por hipétese de inducio D(P) ——, D*(\.Q{z/w}) o
que implica D(P) -, D*(\.Q{z/w}). Seja
e = A\D(P{v/z});

D(Q{z/wi{v/x}), se 2 # ;

'UAZ
D(Q{y/wHa/wHo/y}), y ¢ 0(Q) se =
Tem-se T'(x)(z) = D(Q{z/w}) para todo o x,z € N e para todo

o w a funcado tem suporte finito e a prépria T tem suporte finito.
Nestas condi¢oes D(P) = e(x) e \,D(Q{z/w}) = T(x) e logo

MD(P{v/x}) ==y AT (0)(2)

Caso z # z tem-se

AD(P{v/z}) ==y XAD(Qfz/wHv/x})

= p(AD(P{v/a}) ==y w* (AAD(Q{z/wH{v/x}))

= 1D/}~ A0 D@Lz /w} {v/)))

= D((v2)P) ~ AD((v2)Q{2/w})

Mas como z # z, (vx)Q{z/w} = ((vz)Q){z/w} e portanto
D((vx)P) ==y A D(((v2)Q){z/w})

= D) P) ~ D*(A((v2) Q)2 /0}).

Caso z = x vem

AD(P{v/a}) ==y A AD(Q{y/zHz/wHv/y}), paray ¢ 1v(Q)
= pAD(P{v/z}) ==y AAD(Q{y/2 Hz/wH{v/y}))

= p(D(P{v/a}) ==y Ap(ND(Q{y/z Hz/wHv/y}))

= D((va)P) == \.D((vy)Q{y/xH{z/w})

Mas como y ¢ lv(Q), (vy)Q{y/r}{z/w} = ((vr)Q){z/w} pelo

que a transicao é equivalente a
D((vx)P) =, \.D(((vz)Q){x/w}) e atendendo a que z = z
= D((va)P) ==y D*(\:((v2)Q){z/w}).

Se a transicao inicial fosse com @ em vez de a a demonstracao era

semelhante.
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2. Caso o processo tenha a forma P|Q tem-se:

(compout) Se P|Q L> (z)(P'|Q) com P —. (x)P’, por hipétese de
1ndu(;ao D(P) — (x)D(P’) donde, pela definicao de 7,
D) (P

D(P)|D(Q) ==, (x)(D(P")|D(Q)) (por pareu)
S HDPIDI@) oy (oY aDUPADID) o o, el cofinigho
de D da
D(PIQ) oy (1)D(PIQ) & D(PIQ) - D* () PQ).

(comp,) Demonstra-se de modo andlogo ao anterior.

(comproin) Se P|Q ——, A\.(P'|Q){z/w} com P -, \,P'{z/w} para
w ¢ 1v(Q), por hipétese de inducio D(P) —=, A\.D(P'{z/w})
donde, pela definicao de n,

D(P) -, \.D(P'{z/w})

= D(P)D(Q) oy A(D(P{z/wh)D(Q)) 0 que, por parym,
implica

w(D(P)|D(Q)) Lx A p(D(P{z/w})|D(Q)), e atendendo a definigao
de D vem

D(P|Q) 5, \.D(P'{z/w}|Q)

= D(P|Q) <, D'(A(P{/w}|Q))

= D(P|Q) =, D*(M.(P'|Q){z/w}), visto que w ¢ lv(Q).

O caso em que a transicao inicial é com a demonstra-se do mesmo

modo.

(sync) Se P|Q -, P'|Q'{z/w} com P - ()P & Q - N.Q'{z/w},
por hipétese de indugao D(P) Lx ()D(P") &D(Q) =, \.D(Q'{z/w})
donde, pela definicao de n,
D(P) Ln ()D(P") & D(Q) ——, \.D(Q'{z/w}), donde por com
D(P)|D(Q) — D(P’)|D(Q’{93/w})) o que implica
u(D(P)|D(Q)) — n(D(P)D(Q{x/w}))
= D(P|Q) — D(P’!Q {z/w})
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= D(P|Q) — D*(P'|Q"{z/w})

(sync,) Se P|Q ——, (vz)(P'{z/w}|Q'{z/w}) com P =, \,P'{z/w}
&Q =, NQ{z/w}&a ¢ Ww(P) — {w} U(Q) — {w} e por
hipétese de indugao D(P) Lx ND(P'{z/w}) & D(Q)
A.D(Q'{z/w}) donde, pela defini¢ao de n,

D(P) —oy AD(P'{z/w}) & D(Q) —ry AD(Q{z/0})

= D(P)|D(Q) ——4 \:(D(P'{z/w})|D(Q'{z/w})) o que implica
M(D(P)!D(Q)) x (A(D(P{z/w}) | D(Q{z/w})))

= D(P|Q) —— n(A:(D(P'{z/w})|D(Q'{z/w})))

o que, atendendo ao lema 4.5.2, é equivalente a

D(P|Q) —— wA:pu(D(P'{z/w})[D(Q'{z/w})))

= D(P|Q) —— n(A\D(P{z/w}|Q'{z/w})))

= D(PIQ) pA(D(P{z/wi{z/z}|Qz/wi{z/z})))

= D(P|Q) —x p(A(D(P{z/w}Q{z/w}){z/x})))

= D(P|Q) — D((Vﬂf)(P’{ﬂ?/wHQ {z/w}))

= D(P|Q) —— D*((va)(P{z/w}|Q{x/w}))

Nota: Como z ¢ lv(P")—{w}Ulv(Q')—{w} tem-se P'{z/w}{z/x} =

P{z/w,z/x} = P{z/w} e do mesmo modo Q'{x/w}{z/x} =

Q{z/w}.

Os restantes casos demonstram-se de modo analogo.

3. Se o processo tiver a forma !P as transi¢oes sao obtidas a custa da
congruéncia !P =!P|P e derivam das transi¢oes de P|Q ja estudadas,
conforme indicado nos comentarios que se seguem a defini¢ao do sistema

de transicoes (4.3.6).

Passemos agora a demonstracao da segunda implicacgao.

1. Caso o processo tenha a forma (vz)P:

se Dyo((vz)P) =, € pela definicio de D tem-se
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(A Dse(P{z/x})) >, €, 0 que implica
J5r, \Dye(P{z/x}) —, & &u*(8') =€

(a) (res;) Se a = 7, atendendo as regras que definem 7, a transigao
toma a forma
A\.D;(P{z/x}) —, e com
D(P{x/x}) = e(x) para z ¢ sup(A.Dye(P{z/x}))
Como D(P) € D a unica possibilidade é a transigao ter resultado
da regra base e entao D(P) —, e(z) e por hipétese de indugao
Jo: P, Q&D*Q) = e(x)
donde, por v,, vem (v,)P —., (vx)Q.
Por outro lado, neste caso u*(e) =€ < pu(e) =ee
D*(Q) = e(x) & D(Q) = e(x), donde
D*((vx)Q) = D((v2)Q)
AD(Qf{w/w}))

, como se pretendia.

(b) Se a = @, atendendo as regras que definem 7, temos trés casos a

considerar

(resou) A-D(P{z/}) = (y)Ase(z) com D(P{a/a}) <, (y)e(x)
para © ¢ sup(A\,Dys.(P{z/x})), © # a, x # y, e neste caso
e = (y)u(X.e(2)). Atendendo a defini¢ao de n a transi¢do
resultou da regra base logo D(P{x/x}) —=, (y)e(z) e por
hipdtese de indugao na estrutura do processo vem
Ip P ==, (y)P'&D*((y) P') = (y)e(x) donde D(P') = e(x)
e, pela definigao de v (Vpyut), vem,
(ve)P =, (y)(va) P
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Nestas condi¢oes, D*({y)(vz)P") = (y)D((vx)P’)

(reso) A-D(P{z/x}) =, Aoe(2) com Dyo(P{x/a}) —, (x)e(x)
para = ¢ sup(\,Ds.(P{z/x})), x # a, pela definicao de n, a
transicao resultou da regra base, logo
D(P) l>X (x)e(x) e, por hipétese de indugao,

Jo: P, (2)Q&D*((2)Q) = (x)e(x) donde, como z # a
por vy, vem
(vz)P L7 AzQ{z/x}.
Neste caso tem-se (2)D(Q) = (x)e(x) logo D(Q) = e(x).
Atendendo ao lema 4.5.1 vem
D*(A.Qfz/x}) = D" (AQ{z/})

= AD(Q)

= \u(D(Q)) (pelo lema 4.5.1)

= Azpi(e(2))

=€

(respoin) Se \.D(P{z/x}) —=, X\AT(x)(2) com D(P) -,
AT(x)(2) para z & sup(A.D(P{z/x})) U sup(AAT(2)(2)),
pela defini¢ao de 7 terd de ser D(P) Lx NT(x)(z) e

hipdtese de inducao na estrutura do processo

por

3o P -5, M.Q{z/w} & D*(\.Q{z/w}) = \.T(z)(2)

Assim A, D(Q{w/z}) = M AT (z)(z) logo para todo o
z, D(Q{w/z}) = \,T(x)(z) e para ’Eodo x,z, D(Q{w/z}) =
T(x)(2). Por vyys, obtém-se (vz)P —— X, ((vz)Q){z/w} para

x # a,r # w. Falta apenas verificar que
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D*(A:((ve)Q){z/w}) = w(AAT (2)(2)),

ou seja que

AD((vr)@){z/wi) = Ap(AD(Q{w/z})).

Caso x # z vem,

A:D((ve)Q){z/w}) = A.D((vz)Q{z/w})
= Ap(AD(Q{z/wH{v/x}))
= A:p(AD(Q{z/w})).

Caso = = z tem-se, para y ¢ [v(Q),

AD((ve)Q){z/w}) = AD((v)Q{y/x}{z/w})

= A Ao (D(Q{y/2}{z/w}{v/y})))
= A p(Ao(D(Qfv/z, z/w})))
= A A (D(Q{2/w}))).

A justificacao para a terceira igualdade é que

{v/y} o {z/w}o{y/a} = {v/w, z/w, v/y}

mas como y ¢ [v(Q)) tem-se
Ql{v/x, zJw, v/y} = Q{v/x, z/w}.

(¢) Se aw = a a demonstragao é idéntica ao caso resp .

2. Caso o processo tenha a forma P|Q, se D(P|Q) —, € pela defini¢ao
de D tem-se u(D(P)|D(Q)) —— ¢, o que implica

35 D(P)D(Q) == 0" & (') = €.

(a) Se o = 7 atendendo a definigao de 1 existem trés possibilidades

distintas:
(par,) Se D(P)|D(Q) ——, ¢/D(Q) com D(P) —, g, pela
definigao de 7 terd de ser D(Q) —, ¢, donde por hipdtese
de inducao

3p: P -, R&D*(R) = ¢
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e por comp, vem P|Q ——. R|Q.
Por outro lado, neste caso € = u(q|D(Q)) e logo
D*(R|Q) =D(R|Q)
=u(D(R)|D(Q))
= u(qID(Q))
=€ , como se pretendia.
(com) Se D(P)|D(Q) —, q|t(x) com D(P) i)n (x)q e
D(Q) —, t, pela defini¢io de 7 tera de ser
D(Q) i’x ()q&D(Q) —, t , donde por hipéStese de
indugao
(3r: P~ (1) RED*((1)R) = (2)9) &
(3s: Q =, \.S{z/w} & D*(\.S{z/w}) = 1)
e por sync vem P|Q ——, R|S{x/w}.
Por outro lado, neste caso € = u(q|t(x)), D(R) =q e
D(A,S{z/w}) =t donde V, D(S{z/w}) = t(x), logo
D*(R|S{z/w}) =D(R|S{x/w})
=uD(R)|D(S{z/w}))
= u(qlt(z))
=€, como se pretendia.
(comyes) Se D(P)|D(Q) = Aa(e(x)[t(x)) com D(P) =y Ae(z)
e D(Q) =, M\t (2), pela defini¢do de 7 terd de ser D(P) ——,
M.e(z) e D(Q) —=, \.t(2) , donde por hipétese de inducio

(3r: P -5, MR{z/w} & D*(\.R{z/w}) = \.e(2) &

(3s: Q =, \.S{z/w} & D*(\.S{z/w}) = \.t(2))

e por sync, vem P|Q —. (vz)(R{z/w}|S{z/w}) para x ¢
W(R) —{w} Ulv(S) — {w}.

Por outro lado, neste caso € = u(\.(e(z)[t(x))) e
A.D(S{z/w}) = Ae(2) &A.D(S{z/w}) = A\ t(z) , pelo que
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D*((va)(B{z/w}|S{z/w}))

D((ve)(B{x/w}|S{z/w}))
pAD((R{z/w}|S{z/w}){z/z}))
p(D(R{z/wiiz/z}|S{z/wi{z/z})))
pA-(D(R{z/w}|S{z/w})))
(
(
(

pAp(D(R{z/w})[D(5{z/w})))
p(A:(D(R{z/w})|D(S{z/w})))
pA(e(2)[t(2)))

=¢€ , como se pretendia.
A sexta igualdade resulta do lema 4.5.2. Em relagao as substi-

z

A
A
A
A
A
A

tuigoes, note-se que {z/z}o{z/w} = {z/w, z/x}, e como = ¢
W(R) —{w}Ulv(S) — {w}R tem-se R{z/w, z/x} = R{z/w}
e S{z/w, z/z} = S{z/w}.

(b) Se a = @, atendendo a defini¢ao de 7 existem duas possibilidades.

(parou) Se D(P)|D(Q) —— (2)(aD(Q)) com D(P) ==, (x)q,
tem-se tambem D(P) % x (x)q donde por hipétese de indugao
JrP —, (z)R&D*((z)R) = ( )q e, atendendo a defini¢ao
de 7, regra compoys, vem P|Q ——, (z)(R|Q).

Neste caso € = u*((x)(¢|P(Q))) = (x)u(q|D(Q)) e (x)D(R) =
(x)q donde D(R) = ¢, logo
D*(()(R|Q)) = (x)D(R|Q)
= (2)u(D(R)[D(Q))
= (2)u(qD(Q))
= €.
(parsoin) Se D(P)|D(Q) —=, As(e(z)|D(Q)) com ¢ -, e tem-
-se pela definicao de n, ¢ LX e, donde por hipdtese de
inducao
IpP -, A R{w/z} & D* (A R{z/w}) = Aye(x)
e, atendendo a definicao de ~, regra compyoin,

PlQ 5, A\ (R{z/w}|Q).
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Nestas condigoes,
D*(Ae(R{z/w}|Q)) = A D(B{z/w}|Q)
= Aop(D(R{z/w})|D(Q))
= (z)p(e(z)|D(Q))
=€
(c) Se a = a existe uma unica possibilidade, que é obtida pela regra

PaTpyin, cuja demonstracao é andloga a do ultimo caso estudado.

3. Caso o processo tenha a forma !P, se D(!P) Lx €, pela definicao de

D tem-se repl(D(P)) ——, ¢ & u(!D(P)) —, € o que implica

3 :D(P) ==y q&p’(q) = ¢

mas as transi¢oes de ID(P) sao obtidas pela congruéncia D(P)
'D(P)|D(P) e derivam das transi¢oes de D(P)|D(Q) ja estudadas. O

4.6 Bissimilaridade e congruéncia forte

Quando temos uma nocao de semantica, isso introduz automaticamente uma
relacao de equivaléncia entre processos e é conveniente que a equivaléncia
semantica induza a mesma equivaléncia no dominio semantico, nesta secgao
vamos verificar que isto acontece no nosso caso.

Uma equivaléncia que tem em conta as acg¢oes internas ¢ usualmente de-
signada por equivaléncia forte, e uma que nao tem em contas estas acgoes
designa-se por equivaléncia fraca. E vantajoso tratar primeiro as equivaléncias
fortes ([SWO01]) por ser um o caso mais facil e porque depois pode ser 1til
para a equivaléncia fraca uma vez que a versao forte implica a versao fraca
da equivaléncia. Nesta seccao vamos fazer o estudo da bissimilaridade e con-
gruéncia apenas no caso forte uma vez que nao foi nosso objectivo explorar

as equivaléncias em toda a sua amplitude.



170 4 Semantica de uma linguagem com mobilidade

O ntcleo de equivaléncia de uma semantica define uma relagao de equiva-
léncia que é designada por relacdo de equivaléncia semantica. O que vamos
verificar nesta seccao é que relacao de equivaléncia semantica forte coincide
com a relacao de bissimilaridade das coalgebras-F, no caso fechado; e com a

relacao de congruéncia forte, no caso aberto.

Proposicao 4.6.1 Sejam P e () processos. Tem-se P ~ () se e so se
Dfe(P> = Dfe(Q)'

Demonstracao Na subsecgao 2.3.2 ja mostramos que o functor F satisfaz
todas as condigoes da proposicao 2.3.9, logo se tomarmos a coalgebra Proc e
a func@o semantica Dy, : Proc — D, que é o tnico morfismo de (Proc,~) na

codlgebra final (D, y), o resultado segue de imediato. O

A bissimilaridade nao é uma congruéncia, porque nao é preservada pelo
prefixo de entrada, para obtermos uma congruéncia temos de exigir que os
0s processos sejam bissimilares para todas as substituicoes de nomes. A
maior congruéncia contida na bissimilaridade é entao definida do modo que

se segue.

Definicao 4.6.2 Dois processos P e () sao fortemente congruentes, e escreve-

se P~ Q, se PO~ (Q para toda a substituicao 6. O

Podemos agora enunciar a proposi¢ao que relaciona a congruéncia com a

equivaléncia semantica aberta.

Proposicao 4.6.3 Sejam P e ) processos. Tem-se P ~ (@) se e so se
Dap(P) = Dan(Q).-

Demonstragao Por definicao P ~ @) se PO ~ Q0 para toda a substituicao
6 o que pela proposigao anterior ¢ o mesmo que Dy.(P0) = Ds.(QF), que por
sua vez é equivalente a termos Dy, (P)0 = D, (Q)0 donde, pela definicao de
fungao, Dy (P) = Dan(Q). O



Capitulo 5
Consideracoes finais

Finalizamos este trabalho com algumas consideragoes sobre os objectivos
atingidos e os possiveis desenvolvimentos que se poderao seguir.

As contribuicoes principais deste trabalho sao: por um lado mostrar que
abordagens, matematicamente mais simples que as tradicionais, podem ser
usadas na definicao da semantica de linguagens com concorréncia e também
de linguagens com mobilidade; por outro lado completar alguns aspectos da
semantica da mobilidade para os quais as propostas actualmente existentes
apresentam limitacoes.

Comecamos por apresentar uma compilagao de resultados necessarios no
decorrer do trabalho. A maior parte desses resultados fazem parte da teoria
de base ou sao adaptacoes, ao nosso contexto, de trabalhos de outros autores.

Seguidamente, usou-se a linguagem L, para mostrar como os cfe’s po-
dem ser usados, com vantagem sobre os espagos métricos, na semantica da
concorréncia e como a abordagem coalgébrica também se apresenta bastante
adequada para lidar com os fenémenos da concorréncia. Neste caso a com-
plexidade de aplicagao dos dois métodos nao apresenta grandes desequilibrios.
Note-se que, em ambos os casos, a obtencao da semantica operacional resulta
directamente do sistema de transicoes enquanto que com as técnicas métricas,

[BV96], é necessério recorrer a um ponto fixo. A utilizacdo dos cfe’s para

171
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a construcao da semantica denotacional estd assente sobre a definicao dos
operadores auxiliares (secgao 3.2.5), cuja definigao é intuitiva. Na defini¢ao
coalgébrica da semantica denotacional evitamos a utilizagao de técnicas de
ponto fixo pois os resultados sao obtidos por coinducao. Recorremos a técnica
dos cfe’s apenas para o calculo do ambiente pp, associado a declaracao D,
por esta solucao se apresentar mais imediata. Estamos, no entanto, con-
vencidos que seria possivel atingir os objectivos utilizando uma abordagem
coalgébrica pura, o que poderemos vir a fazer no futuro. Ainda na técnica

coalgébrica, a obtengao dos dominios é mais intuitiva (usamos Py;, em vez

de Pe).

Mostramos, depois, a grande capacidade de expressao das técnicas coal-
gébricas, aliadas as dos conjuntos nominais, para estudar sistemas moéveis
baseados na manipulacao de nomes. A abordagem coalgébrica que uti-
lizamos tem alguma influencia de [Sta96], mas, no nosso caso, como temos
uma coalgebra final os resultados sao obtidos por coindugao, o que simpli-
fica o processo. Na definicao da semantica denotacional, os operadores mais
elementares nao tiveram o mesmo tratamento coalgébrico que a composi¢ao
paralela, a restri¢ao e a replicagao. O motivo para esta opcao foi que, embora
o tratamento coalgébrico dessas operacoes nao levantasse qualquer problema
técnico, recorrendo & utilizacao de y ! obtém-se resultados quase imediatos
e evita-se sobrecarregar as demonstragoes coindutivas com mais casos para
verificar. Ainda no capitulo quarto, verificamos que a relagao de equivaléncia
entre processos, induzida pelas semanticas, coincide com o conceito geral de
bissimilaridade forte, no caso fechado e com a congruéncia forte no caso

aberto.

Optou-se por nao apresentar a definicao da seméantica do cédlculo-m em
termos de cfe’s, nos moldes em que foi feita para Ly, porque os estudos
feitos nesse sentido conduziram-nos a expressoes para as funcoes auxiliares
demasiados complexas e as quais nao foi possivel, em tempo 1util, darmos um

tratamento simples e claro. Outro dos prosseguimentos deste trabalho podera
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passar por procurar chegar a uma formulagao mais simples para definir a
semantica de linguagens com mobilidade em termos de cfe’s, o que podera

passar por explorar técnicas diferentes das utilizadas no caso de Lgyy,.
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