Correio dos Agores, 28 de Novembro de 2024

matematica 15

i de Imagin

Professor Associado da Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade dos Agores
ricardo.ec.teixeira@uac.pt

Os nimeros complexos assumem um
papel fundamental na ciéncia contempo-
ranea, em particular na Matematica e na
Fisica. No cerne do conceito de numero
complexo esta a unidade imaginaria, a raiz
quadrada de -1, representada usualmen-
te pela letra i. A introdugdo da unidade
imaginaria permitiu expandir o conjunto
dos niimeros reais (que inclui os nimeros
inteiros e as dizimas que utilizamos recor-
rentemente no dia a dia) para um conjun-
to mais amplo constituido pelos nimeros
complexos (que inclui os nimeros reais e
0s numeros imaginarios).

Com este texto, pretende-se aludir a
histéria dos numeros imaginarios desde
as suas origens até ao presente, realgando
algumas curiosidades e aplicagdes. Estes
numeros sdo uma das inovagdes mais in-
trigantes da Matematica, por desafiarem a
nossa visdo tradicional dos niimeros e das
operagdes. A Figura A apresenta uma ima-
gem de Craig Snodgrass e Bob D’Amico
que, em tom comico, ilustra a dificuldade
que os matematicos sentiram na definicdo
da unidade imagindria como a raiz qua-
drada de -1.

Para percebermos melhor o desafio em
causa, comegamos por recordar o conceito
de raiz quadrada. Ora, se o quadrado de
um numero alfa ¢ igual a um niimero beta,
ou seja, se alfa x alfa = beta, entdo dize-
mos que alfa é uma raiz quadrada de beta.
Por exemplo, como 2x2=4, entdo 2 é uma
raiz quadrada de 4. Mas, também temos
(-2) x (-2) = 4, pelo que -2 também ¢ uma
raiz quadrada de 4. Na verdade, todo o
namero real positivo apresenta duas raizes
quadradas, um valor positivo e o seu si-
métrico. Por exemplo, 9 tem duas raizes
quadradas: 3 e -3. Ja 16 tem como raizes
quadradas 4 e -4. E assim sucessivamente.
Nos céalculos com raizes, convenciona-se
considerar para cada nimero a sua raiz
quadrada positiva, a qual se designa por
raiz quadrada principal.

Por curiosidade, ¢ de referi que o ter-
mo “raiz quadrada” tem origem na Grécia
Antiga. Os gregos constataram que, por
exemplo, se a area de um quadrado for 25,
entdo cada um dos seus lados mede 5, em
particular, o lado em que o quadrado se
“apoia”, ou seja, a sua base ou “raiz”. As-
sim, a raiz/base do quadrado de area 25 ¢
5 ou, dito de forma mais simples, a raiz de
25 ¢ 5 (Figura B). Ja o simbolo usado para
representar uma raiz surgiu bastante mais
tarde, tendo sido introduzido por Johann
Rahn (1622-1676) em 1659, no seu livro
“Teutsche Algebra”. O simbolo em causa
resultou de uma deformacgéo da letra “r”

po 1
REALLY
EXISTZ

2= -1

a + bi

i

/ N\

PARTE PARTE
REAL IMAGINARIA

mﬂ 0

X =

cosx+1i senx

-1 X =i

inicial da palavra “radix”, que significa
raiz em latim.

Concentremos, agora, a nossa aten-
¢do na seguinte propriedade dos nimeros
reais: se multiplicarmos um numero real
ndo nulo por si proprio, o resultado é um
numero positivo. Por outras palavras, o
quadrado de um niimero real ndo nulo ¢
sempre um nimero positivo. Assim sendo,
aparentemente nao faz sentido aplicar o
conceito de raiz quadrada a um niimero
negativo, porque isso colocar-nos-ia a pro-
cura de um numero que multiplicado por
si proprio da um ntimero negativo, o que
ndo ¢ possivel no conjunto dos nimeros
reais. Portanto, supostamente ¢ impossivel
encontrar um numero alfa tal que alfa x
alfa = -1. Ou seja, tudo parece indicar que
a raiz quadrada de -1 ndo existe!

Contudo, apesar de concordarem com o
raciocinio apresentado acima, varios ma-
tematicos a partir do século XVI acabaram
por ter de considerar a raiz quadrada de -1
nos seus calculos que envolviam a reso-
lucdo de equagdes polinomiais para con-
seguirem encontrar solugdes para essas
equagdes. Gerolamo Cardano (1501-1576)
foi um dos primeiros a lidar com nume-
ros que hoje consideramos imaginarios,
embora sem uma compreensdo completa
do seu significado. No entanto, foi Rafael
Bombelli (1526-1572) quem comegou a
desenvolver algumas regras fundamentais
para operar com esses nimeros nao con-
vencionais.Esta contribui¢do foi, sem du-
vida, um passo significativo em diregdo a
plena aceitacdo dos nimeros imaginarios.
Porém, o reconhecimento e a formalizagdo
destes intrigantes nimeros ocorreram ape-
nas no século XVIII, gragas ao trabalho de
matematicos como Leonhard Euler (1707-
1783) e Carl Gauss (1777-1855). Euler,
por exemplo, introduziu a representagao
dos nameros complexos com recurso a fun-
¢do exponencial, apresentando a famosa
formula ilustrada na Figura C. Também
foi Euler que comegou a representar a raiz
quadrada de -1 pela letra i e que intro-
duziu a representagdo algébrica atual dos

numeros complexos (Figura D).
Ja a representacdo geométrica dos nu-

meros complexos ¢ amplamente atribuida
a Jean-Robert Argand (1768-1822), que,
em 1806, introduziu o que hoje conhece-
mos como o Plano de Argand. Esta repre-

sentacdo grafica utiliza um eixo horizontal
para a parte real e um eixo vertical para a
parte imaginaria, permitindo visualizar em
termos bidimensionais os nimeros com-
plexos como pontos ou vetores de um pla-
no. A inovagdo de Argand foi fundamental
para a compreensdo dos niimeros comple-
xo0s, pois facilitou a analise de operagdes
como a adigdo e a multiplicagdo, que po-
dem ser visualizadas geometricamente.

Ao terem de considerar a raiz quadrada
de -1 nos seus calculos para encontrarem
as solugdes de equagdes polinomiais (por
exemplo, a equagdo apresentada na Figu-
ra E ndo tem solugdes no conjunto dos
numeros reais, mas tem duas solucdes
no conjunto dos numeros complexos), os
matematicos abriram a porta a um novo
conjunto numérico, o conjunto dos nume-
ros complexos, formado pelos nameros
reais e pelos numeros imaginarios. Assim,
a unidade imaginaria, ou seja, a raiz qua-
drada de -1 ndo ¢ um numero real, mas ao
“imaginarem” a sua existéncia os matema-
ticos conseguiram expandir o conceito de
numero, surgindo os nimeros imaginarios,
que permitem resolver equagdes que antes
eram consideradas insoluveis. Em 1816,
Carl Gauss (1777-1855) apresentou a pri-
meira demonstragdo do famoso Teorema
Fundamental da Algebra, segundo o qual
todas as equagdes polinomiais com coefi-
cientes reais tém pelo menos uma solugdo
complexa (real ou imaginaria). Mais tar-
de, em 1849, Gauss provou que o0 mesmo
acontece com as equagdes polinomiais
com coeficientes complexos, abrindo a
porta a constatagdo de uma propriedade
fantastica das equagdes polinomiais de
grau n (com n maior ou igual a 1) de coe-
ficientes complexos: estas equagdes tém
precisamente n solu¢des complexas (reais
e/ou imaginarias), em que algumas delas
podem aparecer repetidas. Desta forma,
ao conceberem um novo conjunto numeé-
rico, o conjunto dos niimeros complexos,
os matematicos resolveram definitivamen-
te a procura pelas solugdes das equagdes
polinomiais!

Estabeleceram-se, assim, as bases
para o desenvolvimento dos nimeros
complexos que abriram novas fronteiras
na Matematica.Estes numeros tém apli-
cagdes significativas em varias areas da
ciéncia e tecnologia, sendo fundamentais

para a analise de circuitos na Engenha-
ria Elétrica, em especial os circuitos de
corrente alternada, para a modelagdo de
sistemas dindmicos, por proporcionarem
a analise da dindmica ¢ do comportamen-
to de sistemas complexos, e para a fisica
quéntica, ajudando a descrever estados
que ndo podem ser representados apenas
com numeros reais. Os numeros comple-
xo0s também sdo amplamente utilizados
no processamento de sinais, facilitando a
comunicagdo atual por meio de algoritmos
de compressdo de dados e modulagdo de
sinais.

E curioso constatar que 0s nimeros
complexos estdo ligados, através da fun-
¢do0 zeta de Riemann, a um dos problemas
mais intrigantes ¢ ainda néo resolvidos
da Matematica, formulado por Bernhard
Riemann (1826-1866) em 1859.Visualizar
os zeros da fung¢do zeta no plano com-
plexo permite que os matematicos explo-
rem aspetos geométricos e analiticos da
distribui¢do dos numeros primos. Muitos
resultados da teoria dos nimeros depen-
dem da localizagdo desses zeros. Isto
significa que ainda ndo esta completa-
mente determinado o impacto resultante
da criagdo/descoberta dos nimeros com-
plexos, que se baseia na aceitagdo da
existéncia da raiz quadrada de -1.

E os matematicos ndo se ficaram por
aqui. William Hamilton (1805-1865),
ap6s varios anos a tentar generalizar o
conceito de numero complexo através
do aumento do nimero de coordenadas,
para além das duas que caracterizam os
numeros complexos, chegou a conclusdo
que com quatro coordenadas era possivel
fazer essa generalizagdo mantendo a pos-
sibilidade de operar com esses numeros.
E, assim, surgiram os quaternides, que ja
tém aplicagdes praticas atualmente, pois
permitem, nos jogos de computador e nos
simuladores de voo, calcular a nova po-
sicdo do jogador ou piloto sempre que ha
uma rotagdo envolvida. O calculo ¢ feito
através das regras de multiplicagdo dos
quaternides.

E questdo para se dizer que ndo ha li-
mites para a imaginagdo dos matematicos,
o que tem conduzido a defini¢do de no-
vos conjuntos numéricos que apresentam,
por incrivel que possa parecer, aplicagdes
concretas no nosso dia a dia.



