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Resumo

A inclusdo E : CHausOrd — CHausPreord é plena, e a categoria Psp
dos espacgos de Priestley é também uma subcategoria plena de C'HausOrd, o
que nos permite obter a reflexdo C HausOrd — Psp por composi¢do de F com
a composicdo das reflexoes C'HausPreord — StonePreord, StonePreord —
PPreord e PPreord — Psp, que sédo aqui estudadas com pormenor. Estabele-
cemos semelhancas e diferencas entre a reflexdo CHausOrd — Psp e a refle-
x40 correspondente para as ordens triviais, C Haus — Stone, nomeadamente

o facto de a primeira ndo ser nem regular epireflectiva nem admissivel.

Caracterizamos os morfismos de descida na categoria PPreord dos espa-
cos de Stone pré-ordenados que sio totalmente desconexos em relagdo a pré-
ordem, e em Psp. Provamos que um morfismo de Psp é morfismo de des-
cida efectiva nessa categoria se e s6 se for morfismo de descida efectiva em
PPreord.

A categoria dos espacos de Priestley surge na equivaléncia induzida por
uma adjuncéo dual entre T'opOrd e Ret( ;. Ela é também uma subcategoria de
TopPreord cujos objectos sdo limite de determinados espacos pré-ordenados
finitos e discretos.

A reflexdo E—completamente regular ordenado — E—compacto ordenado,
quando F é o espaco ordenado discreto 2 = {0 < 1}, d4-nos uma terceira forma
de obter espacos de Priestley: a categoria dos espacos 2-compactos ordenados

é exactamente Psp.






Abstract

The full inclusion functor E : C HausOrd — ChausPreord and the fact that
the category Psp is also a full subcategory of C'HausOrd gives us the reflec-
tion CHausOrd — Psp through the composition of £ with the composition of
the reflections C HausPreord — StonePreord, StonePreord — PPreord, and
PPreord — Psp, which are described here in detail. We state similarities
and differences between the reflection C HausOrd — Psp and the correspon-
ding reflection for the trivial orders, C Haus — Stone, namely that the former

reflection is not regular epireflective and not admissible.

We characterize the descent morphisms in the categories PPreord of pre-
ordered Stone spaces which are totally disconnected with respect to the pre-
order, and in Psp. We prove that a morphism in Psp is an effective descent
morphism in this category if and only if it is an effective descent morphism in
PPreord.

The induced equivalence by the dual adjunction between T'opOrd and Rety 1
lead us to the category of Priestley spaces. This category is also a subcate-
gory of TopPreord whose objects are limits of suitable finite discrete preorde-
red spaces, the category of limits of all such preordered spaces being exactly
PPreord.

The reflection E—ordered completely regular — E—ordered compact, when
E is the ordered discrete space 2 = {0 < 1}, gives us another way to obtain

Priestley spaces: the category of 2-ordered compact spaces is exactly Psp.
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Introducao

A Dualidade de Priestley pode ser descrita como a equivaléncia induzida,
num sentido que tornaremos preciso mais adiante, por uma adjuncéo entre
a categoria dos espacos topoldgicos ordenados TopOrd e a categoria dual da
dos reticulados limitados Rety;. De forma andloga, a Dualidade de Stone é
a equivaléncia induzida pela adjuncéo correspondente para as ordens trivi-
ais, isto é, a adjuncéo entre a categoria T'op dos espacos topolégicos e Ret ;.
No segundo caso, a adjuncéo e a equivaléncia dual determinam a reflexdo da
categoria C'Haus dos espagos compactos de Hausdorff na categoria Stone dos
espacos de Stone, também chamados espacos profinitos. No primeiro caso,
pelo mesmo processo, obtém-se a reflexdo de C' HausOrd na categoria Psp dos

espacos de Priestley.

A reflexdo de C Haus em Stone bem como as propriedades das categorias
envolvidas, nomeadamente a existéncia de um sistema de factorizacéo reflec-
tivo por ela induzido em C'Haus bem como do sistema que dele advém por
localizacao/estabilizacdo, é um exemplo importante de reflexdo onde o pro-
cesso referido conduz a factorizacdo monétona-leve, que é apresentado com

pormenor em [CJKP97] por Carboni, Janelidze, Kelly e Paré.

O estudo da reflexdo correspondente da categoria C HausOrd em Psp foi o
tema proposto por M. Sobral e G. Janelidze e ponto de partida deste trabalho.
Uma generalizacéo crucial consistiu na substitui¢do de ordem por pré-ordem.
As novas categorias C HausPreord e PPreord permitiram-nos analisar seme-
lhancas e diferencas entre as reflexdes referidas e os contextos em que elas

sdo definidas.

Nas primeiras secc¢oes do Capitulo 1 apresentamos conceitos e resultados

gerais utilizados em todo o trabalho. A seccédo 7 contém um estudo pormeno-



p) Introducao

rizado de aspectos dos espacos topoldégicos ordenados (pré-ordenados), impor-
tantes no desenvolvimento deste trabalho. O teorema final, que generaliza
os resultados anteriores, é relativo a espacos de uma subcategoria plena C de
Top equipados com uma ordem (pré-ordem), COrd (CPreord). Razdes para a
passagem de Ord a Preord sdo evidentes em 1.7.2, 1.7.3 e 1.7.4.

Na seccdo 8 estudam-se as categorias Psp dos espacos de Priestley e a
categoria PPreord dos espacos de Stone pré-ordenados que sao totalmente
desconexos em relagdo a pré-ordem. Tal como Stone é a subcategoria plena de
Top dos espacos limites de espacos finitos e discretos([BJ90]) provamos que
PPreord é constituida pelos espacos que sdo limite de espacos finitos discretos
e pré-ordenados. Dai se deduz, em 1.8.8, que os espacos de Priestley sdo limite
de determinados espacos finitos discretos e pré-ordenados.

No Capitulo 2 a adjuncdo dual entre T'opOrd e Ret(; é estudada em 2.1.
Em 2.2 mostramos que a equivaléncia induzida é a Dualidade de Priestley.
Através da adjuncio e da dualidade obtém-se a reflexdo C'HausOrd — Psp.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo da reflexdo C HausOrd — Psp. Nele
comecamos por analisar o caso das ordens triviais CHaus — Stone. Mos-
tramos que ela também pode ser obtida através da adjuncéo correspondente
entre Top e Rety; e da dualidade de Stone. Diferencas e semelhancas séo
referidas, nomeadamente o facto de ndo ser nem regular epireflectiva nem
admissivel. As reflexées C HausPreord — StonePreord e StonePreord —
PPreord sao estudas nas secgoes 3.2 e 3.3, respectivamente. Mostramos que
elas ndo sdo admissiveis e apresentamos, para a primeira, uma classe de
morfismos para a qual ela é admissivel. Na seccdo 3.4 provamos que a re-
flexdo PPreord — Psp tem unidades estaveis. Finalmente, como a incluséo
E : CHausOrd — CHausPreord é plena e a categoria Psp é também uma
subcategoria plena de C HausOrd, obtém-se a reflexdo C HausOrd — Psp por
composicdo de £ com a composicdo das reflexdes atras mencionadas.

No Capitulo 4 caracterizamos morfismos de descida em PPreord e Psp
e provamos que um morfismo de Psp é morfismo de descida efectiva nessa
categoria se e s6 se for morfismo de descida efectiva em P Preord.

No Capitulo 5 descrevemos o sistema de factorizagdo reflectivo induzido



em PPreord pela reflexdo PPreord — Psp, tendo como base o estudo do sis-
tema de factorizacdo reflectivo induzido em Preord pela reflexdo Preord —
Ord, realizado por Xarez em [Xar03].

No dltimo capitulo comegamos por estudar "E-compactificacées" para um
espaco F de Hausdorff. Na terminologia introduzida por Engelking e Mréowka
([EM58]) definem-se as subcategorias plenas de Top:

E-completamente regular dos subespacgos de produtos de copias de £ e
E — compacto dos subespacos fechados de tais produtos.

Temos entédo a reflexdo E-completamente regular— FE-compacto, a "E-
compactificacdo". Se F é o espaco discreto 2 = {0, 1}, elas sdo as categorias dos
espacos zero-dimensionais e dos espacos de Stone, respectivamente. Também
aqui Psp substitui Stone quando consideramos o espago ordenado discreto
2 = {0 < 1}: a categoria dos espacos 2-compactos ordenados é exactamente

Psp.






Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados gerais que sio utiliza-
dos ao longo de todo o trabalho. Nomeadamente sdo referidos a nocdo e as
propriedades da adjuncao, admissibilidade em estruturas de Galois, sistemas
de pré-factorizacio e de factorizacdo, monacidade, relacdes binarias internas,
e resultados sobre espacgos de Stone. Espacos topologicos ordenados e espacos
de Priestley sdo estudados com pormenor nas duas dltimas sec¢ées. Termina-
mos este capitulo apresentando uma forma de construir espacos de Priestley

através de determinados espacos pré-ordenados finitos.

1.1 Adjuncoes

Dadas duas categorias e functores F' : X — A, G : A — X, temos uma
adjuncgdo se existe uma funcéo ¢ que a cada par de objectos X € X, A € A faz

corresponder uma funcéo bijectiva
p=pxa AFX,A)=X(X,GA)

natural em X e em A.
Esta nocéo, usada ao longo de todo este trabalho, é muito importante e
pode ser definida de varias formas ([Mac97], IV.1). Na proposi¢ao que se segue

referimos as formas que sdo utilizadas neste trabalho.
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6 Preliminares

Proposicao 1.1.1 Uma adjuncdo < F,G,p >: X — A fica completamente

determinada por qualquer um dos items da seguinte lista:

(i) O functor G : A — X e para cada X € X um objecto FyX € A e o morfismo
universal nx : X — GFyX de X para G. Entdo o functor F tem funcdo
objecto Fy e é definido nos morfismos h : X — X' por GFhonx = nx: o h.

(ii) Functores F, G e transformacoes naturaisn : Ix — GF e ¢ : FG — [ 4 tais
que GeonG = IgecF o Fn=1Ip. Aadjuncdo < F,G,p >: X — A é, nesse
caso, denotada por < F,G,n,e >: X — A.

Numa adjuncio < F,G,n,e >: X — A, o functor F' diz-se adjunto & es-
querda de G e G adjunto a direita de F. Frequentemente sdo usadas outras
notagdes tais como F4G: A—X, FAG(n,e) e

X 1 A
sendo 1 a unidade e € a counidade da adjuncéo.

Proposicao 1.1.2 Se os functores G : A — Be G' : B — C tém adjuntos a

esquerda F e F', respectivamente, entdo FF’ é adjunto a esquerda de G'G.

Dada uma subcategoria A de uma categoria B, as funcées imerséo, que
a cada objecto e a cada morfismo de A fazem corresponder os préprios em B,
definem um functor £ : A — B, o functor inclusdo.

Ao longo da tese as subcategorias consideradas séo subcategorias plenas e
repletas, isto é o respectivo functor inclusao é pleno e sdo subcategorias fecha-
das para isomorfismos.

Uma subcategoria A de B diz-se reflectiva em B quando o functor incluséo
E : A — B tem adjunto esquerdo R : B — A. O functor R é chamado functor
reflector e a adjuncédo < R, E,n,e >: B — A diz-se a reflexdo de B em A. Em
particular, a reflexio diz-se epireflectiva (regular epireflectiva) quando as com-
ponentes da unidade da adjuncéo sdo epimorfismos (epimorfismos regulares,
isto é, morfismos que sdo co-igualizadores de algum par de morfismos).

Toda a subcategoria plena e repleta X de uma categoria C é fechada para

limites ([Mac97]). Relativamente a colimites, todo o diagrama em X que tem
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colimite em € tem também, por reflexido, colimite em X tal como indicamos

seguidamente para co-igualizadores.

Proposicao 1.1.3 Seja C uma categoria com co-igualizadores. Dada uma
subcategoria plena, repleta e reflectiva X de Ce (f,g) : X — X' um par de
morfismos em X, o morfismo r¢goq, com q : X' — Q co-igualizador do par (f, g)
em Ce rg a componente da unidade da reflexdo associada a @, é co-igualizador

do par de morfismos (f,g) em X.

Demonstracdo: Seja q: X' — Q o co-igualizador em C do par de morfismos

(f,9), consideremos o seguinte diagrama

/ .
X ==X L5 @ —2+RQ),

como go f = gog, também (rgog)o f = (rgogq)ogergoq € X. Sejah : X' — X"
um morfismo em X tal que ho f = hog. Como g é co-igualizador do par
(f,9) em C, entdo existe um dnico morfismo 2’ : Q — X" tal que h' o ¢ = h.
Mas 7 é componente da unidade da reflexdo, logo existe um tnico morfismo
h" : R(Q) — X” em X tal que h” org = I'. Portanto h” o (rg o q) = h e é 0 tinico
morfismo que satisfaz esta igualdade. Supondo que existe [ : R(Q) — X" tal
quelo(rgoq) = h,entdolorg =h" org = I, porque ¢ é epimorfismo e [ = h”

pela unicidade de »”. Portanto r¢ o ¢ é co-igualizador do par (f,g) em X. O

Uma adjuncio < F,G,n,e >: X — A é uma equivaléncia se a unidade
n: Iy — GF e a co-unidade ¢ : FG — [, s@o isomorfismos naturais. Duas

categorias dizem-se equivalentes se existe uma tal adjuncédo ([Mac97], IV.4).

Proposicao 1.1.4 Toda a adjunc¢do < F,G,n,e >: A — B induz uma equiva-
léncia < Fy,G1,n',¢ >: Ay — By entre Ay e By que sdo as subcategorias plenas
de A e B definidas por:

(i) X € Ay see sésenx éum isomorfismo em A.
(it) Y € By se e s6 se ey é um isomorfismo em B.

que sao também subcategorias repletas.
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Demonstragdo: Seja < F,G,n,e >: A — Buma adjuncéo e Ay, B; as subca-
tegorias plenas de A e B satisfazendo (i) e (ii), respectivamente.

Seja X € Ay, entdo ny : X — GFX é um isomorfismo em A, logo
Fnx : FX — FGFX é um isomorfismo. Assim existe o isomorfismo
(Fnx)~': FGFX — FX tal que (Fnx) 'o Fnx = Idpx e Fnx o (Fnx)~! =
Idpcrx.

Sabendo que ¢F o F'p = Idp temos que

eFXoFnx =Idpx = eFXoFnxo(Fnx)™'=Idpxo(Fnx)™*
= eFXoldpgrx = (Fnx)™!
= FX = (Fnx) L.

Como (Fnx)~! é isomorfismo, e/ X é isomorfismo, logo F X € Bj.

De forma analoga, tem-se que se Y € By entdo GY € A;.

Assim obtemos uma adjuncio < Fi,Gi,7',¢ >: A1 — By, onde
Fi(X)=F(X), Fi(f) = F(f) e n'x = nx, para todo o objecto e morfismo de
A,eG1(Y)=G(Y), Gi(g) = G(g9) e €, = ey, para todo o objecto e morfismo
de B;. O

1.2 Admissibilidade e unidades estaveis

Nesta seccdo referimos alguns conceitos e resultados relativos as estru-
turas categoriais de Galois introduzidos por G. Janelidze em [Jan90]. Para
informacao detalhada ver [BJO1]. Em particular, averiguamos a admissibili-

dade e a existéncia de unidades estaveis de diversas adjuncées.

Uma adjuncéo < F,G,n,e >: € — X juntamente com duas classes de mor-

fismos (chamadas fibracées) X e 8 em C e X, respectivamente, tais que

e X e 8 sdo classes estaveis para produtos fibrados e existem produtos

fibrados ao longo de morfismos de X e de S;

e X e 8 sdo classes fechadas para a composigdo e contém todos os isomor-

fismos;

¢« F(X)CSeG(S)CK
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constitui uma estrutura de Galois na categoria C.

Uma estrutura de Galois numa categoria C é admissivel se para todo o ob-
jecto C em C e toda a fibracao ¢ : X — F(C) em X a composicao dos morfismos
canénicos

F(C xgp) G(X)) = FG(X) - X

€ um isomorfismo.
Sejam K e § as classes de todos os morfismos de codominio B e F(B),
respectivamente. Se C/B e X/F(B) sao as correspondentes categorias na ad-

juncédo associada a uma reflexdo admissivel < F,G,n,e >: € — X,
<FB.GB nB, 8 > /B~ X/F(B)

o functor G¥ induz uma equivaléncia X/F(B) ~ M/B onde M é constituida
pelos morfismos o : A — B para os quais 77547(1) é um isomorfismo. Este facto,
bem como os que lhe correspondem para fibragées particulares, é um resultado
central da teoria referida ([BJ01] 5.1 e [CJKP97] 5.).

Consideremos X = Mor(C) e 8§ = Mor(X).

Proposicao 1.2.1 Uma reflexdo plena, isto é uma adjuncdo
<F,Gne>C—-X 1.1)

cuja co-unidade € é isomorfismo, é admissivel se e s6 se I' preserva produtos
fibrados da forma

B XG’F(B) G(X) i>G()()
m G(p)

com X € X.
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Definicao 1.2.2 Diz-se que a reflexdo (1.1) tem unidades estdveis quando o

functor F : C — X preserva qualquer produto fibrado da forma

A XG(X) B B

T B

A ——G(X)

Proposicao 1.2.3 Se a reflexdo (1.1) tem unidades estdveis e a co-unidade

€: FG — Iy é um isomorfismo, entdo a adjuncdo é admissivel.

1.3 Monacidade

Uma monada T numa categoria X é um terno (7,7, ;) constituido por um
functor T : X — X e duas transformacdes naturais n : Ix — T,u : T? — T tais
que, para todo o objecto X € X, os diagramas

nrx Tox

T
T3x —X > T2x TX T2X TX
KT X 175'¢ Irx nx Irx
T2 x X >7Xx TX

séo comutativos.
Dada uma moénada em X, uma T-dlgebra é um par (X, &) constituido por
um objecto X e um morfismo £ : TX — X em X, chamado o morfismo de

estrutura, para o qual os diagramas

T
T2 X —5 STX X —"™ L7rx
I15'¢ 3 Iy 3
TX— o x X

s&o comutativos.
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Um T-morfismo entre duas T-algebras, (X,¢) e (Y,0), é um morfismo

f: X — Y em X para o qual o diagrama

Tf
T ——TY
13 0
f

X ——Y

é comutativo.
Para qualquer ménada T numa categoria X as T-algebras e os T-morfismos
constituem uma categoria, denotada por X', e o functor de esquecimento

UT . XT — X tem adjunto & esquerda

FT. ¥ — xT

com unidade % = 7x, para cada X € X, e co-unidade e}TY g = 0, para cada
(Y,0) € XT.

Proposicao 1.3.1 Se < F,U,n,e >: X — A é uma adjuncdo entdo existe uma

monada T em X definida da seguinte forma:
e I'=UF;
e n:Ix—UF;

o u=Uel":UFUF — UF.

Nota: Toda a adjuncdo induz uma ménada e, reciprocamente, toda a mé-
nada é induzida por (em geral por mais do que) uma adjunc¢éo. Em particular

a adjuncéo definida por (U”, F") induz a ménada T em X.

Teorema 1.3.2 Dada uma adjuncao < F,U,n,e >: X — A seja T a ménada

por ela induzida em X. Entdo existe um functor ® : A — X' definido por



12 Preliminares

®(A) = (UA,Ueq) e ®(f) = Uf. Ele é o tinico functor para o qual UT o ® = U e

® o F = FT, ou seja para o qual o seguinte diagrama comuta

O functor ® chama-se functor de comparacdo de Eilenberg-Moore. Este func-

tor permite "avaliar" a algebricidade da categoria A relativamente & ménada
induzida pela adjuncdo em causa.

Um functor com adjunto a esquerda diz-se pré-monddico se o functor de
comparacio P é fiel e pleno e diz-se monddico se ® é uma equivaléncia.

Da teoria das moénadas referimos seguidamente alguns factos que serio

frequentemente utilizados neste trabalho.

Proposicao 1.3.3 (i) O functor ¢ é pré-monddico se e s6 se as componentes

da co-unidade da adjuncdo sdo epimorfismos regulares.

(i1) Todo o functor monddico reflecte isomorfismos.

1.4 Sistemas de factorizacao

Enunciamos, aqui, defini¢des e resultados sobre sistemas de pré-factoriza-
cao e de factorizacdo usando as notacgdes e resultados referidos por Carboni,
Janelidze, Kelly e Paré em [CJKP97].

Um sistema de factorizagdo numa categoria C é um par (£, M), onde € e
M séo classes de morfismos de G, tal que todo o morfismo de € se factoriza de
forma tnica segundo um morfismo de £ seguido de um morfismo de M. Mais
precisamente, se f € Centdo f = moecomm € Meecec Ee,se f=m'oe é

outra factorizacgéo (€, M) entéo existe um tnico isomorfismo g tal que goe = ¢’
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em' og=m.

Dados morfismos p e 7, numa categoria C, dizemos que p é ortogonal ao
morfismo 7, e escrevemos p | i, se para todo o par de morfismos u, v tais que

v op =iowu existe um Unico morfismo w que torna o seguinte diagrama

comutativo.

Para cada classe H de morfismos na categoria C considera-se as seguintes
classes de morfismos

H' = {p|p | h paratodo h € H} e H! = {i|h | i para todo h € H}.

Um sistema de pré-factorizagdo (€, M) em C é o par de classes de morfismos
para as quais & = M! e M = &!. Um sistema de factorizacdo é um sistema
de pré- factorizacédo (£, M) tal que qualquer morfismo f € C se factoriza na
forma f = moecomm € Me e € & Em resumo, classes de morfismos em
C constituem sistemas de factorizacédo se verificam as condi¢ées da seguinte

proposicao.

Proposicao 1.4.1 Classes de morfismos (€, M) constituem sistemas de facto-

rizacdo se e so se
(1) € e M contém todos os isomorfismos;
(ii) € e M sdo fechadas para a composicdo;

(iti) todo o morfismo f de C se factoriza como f = moecom m € M, e € &;
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(iv) e | m,comec &me M

Em particular, se todo o morfismo f : A — B numa categoria C se factoriza
na forma f = m o e sendo m monomorfismo e e¢ epimorfismo regular entéo
a categoria C tem um sistema de factorizacdo (EpiReg, Mono). De facto, a
classe & dos epimorfismos regulares e a classe M dos monomorfismos numa
categoria C contém os isomorfismos de C, portanto satisfazem a condigéo (7).
Essas classes também satisfazem (iv): se e = co-ig(u,v) e mos = toe com

m € M entao,
A :v; A— s

C’ ———> D
como m é um monomorfismo e mosou = mosowv, vem que sou = 5o 0.
Portanto, por definicdo de co-igualizador, existe um tnico morfismod : C — C’
tal que doe = s. Além disso modoe = mos = toe implicaque mod = t,
sendo d o dnico morfismo nessas condicoes, como é facil verificar.
Admitindo que todo o morfismo de € tem uma factorizacgéo (€, M), isto é a
condicdo (iii), resta provar (ii). Dadose; : A — Beey: B— C comep, ey € E

suponhamos que e 0 1 = m o e é a factorizagao (€, M) de ez o ;.

€1 €2

A B C
V2 -~
-
/ -
d1 4 - g
e _ 7
’ -7 d2
/ -
by -
m

D C

Por (iv) existe d; tal que djoe; = eemod; = ez. De mod; = es e (iv) deduz-se

a existéncia de um tunico dy tal que dy oey = d; e mody = 1¢. Como m é

monomorfismo e epimorfismo cindido é um isomorfismo, portanto e; c e; € €.
Em qualquer categoria a classe M é fechada para a composicio, pois a

composicdo de monomorfismos é sempre um monomorfismo.

Proposicao 1.4.2 Seja C uma categoria com um sistema de factorizagdo
(EpiReg, Mono). Se X é uma subcategoria plena, repleta e regular epireflectiva

de C entdo
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(i) X tem factorizacdes (EpiReg, Mono);
(i) o functor inclusdo preserva e reflecte epimorfismos regulares;

(iii) se m : C — X é monomorfismoem Ce X € X entdo C € X.

Proposicao 1.4.3 Para um sistema de factorizacdo (€, M) numa categoria C

tem-se as seguintes propriedades:
(1) fe&NM= féumisomorfismo;

(i) a factorizacdo f = moe,m € M,e € &, de um morfismo f de C é tinica a

menos de um isomorfismo,
(iii) feMseesésee]| f,come € E&;
(iv) fogeMe feM=gecM,

(v) no produto fibrado

sem € M, entdo n € M.

As propriedades duais de (7ii), (iv), (v) sdo validas para morfismos em €. A
propriedade (v) ndo é em geral valida para morfismos da classe £. Os siste-
mas que verificam essa propriedade, isto €, tais que a classe € é estavel para

produtos fibrados designam-se por sistemas de factorizacdo estaveis.

1.5 Relacoes binarias internas

Definicao 1.5.1 Seja Cuma categoria. Uma relacdo bindria internaem X € C
é um objecto R € C juntamente com um par de morfismos conjuntamente mo-

nomorfico
T1
R T—; X
2
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Definicao 1.5.2 Seja C uma categoria com produtos bindrios.

Um par R _g; X de morfismos numa categoria C (ou o morfismo indu-
zido pelo produto < f,g >: R — X x X), diz-se uma relagdo de pré-ordem em
X se

(1) (f,g) € um par de morfismos monomdrfico, isto é < f,g > é um monomor-

fismo,
(ii) existe um morfismo d : X — Rtalque fod=1x, god = 1x;

(iii) existe um morfismo o : R xx R — Rtalque foo = fopi, goo = go p,
onde o produto fibrado é o apresentado no seguinte diagrama

Rxx R-2s R

ol

R—5—> X

Definicao 1.5.3 Seja C uma categoria com produtos bindrios.
Um par R —=< X de morfismos de C (ou o morfismo induzido pelo produto
g
< f,g > R — X x X), diz-se uma rela¢do de equivaléncia em X se
(1) (f,g) € um par de morfismos monomdrfico, isto é < f,g > é um monomor-

fismo,
(i1) a diagonal A : X — X x X factoriza-se através de < f,g >;
(iii) existe um morfismot: R — Rtalque fot=gegot=f;

(iv) para o diagrama produto fibrado

1)

R—g—> X

< fofl,gog > A— X x X factoriza-se através de < f,qg >.

Definicao 1.5.4 Uma relacdo de equivaléncia diz-se efectiva se é o par niicleo

de algum morfismo.
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1.6 Espacos de Stone
Um espaco topolégico X diz-se

e totalmente desconexo se 0s unicos subconjuntos conexos de X séo os sub-

conjuntos singulares;

e totalmente separado se para quaisquer dois pontos distintos de X existe
um subconjunto aberto-fechado de X que contém um e n&o contém o

outro;

e zero dimensional se os subconjuntos abertos-fechados de X formam uma

base para a topologia.

Proposicao 1.6.1 Para um espaco topoldgico X sdo equivalentes as seguintes

condigoes:
(i) X é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo;
(ii) X é compacto e totalmente separado;

(iti) X é compacto, Ty e zero dimensional.

Um espaco de Stone, também chamado espaco profinito, é um espaco topo-
logico satisfazendo uma e, portanto, todas as condi¢ées da proposicio anterior.
Denotamos por Stone a subcategoria plena da categoria dos espacos topoldgi-
cos constituida por estes espagos. Sendo uma subcategoria reflectiva ([BJ01]
3.4.4) ela é fechada para produtos e subespacos. Efectivamente, Stone é uma
subcategoria regular epireflectiva de C'Haus, tendo, portanto, as propriedades

referidas em 1.4.2.

1.7 Espacos topolégicos ordenados

Tal como em [DP90] um terno (X, 7, <) diz-se um espago topolégico orde-
nado (pré-ordenado) se (X, 7) é um espaco topolégico e (X, <) é um conjunto

parcialmente ordenado (pré-ordenado).
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Neste trabalho nao utilizamos a definicdo de espaco topoldgico ordenado
(pré-ordenado) de L. Nachbin ([Nac65]) visto ndo incluirmos a condigao de a
relacdo de ordem (pré-ordem) ser fechada em X x X. No entanto essa condicéo
surge naturalmente em determinados tipos de espagos como veremos.

A categoria TopOrd é a categoria cujos objectos sdo os espacos topolégicos
ordenados e os morfismos sdo as aplicacdes continuas que preservam a ordem

e 0 mesmo para TopPreord.

Proposicao 1.7.1 As categorias TopOrd e TopPreord sGo completas.

Demonstrag¢ao: Dado um conjunto {(X;, 7;,<;)|i € I} de espagos topolégicos

ordenados o seu produto € o terno (X, 7, <), onde X = []..; X; é o produto dos

el
conjuntos subjacentes, 7 é a topologia produto e (z;)icr < (vi)icr Se e s6 se
x; <; y; para todo o i € I, munido das projecgdes p; : (X, 7,<) — (X;, 7, <i)-
Como o espacgo singular é objecto terminal em TopOrd, concluimos que esta
categoria tem produtos.

O igualizador em TopOrd de f,g : (X,7,<) — (Y, 7,<) é o par (E,i) onde
E ={z|f(x) = g(x)} é o subconjunto de X equipado com a topologia e a ordem
de subespacode X ei: E — X é a incluséo.

Sendo uma categoria com produtos e igualizadores TopOrd tem limites
([Mac97], capV 2, teorema 2), isto é, é uma categoria completa. E 0 mesmo se

verifica para TopPreord. O

O functor de esquecimento U : TopPreord — Top preserva limites. O resul-
tado seguinte dda-nos uma boa razéio para esse facto e diz-nos que U também

preserva colimites.

Proposicao 1.7.2 O functor U : TopPreord — Top tem adjunto a esquerda e

adjunto a direita.

Demonstracao: Os functores F,G : Top — TopPreord definidos em objectos
por F(X,7) = (X,7,Ax),onde Ax = {(z,2)|lzr € X},e G(X,7) = (X, 7,X x X)

sdo o adjunto a esquerda e o adjunto a direita, respectivamente. O
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Seja Preord a categoria dos conjuntos pré-ordenados e das funcgdes que
preservam as pré-ordens. Denotemos por Rx o subconjunto {(z,z’)|z < 2’} de
X x X para (X, <) € Preord.

Lema 1.7.3 ([JS02] 2.2) Um morfismo f : (X,=<) — (Y, X) é um epimorfismo

regular em Preord se e sé se f(X) =Y e Ry € o fecho transitivo de f x f(Rx).

Usamos também <y para denotar Rx.

Seja V : TopPreord — Preord o functor de esquecimento.

Proposicao 1.7.4 O morfismo f : (X, 7,<X) — (Y, 7, <) é um epimorfismo re-
gular em TopPreord se e sé se U f é epimorfismo regular em Tope V f é epimor-

fismo regular em Preord.

Demonstracdo: Se f é um epimorfismo regular em TopPreord entao f é o
co-igualizador do seu par nucleo (71, m3) e, por 1.7.2, (Un,Ums) é o par nucleo
de Uf e Uf é o co-igualizador de (Um,Ums). Além disso, supondo que Ry
contém estritamente o fecho transitivo de f x f(Rx), seja Y’ o espago com o
mesmo espaco topolégico subjacente de Y e Ry o fecho transitivo de f x f(Rx).
O morfismo f’' : X — Y’ definido por f'(x) = f(x), para todo o x € X, é tal que
f'om = [’ om mas néo se factoriza através de f. Consequentemente, f ndo
é co-igualizador de (7, 7m3).

Reciprocamente, se U f e V f sdo epimorfismos regulares em Top e Preord,
respectivamente, e g o m; = g o mp em TopPreord, entdo existe um morfismo
h € Top tal que ho f = g.

Além disso, se y < v’ em Y, pela lema anterior, existe uma sequéncia finita
/ / /
To 2T, 1 DTy, Ty DT,

em X tal que y = f(xO)vf(:E;) = f(:l:iJrl)’ parai =0,1,... y IV — I, e y/ = f(x':z)
Entao h(y) = g(xo) = g(zf) = g(z1) < ... = g(z},) = h(y) e, pela transitividade,
h(y) = h(y’). Portanto, h € TopPreord e é o inico morfismo que satisfaz a

condicdo ho f = g. O
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Proposicao 1.7.5 TopOrd é uma subcategoria plena e regular epireflectiva de
TopPreord

Demonstracd@o: Para X = (X, 7,=<) em TopPreord define-se uma relacéo de

equivaléncia em X da seguinte forma
/ / /
r~r Srrexr Xx

e toma-se I(X) = (X/ ~,7,<) onde X/ ~ é o conjunto quociente, 7 é a topologia
quociente relativamente a projec¢do canénica py : X — X/ ~ e < é o fecho
transitivo de px x px(Rx), que é uma ordem em X/ ~. Entéo px : X — I(X)
é a reflexdo de X em TopOrd. Além disso, por 1.7.4, px é um epimorfismo
regular sendo portanto T'opOrd uma subcategoria plena e regular epireflectiva
de TopPreord. O

Seja CPreord a subcategoria plena de TopPreord cujos objectos sdo ternos
(X, 1, =) tais que (X, 7) é objecto da subcategoria plena C de T'op. Denotamos
por U e V os correspondentes functores de esquecimento de CPreord em C e
em Preord.

As proposicoes desta seccdo sdo casos particulares das que reunimos no

teorema que se segue.
Teorema 1.7.6 Em CPreord
(i) O functor U : CPreord — C tem adjunto & esquerda e & direita;

(it) um functor D : I — CPreord tem limite se e s6 se UD : [ — C tem limite

em C;

(iii) se C é fechada para produtos fibrados um morfismo f € CPreord é epi-
morfismo regular se e sé se U f e V [ sd@o epimorfismos regulares em C e

em Preord, respectivamente;

(iv) se, para (X,7,=) € CPreord, X/ ~ com a topologia quociente pertence

ainda a Centdo COrd é uma subcategoria regular epireflectiva de CPreord.
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1.8 Espacos de Priestley

Seja X um espaco topolégico ordenado (pré-ordenado). Um subconjunto

de X diz-se decrescente em X se
zyeXyelex<y=axel.

Denotamos por AF'D(X) o conjunto dos subconjuntos abertos-fechados de-

crescentes de X.

Definicao 1.8.1 O espaco topolégico ordenado (pré-ordenado) (X, T,<) diz-se
totalmente desconexo em relacdo a ordem (pré-ordem) se dados x,y € X tais
que y £ x existe um subconjunto U aberto-fechado decrescente de X tal que
zeUeygU.

Proposicao 1.8.2 Todo o espaco totalmente desconexo em relagdo a ordem é

espaco de Hausdorff.

Demonstracao: Seja (X,7,<) um espaco totalmente desconexo em relagéo
a ordem. Vejamos que é de Hausdorff.

Sejam z,y € X tais que = # .

Suponhamos que y £ z. Entéo, como (X, 7, <) é totalmente desconexo em
relacdo a ordem, existe U, subconjunto aberto-fechado decrescente de X, tal
quexeUey¢U.

Sendo U aberto-fechado, X — U é aberto-fechado. Como y ¢ U, entéo
y € X — U. Assim existem os abertos U, X — U taisquex € U,y X —U e
Un (X — U)=0,ouseja (X, ) é espaco de Hausdorff. O

Proposicao 1.8.3 Todo o subespaco de um espaco totalmente desconexo em

relacdo a ordem é ainda totalmente desconexo em relagdo a ordem.

Demonstracao: Seja (X,7,<) um espaco topologico totalmente desconexo
em relagao a ordem. Seja A um subespaco de X.

Vejamos que A é ainda totalmente desconexo em relagdo a ordem.
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Sejam a, a’ € A tais que a £ a/. Entéo existe U € AFD(X) talqued € U e
a ¢ U. Se U é aberto-fechado decrescente de X entdo U N A é aberto-fechado

decrescente de A, e assim A é totalmente desconexo em relacéo a ordem. [

Proposicao 1.8.4 O espaco produto de espacos topologicos totalmente desco-
nexos em relacdo a ordem é ainda um espaco totalmente desconexo em relacdo

a ordem.

Demonstracd@o: Sejam (X;);c; uma familia de espagos topolégicos ordena-
dos totalmente desconexos em relacédo a ordem.

Vejamos que o espaco topoldgico produto, [],.; X, é totalmente desconexo
em relacéo a ordem.

Sejam (z;)icr, (Yi)ier € [];c; Xi tais que (2;)ier £ (yi)icr. Entéo existe um
indice ip € I para o qual z;, £ y;,. Em X, existe U;, € AFD(X;,) tal que
Yio € Uiy € ziy & Ui,

Fazendo U; = X;, para todo 0 i # ig, em U = [[,.; U;, U é um subconjunto
aberto-fechado decrescente do espaco produto, [[,.; X;, tal que (y;)icr € U e
(x;)ier ¢ U. Logo o espaco produto considerado é totalmente desconexo em

relacdo a ordem. O

Um espaco de Priestley é um espaco topologico ordenado, compacto e to-
talmente desconexo em relacéo a ordem, portanto os espacos de Priestley sédo
espacos de Stone visto serem espacos compactos, Hausdorff e totalmente des-

conexos.

Denotamos por Psp a subcategoria plena de T'opOrd constituida pelos es-

pacos de Priestley.

Proposicao 1.8.5 Se X é um espaco totalmente desconexo em relagdo & ordem

entdo a relacdo é fechada.

Demonstracao: Seja (X,7,<) um espaco totalmente desconexo em relagéo
a ordem e seja Rx = {(z,y) € X x X|z < y}. Mostremos que Ry é um

subconjunto fechado de X x X.
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Consideremos A = (X x X) — Rx e vejamos que A é um aberto de X x X.

Seja (z,y) € A, isto é x £ y. Como X é um espaco totalmente desconexo
em relacio a ordem, existe U aberto-fechado decrescente de X talque y € U e
x ¢ U. Logo existe um subconjunto aberto de X x X, (X —U) x U, que contém
(z,y). Vejamos que (X —U) x U C A.

Seja (a,b) € (X —U) x U. Suponhamos que (a,b) ¢ A. Entdo a < b, como

b e U e U é decrescente, tem-se a € U, o que é um absurdo. O

Em particular, num espaco de Priestley a relacdo de ordem € interna. De
facto, Ry sendo um subespaco fechado de X x X é compacto e totalmente
desconexo em relacdo a ordem. Além disso Psp é uma subcategoria plena de
TopOrd.

Um espaco finito e discreto é um espaco de Priestley relativamente a qual-

quer ordem.

F. Borceux e G. Janelidze, em [BJ01] 3.4.7, caracterizam os espacos de
Stone como sendo limites de espacos topolégicos finitos e discretos. Para obter
uma "versiao ordenada" deste resultado, seguindo um raciocinio semelhante,
temos que passar a um patamar mais elevado de generalidade e considerar
os espacos de Stone pré-ordenados que sdo totalmente desconexos em rela-
cdo a pré-ordem. A correspondente subcategoria plena de TopPreord vai ser

denotada por PPreord.

Proposicao 1.8.6 As categorias Psp e PPreord sdo completas.

Demonstracdo: Como o produto de espacos compactos é compacto, de 1.8.4
e atendendo a que o objecto terminal de TopOrd e TopPreord (o espaco orde-
nado singular) é o terminal em Psp e em PPreord, vem que estas categorias
tém produtos.

De 1.8.2 e 1.8.3 conclui-se que o igualizador de qualquer par de morfismos
em Psp ou PPreord ainda pertence a essas categorias: basta ver que no igua-

lizador (E,i) do par f,g : X — Y, E é um subconjunto fechado de X (porque
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estamos a trabalhar com espagos Hausdorff) portanto compacto.
Concluimos portanto que Psp e PPreord tendo produtos e igualizadores

tém todos os limites. O

Teorema 1.8.7 Um espaco topologico pré-ordenado é objecto de PPreord se e

s0 se é limite de espacos pré-ordenados finitos e discretos.

Demonstracdo: Um espaco finito e discreto é compacto. Ele é também to-
talmente desconexo em relacdo a qualquer pré-ordem (tal como a qualquer
ordem). Pela proposi¢ao anterior concluimos que o limite de espagos pré-
-ordenados finitos e discretos é ainda um objecto de PPreord.
Reciprocamente, seja X € PPreord e R o conjunto das relacoes de equi-
valéncia R em X tais que o espacgo topolégico quociente X /R relativamente a
projeccdo canénica pr : X — X/R é finito e discreto. Considerando o conjunto

R ordenado por inclusdo como uma categoria seja
D :R — PPreord

o functor definido por D(R) = X/R, o espaco quociente com a relacdo de pré-
-ordem que é o fecho transitivo de pr x pr(=<x).

Se R C R’ temos um morfismo X/R — X/R' definido por [z|g — [z]|r,
denotando por [z]r e por [z]r as correspondentes classes de equivaléncia de
e X.

Seja (Ar : L — X/R)gex o limite de D. Como (pr : X — X/R)rex € um
cone de X para D, pela definicido de limite, existe um tnico morfismo g em
PPreord tal que A\g o g = pr paratodoo R € R.

Pelo teorema 3.4.7 em [BJ01], g € um homeomorfismo. Suponhamos agora
que g(z) < g(y) e que = A y. Entao, porque X é totalmente desconexo em
relacdo a pré-ordem, existe U subconjunto aberto-fechado decrescente de X
talqueyeUex ¢ U.

Tomemos a relacdo de equivaléncia Ry em X correspondente a particao
{U,X —U}. Entao Ry € R. Vejamos que [z]r, 2 [y]r

Suponhamos que [z]|r, = [y]r,, entdo existem

U

) 2 a1,y <9, ..., 2, <z, tais que
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[#1]ry = [2]Ry, [21]Ry = [#5]Rys - - - [Tn] Ry = Y] Ry -

Assim, como y € U entdo z,, € U e, também, z/, € U, pois U é um sub-
conjunto decrescente. Aplicando o mesmo raciocinio sucessivamente temos
também 2} € U.

Por outro lado, ¢ U logo z € X — U, e, como [¢}]r, = [z]r,, também
zj € X —U. O que é um absurdo.

Assim existe uma relacdo de equivaléncia Ry € R tal que [z]r, Z [y]ry»
portanto g(z) £ g(y).

Portanto X é limite de espacos topolégicos pré-ordenados finitos e discre-

tos, a menos de um isomorfismo. O

Partindo de um espaco de Priestley X, as relagdes induzidas em X/R pelo
fecho transitivo podem néo ser, e ndo sdo em geral, relacées de ordem. Con-
tudo o limite L sendo isomoérfico em PPreord a X é ordenado: considerando os
espagos pré-ordenados X/R, mais precisamente o correspondente diagrama
em PPreord definido pela categoria R e o seu limite em PPreord obtemos o
espaco de Priestley X de que partimos.

Assim, o teorema anterior da-nos uma forma de construir espacos de Pries-

tley.

Corolario 1.8.8 Todo o espaco de Priestley é limite de espacos finitos, discre-

tos e pré-ordenados.






Adjuncao dual entre TopOrd
€ Reto,l

Seja T'opOrd a categoria dos espacos topolégicos ordenados e das aplicacoes
continuas que preservam a ordem, definida na sec¢do 1.7. Retp; denota a
categoria cujos objectos sdo os reticulados limitados e que tem por morfismos
os homomorfismos de reticulados que preservam o zero e o um.

Vamos estabelecer uma adjuncéo entre TopOrd e a categoria dual da ca-
tegoria Retp cuja equivaléncia induzida, no sentido de 1.1.4, é exactamente
a dualidade de Priestley. Dai se deduz a reflexao da categoria C HausOrd dos

espacos compactos Hausdorff ordenados em Psp.

2.1 Adjuncio entre TopOrd e Rety"

O conjunto 2 = {0,1} com a ordem 0 < 1 é um reticulado limitado, que
denotamos por 2,,. O mesmo conjunto ordenado equipado com a topologia dis-

creta é um espaco topolégico ordenado, denotado por 2;.

Para um objecto L de Rety ;, consideremos o conjunto Hom(L,2,) com a

ordem ponto a ponto, isto é f < g se e s6 se f(a) < g(a) paratodoo a € L,

27
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sendo a topologia a menor topologia na qual todos os subconjuntos
U,={fe€ Hom(L,2,)|f(a) =1},a € L (2.1)
e os seus complementos sdo subconjuntos abertos.

Proposicéo 2.1.1 Existe um functor U : Ret, — TopOrd que a cada
L € Rety, faz corresponder o espago topoldgico Hom(L,2,) e a todo o mor-
fismo f : L — K em Rety 1 faz corresponder o morfismo U(f): Hom(K,2,) —
Hom(L,2,) definido por U(f)(g) =go f.

Demonstrag¢ao: De facto, para todo o morfismo f : L — K em Retp; a
aplicacéao
Uf: Hom(K,2,) — Hom(L,2,)
g — golf

é continua e preserva a ordem, pois sejam g,h € Hom(K,2,) tais que g < h,
isto é g(b) < h(b) paratodoo b € K.

Seja a € L.

Uf(g)(a) = (go f)(a) = g(f(a)) < h(f(a)) = (ho f)(a) = Uf(h)(a). Entéo
Uf(g) <Uf(h),isto é Uf preserva a ordem.

Mostremos que U f é uma aplicacdo continua.

Sejab e L.
U1 U) = {g€ Hom(K,2,)|[(Uf)(9) € Up}
= {g9€ Hom(K,2:)|(go f) € Uy}
{9 € Hom(K,2,)|(go f)(b) = 1}
= {g€ Hom(K,2,)|g(f(b)) =1} = Uy, subconjunto

aberto de Hom(K,2,).
Uf)"H(Hom(L,2) = Uy) = {g € Hom(K,2,)|Uf(g) ¢ Uy}

de Hom(K,2,).
E 6bvio que U(idy) = idys e que U(go f) = Uf o Ug ja que U é uma
"elevac¢do” do functor Hom(—,2,) : Retg) — Conj para TopOrd, onde Conj

denota a categoria dos conjuntos. O
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Vamos agora provar que também o functor Hom(—,2;) : TopOrd — Conj
admite uma "eleva¢do” para F : TopOrd — Ret().

Para um objecto X € TopOrd, o conjunto Hom(X,2,;) com a ordem ponto
a ponto é um reticulado limitado, onde o zero (limite inferior) e o um (limite

superior) sdo definidos por

Ox : X —2,0(x)=0,Vz e X
tx : X — 2,(x) =1,Vz € X,

respectivamente, e

(fAg)(x) = f(z) Ng(z), Vo € X
(fVg)(z)=f(x)Vg(x),VeeX

Proposic¢do 2.1.2 Define-se um functor F : TopOrd — Rety; fazendo corres-
ponder a cada X € TopOrd o reticulado limitado Hom(X,2;) e a cada mor-
fismo f : X — Y em TopOrd a fungdo F(f) : Hom(Y,2,) — Hom(X,2;) tal que
F(f)(g) =gof.

Demonstracdo: Para qualquer morfismo f: X — Y em TopOrd a aplicagao
Ff: Hom(Y,2;) — Hom(X,2)
g — gof
é um morfismo de reticulados limitados. De facto tem-se, para qualquer x € X,
Ff0y)(x) = (0y o f)(x) = Oy (f(x)) = 0;
Ff(y)(z) = (ty o f)(@) = (f(2)) = 1;
Ff(gnh)(z) = (Ff(g) NFf(h))(x),Vg,h € Hom(Y,2);
Ff(gVh)(x) = (Ff(g) Vv F[f(h))(x),Vg,h € Hom(Y,2).
E para quaisquer g,h € Hom(Y,2;) tais que g < h, isto é tal que g(y) < h(y)
paratodooy €Y, gof < hof. Logo F define um functor de TopOrd em Ret .
([

Para todo o espaco topolégico ordenado X e x € X a aplicacdo de avaliacéo,
avx,y : Hom(X,2;) — 2, tal que avx (i) = i(x), para todo o i € Hom(X,2;), é

um morfismo de reticulados limitados.
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Proposicao 2.1.3 A funcdo que a cada X € TopOrd faz corresponder

nx X — UFX = HOm(HOm(Xa 2t))27”)

r — avx

é uma transformacdo natural n : Idroporqa — UF .

Demonstrag¢do: A aplicagdo nx preserva a ordem. Vejamos que é continua.
Seja f € FX.

nx (Up) = {z€X|nx(x) € Us}

= {2 € X|avx.(f) =1}

{z € X|f(z) =1}

= f~!(1), subconjunto aberto de X.

Ny (UFX —Up) = {x € X|nx() ¢ Us}
{z € X|avx ,(f) # 1}

= f~1(0), subconjunto aberto de X.
Sejam X, Y espacos topolégicos ordenados. Seja f : X — Y uma aplicacdo

continua que preserva a ordem. Mostremos que o seguinte diagrama comuta

X 2L Urx

fl lm

Y T‘UFY

Seja x € X.

(ny o f)(x) = ny (f(z)) = avy f@z)-

(UFfonx)(x) =UFf(nx(x)) =UFf(avx y) = avx g o Ff.

Vejamos que avy, y(, = avx . o F'f.

Sejai € Hom(Y,2;).

avy, e 0) = i(f (@)

(avx0 0 F)(i) = avx o (FF()) = avxalio f) = (io f)(@) = i(f(z). O

Para todo o reticulado limitado L e a € L a aplicacdo avaliacéo,
avyq : Hom(L,2,) — 2, tal que avy 4(7) = i(a) para todo o i € Hom(L,2,), é

uma aplicacdo continua que preserva a ordem.
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Proposicao 2.1.4 A funcdo que a cada L € Ret ; faz corresponder

e, 2 L — Hom(Hom(L,2.),2)

a — QUL q

é uma transformacdo natural € : Idgrey,, — FU.

Demonstracd@o: A aplicacdo ¢, é um morfismo de reticulados limitados.
Seja f : L — K um morfismo de reticulados limitados.

Vejamos que o diagrama seguinte comuta

L > FUL

fl lmf

K 6—K>FUK

Seja a € L.

(FUfoer)(a)=FUf(er(a)) = FU f(avr,q) = avp a0 Uf.
(ex © f)(a) = ex(f(a)) = avi f(a)-

Vejamos que avy, , o Uf = avg f(q)-

Sejai € Hom(L,2,).

(avpaoUf)(@) = avpa

O

Teorema 2.1.5 O functor F é adjunto a esquerda do functor U : Retgf’l —
TopOrd.

Demonstracdo: Vamos provar que os functores F, U e as transformacoes
naturais 7 e ¢ satisfazem as identidades triangulares, isto é que
Ueronyr = Idyr e Fnx oepx = Idpx, para todo L € Rety; e X € TopOrd.
Sejam X € TopOrde f € FX.
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(Fnx oerx)(f) = Fnx(erx(f)) = Fnx(avrx,f) = avrpx,f o nx.

Vejamos que avpx,;onx = f.

Sejaz € X.

(avpx,fonx)(z) = (avrx ) (nx (7)) = (avrx f)(avx ) = avx . (f) = f(z).
Similarmente, Uey, o nyp, = Idyy. O

2.2 Dualidade de Priestley

Vamos agora determinar a equivaléncia induzida, no sentido de 1.1.4, pela

adjuncao definida na seccéo anterior.

Dado um espaco topolégico ordenado X , o conjunto dos abertos-fechados
decrescentes de X, AFD(X), é um reticulado distributivo limitado para a re-

lacéo de inclusao.

Proposicao 2.2.1 Seja X um espaco topoldgico ordenado. O reticulado limi-
tado F(X) = Hom(X,2;) é isomorfo a AFD(X)P.

Demonstragcdao: Consideremos a aplicacéo

p: Hom(X,2;) — (AFD(X))%
f — {0}

e provemos que ¢ € isomorfismo de reticulados limitados.

Dado f € Hom(X,2;), isto é f : X — 2, é uma aplicacdo continua que
preserva a ordem, f~1({0}) € AFD(X).

Sejam f,g € Hom(X,2;) tais que f # g, isto é existe = € X tal que
f(z) # g(x), logo tem-se (x € f1({0}) e z ¢ g~ ({0})) ou (@ & F~1({0}) e
x € g~1({0})), e portanto ¢ é uma aplicacio injectiva.

De seguida mostremos que ¢ é uma aplicacéo sobrejectiva.

Dado A € AFD(X), seja f : X — 2, tal que

0 sex €A,
f(x)—{ 1 sex¢ A
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Ora f € Hom(X,2;) e p(f) = A. Logo ¢ é sobrejectiva.

pl0x) = 05 ({0}) = {o € X|ox (2) =0} = X
plex) =1 ({0}) = {z € X|ex(x) = 0} =0
e(fNg) = (FAg) T {0} = F7H{0}) U g™ ({0}) = »(f) Uelg), V.9 €
Hom(X,2).

e(fVvg) = (fVve ({0} = {0} ng " ({0}) = ¢(f) Nwl9), Vf.g €
Hom(X,2).

Sejam g,h € Hom(X,2;) tais que g < h, isto é g(x) < h(z), para todo o
r € X. Entdo h=1(0) C g~ 1(0). O

Dado um reticulado limitado L, o conjunto dos ideais primos de L, de-
notado por I,(L), é um espaco topolégico ordenado. A topologia tem como

subbase de abertos o conjunto
S={V|be L} U{Ip(L) — Vc|c € L},

sendo
Vo ={I € I,(L)|b¢ I} (2.2)

Proposicao 2.2.2 Para todo o reticulado distributivo limitado L o espaco to-

poldgico dos ideais primos de L, X = (I,(L), T), é compacto.

Demonstracao: Pelo Lema da subbase de Alexander, basta provarmos que
toda a cobertura aberta de X por elementos de S tem uma subcobertura finita.

Sejam Ay, A1 C L tais que
xXc(Uwu(lx-w)
beAo cEA

Seja J o ideal gerado por Ag e G o filtro gerado por A;. Suponhamos que
J NG = (), pelo Teorema do Ideal Primo, existe I ideal primo de L tal que
JCIelINnG=40

Como I € X, entao

eAy: 1€V, ou Iee Ay T (X -V,)



34 Adjuncao dual entre TopOrd e Retg

Sel € Vyentdob¢ I. Masbe Ay C J C I. O que é um absurdo.
Sel e (X —V.)entdoce I. Masce A1 CGelING = 0. O que é um
absurdo. Entdo JNG # 0

Sejaa € JNG.

Temos os seguintes casos:

1. Suponhamos que Ag # 0, A1 # ()

Entéo, como

J= (Aol =l {b1 VbV ...Vby|n € Nay,as,...,a, € Ag} (1)
G=[A)=l{aaNcaN..Ncglk € N,c1,c9,...,c1 € A1}

existe n,k € IN, by, ...,b, € Ag,c1,...,c;, € Ay tal que

AN Nep<a<b V..Vb,.

Sejal € X.
Seaeclentdocy A...ANcp € I,1logo I & Ve pne, = Ve, N...NV,. Entéo
Te(X-Voy)U..U(X =V,).

Sea ¢ I entdob; V...Vb, ¢ I e, consequentemente I € V;,\. vp, = V3, U
...UV,,. Concluimos entdo que X = V3, U...UV, U(X =V, )U..U(X =V,,),

isto é, existe uma subcobertura finita.

2. Suponhamos que Ay # () e A; = (. Neste caso G = {1}, entdoa = 1
el e J. Existen € Neby,...,b, € Apg tal que 1 < by V... V b,. Entao
l=bV..VbyeVi = Xpv.w, = Vo, U...UV, . Logo existe uma

subcobertura finita.

3. Se Ay = 0 e Ay # 0, de uma forma similar prova-se que existe uma

subcobertura finita.
4. Se Ag =0 e A; =0, é trivial que existe uma subcobertura finita.

O

Proposicao 2.2.3 Dado um reticulado distributivo limitado L e o espaco to-

poldgico ordenado dos ideais primos de L, X = (I,(L), 1, C), tem-se:
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i) I,Jel,(L),JZI=3aclL:1cV,eJ ¢V,

(ii) Os subconjuntos abertos-fechados decrescentes de X sdo exactamente os
conjuntos V, = {I € I,(L)|a ¢ I} com a € L.

Demonstragao:

(1) Sejam I, J ideais primos de L tais que J € I. Entéo existe a € L tal que
acJead¢ IlogoJ ¢V,elcV,.
Mais, para todo o a € L, V, é um subconjunto aberto-fechado de X, por-
que V, € S,e X -V, € S.

(ii) Sejam I € Ve J € I,(L) taisque J C I. Sea € J temos a € I, 0 que é um
absurdo, porque I € V,, logo J € V,,. Entao V, é decrescente.
Seja V um subconjunto aberto-fechado decrescente de X.
SeV =0, entao V = Vj.
SeV = X entao V = V;.

Suponhamos que V # eV # X. Seja J € X — V. Paratodoo I € V,tem-
se J € I, porque V é decrescente e J ¢ V. Por 1, para todoo I € V, existe
ar € LtalqueI €V, eJ ¢V,,. Logo

Vg UVaIeJ¢ UVGI‘

% IeV

Como X é compacto e V' é fechado, V' é compacto. Como V,,, é aberto para

todo o I € V, existe U C V néo vazio e finito tal que

Vel Va
Iev

Seja by = \/ ar. EntaoVCV,, e J ¢V,,.
Iev
Seja J € X — V. Tem-se

XxX-ve |y X-V)eve (| W,
JeX-V JeX-V
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Mas, X — V é fechado e consequentemente é compacto. Como X —V},, é
aberto para todo o J € X — V, existe A C (X — V) néo vazio e finito tal
que
X-velJ&x-V,)=X- V-
JeA JeA

EntaoV D m Vi, ecomo V' C ﬂ W, concluimos que

JeA JeA
V=W, ="V
JeA
com a = /\ by.
JeA

Pelas proposi¢oes anteriores podemos concluir que

Proposicao 2.2.4 Para todo o reticulado distributivo limitado L o espago dos

ideais primos de L é um espaco de Priestley.

Proposicao 2.2.5 Todo o espaco de Priestley X é isomorfo ao espaco dos ideais

primos do reticulado dos seus abertos-fechados decrescentes.

Demonstragcdo: Seja X um espaco de Priestley, consideremos a aplicagao

my: X — L(AFD(X))

r — I,

sendo 'y, = {A € AFD(X)|x ¢ A} e vejamos que é um isomorfismo.
A aplicacao ny é continua e preserva a ordem.
Mostremos que 7y € sobrejectiva.
Se X = () entao I,(AFD(X)) = 0 e 'y é sobrejectiva.
Suponhamos que X # (.
Seja x € I,(AFD(X)). Consideremos os seguintes conjuntos:

F(): UAeF1: ﬂ A,

Acz AEAFD(X)—x
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temos (X — Fy) N Fy # 0, porque X é compacto.
Seja y € (X — Fy) N Fi. Vejamos que 77’y (y) = .
ye(X—F)nkh=yeY,y¢ Fyey < Fi.

yEFRo=y¢ | JA=y¢ AVAen.
A€x

yek =>yc ﬂ A=ye AVAec AFD(X) — z.
A€AFD(X)—zx

Seja A € 'y (y).

Aeny(ly)=Aely=y¢ A= Acu.

Seja A € .

Acr=y¢ A= Acly= Acn(y).

Entao ny é sobrejectiva.

Sejam x1,z9 € X tais que I';; C I';,. Suponhamos que x; £ x9, existe A
subconjunto aberto-fechado decrescente de X tal que z2 € A e x; ¢ A, pois X
é um espaco de Priestley. Logo A € T',, e A ¢ I';,, 0 que é um absurdo.

Entao 7y, é um isomorfismo. O

Proposicao 2.2.6 Todo o reticulado distributivo limitado L é isomorfo ao re-

ticulado dos abertos-fechados decrescentes dos seus ideais primos.

Demonstracdo: Seja L um reticulado distributivo limitado, consideremos a
aplicacédo
¢, L — AFD(I,(L))
a — Va
e mostremos que é um isomorfismo de reticulados distributivos limitados.

A aplicacédo ¢, é um homomorfismo de reticulados limitados.

Sejam a,b € L tais que a # b. Suponhamos que a # b. Pelo Teorema do
Ideal Primo, existe [ ideal primo de L talque b€ Iea ¢ I. Entao I € V, e
I ¢ Vi, consequentemente V, # V}, logo €} (a) # €1, (b) entdo €} é injectiva.

Como AFD(I,(L)(L)) é o reticulado dos subconjuntos abertos--fechados
decrescentes de I,(L), e sabendo que AFD(I,(L)) = {V,]a € L} (2.2.3(ii))

entdo ¢, é sobrejectiva. O

Proposicao 2.2.7 Dado um reticulado limitado L, o espacgo topoldgico orde-
nado UL = Hom(L,2,) é isomorfo ao espago (I,(L), T, CP).



38 Adjuncao dual entre TopOrd e Retg

Demonstragcdo: Consideremos a seguinte aplicagao

$: Hom(L,2,) — (I,(L)™
Fo— oy

e mostremos que 1 é um homeomorfismo de ordem.

Para todo o morfismo f : L — 2, em Reto1, f~1({0}) € I,(L).

Sejam f,g € Hom(L,2,) tais que f # g, isto é existe a € L tal que
fla) # g(a). Tem-se (a € f'({0}) ea ¢ g '({0})) ou (a ¢ f~'({0}) e
a € g~1({0})), logo ¢ é injectiva.

Vejamos que ¢ é sobrejectiva.

Seja I um ideal primo de L e f: L — 2, tal que

0 seacl,
f(a)—{ 1 sea¢l

Porque I é ideal primo de L, a aplicacdo f é um morfismo de reticulados limi-
tados e ¢(f) = I. Logo v é sobrejectiva.
Seja b e L.
GU(V) = {f € Hom(L,2,)[v(f) € Vi}
{f € Hom(L,2,)|f~'({0}) € Vp}
{f € Hom(L,2,)|b ¢ £~ ({0})}
{f € Hom(L,2,)|f(b) = 1}
= V4, subconjunto aberto em Hom(L,2,).
VU I(L) = V) = {f € Hom(L,2,)[(f) € I,(L) — Vp}
= {f € Hom(L,2,)|f*({0}) € Vp}
{f € Hom(L,2,)|f'({0}) € I,(L) — Vp}
{f € Hom(L,2,)|f~'({0}) ¢ Vb}
{f € Hom(L,2,)[b € f~'({0})}

= Hom(L,2,)— V4, subconjunto aberto em Hom(L,2,).
Entéo 1) é uma aplicacéo continua.

)

Sejam f,g € Hom(L,2,) tais que f < g. Mostremos que

g ' ({0}) € fFH({0}).

Seja a € g~1({0}). Entéo g(a) = 0. Como f < g, entdo f(a) < g(a). Logo
f(a) =0,isto é a € f~1({0}).
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Sejam f,g € Hom(L,?2,) tais que f~1({0}) C g~*({0}). Vejamos que g < f.
Seja a € L. Se f(a) =1, entdo g(a) < f(a). Se f(a) = 0, como
F71{0}) € 971 ({0}), g(a) =0, entéo g(a) < f(a). O

Proposicao 2.2.8 Um reticulado limitado L é distributivo se e so se €1, (2.1.4)

é um isomorfismo.

Demonstrag¢do: Seja L um reticulado distributivo limitado, entéo ¢/ (2.2.6)
é, a menos de isomorfismo, ¢;. Logo ¢;, é um isomorfismo.

Dado um reticulado limitado L, como UL = Hom(L,2,) é um espaco topolé-
gico ordenado entdo FUL é um reticulado distributivo limitado (2.2.1). Assim,

se €7, 6 um isomorfismo entdo L é um reticulado distributivo limitado. O

Proposicao 2.2.9 Um espaco topoligico ordenado X é um espaco de Priestley

se e S6 se nx é um isomorfismo.

Demonstrag¢do: Seja X um espaco de Priestley, entéo 7'y (2.2.5) é, a menos
de isomorfismo, 7x, logo nx é um isomorfismo.

Dado X um espago topolégico ordenado, como FX = Hom(X,2;) é um re-
ticulado distributivo limitado (2.2.1), I,,(FX) é um espaco de Priestley (2.2.4),
logo UF X é um espaco de Priestley, pois é isomorfo a I,(F'X) (2.2.7). Assim,

se 1x € um isomorfismo entdo X é um espaco de Priestley. O

As proposices anteriores conduzem-nos ao seguinte teorema

Teorema 2.2.10 A adjun¢do < F,U,n,e >: TopOrd — Rety), induz uma equi-
valéncia dual entre a subcategoria dos espacos de Priestley e a subcategoria

dos reticulados distributivos limitados.

2.3 Reflexao de CHausOrd em Psp

Da adjuncéo dual entre T'opOrd e Ret i, utilizando a dualidade anterior,

obtemos a reflexdo de C'HausOrd na categoria dos espacos de Priestley, cuja
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unidade tem por componente no ponto X
rx =nx X — R(X) = Hom(Hom(X,2:),2,).

De facto temos, denotando também por F' e U os correspondentes functores

contravariantes,

F
TopOrd Reto 1

%

CHausOrd

H F

& ) ad &
Psp _______  DRet
U/

com F arestricdo de F a CHausOrd, e R = U'F adjunto & esquerda do functor
incluséo H.
Podemos descrever a reflexdo da seguinte forma
<I,H,ne> CHausOrd — Psp (2.3)
onde :

e H é o functor incluséao

o I(X,7,<) = (Hom(Hom(X,2),2,),71,<); com < a ordem ponto a ponto

e 71 a topologia definida em (2.1).
o nx: X — HI(X), nx(x) = avx z;

A counidade é a identidade I H = Id.



Reflexao de C HausOrd em
Psp

Depois de termos determinado, no capitulo anterior, a reflexdo da cate-
goria dos espacos compactos Hausdorff ordenados na categoria dos espacos
de Priestley através da adjuncao dual entre a categoria dos espacos topo-
légicos ordenados e a categoria dos reticulados limitados, damos uma nova
forma de descrever a reflexao de C HausOrd em Psp. Para tal vamos definir
functores I; : CHausPreord — StonePreord, Iy : StonePreord — PPreord e
I3 : PPreord — Psp, que sdo adjuntos esquerdos dos respectivos functores

incluséo, Hq, Ho, H3.

3.1 A Reflexao CHaus — Stone

A reflexao da categoria C HausOrd em Psp é, embora existindo algumas
semelhancas, bastante diferente da reflexdo para o caso das ordens triviais,
CHaus — Stone. Nesta seccdo apresentamos algumas dessas semelhancas e

diferencas.

Em primeiro lugar salientamos que um espaco de Priestley nao é apenas

um espaco de Stone ordenado.

41
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Exemplo 3.1.1 Seja IN,, a compactificacdo de Alexandroff do espaco discreto
dos nimeros naturais, isto é IN,, = {1,2,3,---} U {oco} e os seus subconjuntos
abertos sdo os subconjuntos que ou ndo contém o infinito ou tém complemento

finito. Equipando IN, com a ordem
{(1,a)|a € N} U AN,

obtemos um espacgo de Stone ordenado, que denotamos por IN. . Mostremos
que néo é um espaco de Priestley.

Sabemos que 1 £ oco. Suponhamos que existe IV subconjunto aberto-fechado
decrescente de N talque cc € Vel ¢ V.

Como V é aberto-fechado de IN/_ e oo € V, existe a € IN tal que a € V, por-
que V é o complementar de um conjunto finito A. Mas 1 < a e V é decrescente,

entdo 1 € V, o que é um absurdo. O

A semelhanca do que foi feito na seccdo 2.1, podemos, também, mostrar
que existe uma adjuncéo entre Retgf’ 1 e a categoria T'op dos espacos topolégicos
cuja equivaléncia induzida, no sentido de 1.1.4, é exactamente a dualidade de
Stone, isto é a equivaléncia entre a categoria Stone dos espacos de Stone e a
categoria dual da categoria das dlgebras de Boole.

De facto, um espaco topolégico pode ser considerado como um espaco to-
polégico ordenado com a ordem trivial: z < y se e 86 se x = y. Assim, podemos
considerar os functores U = GU e F = FE, sendo G o functor de esquecimento
de TopOrd em Top e E a inclusdo de T'op em TopOrd.

Sendo X um espaco topoldgico e L um reticulado limitado, as aplicacoes
de avaliacdo avx, : Hom(X,2;) — 2, e avr o : Hom(L,2,) — 2, so, respec-
tivamente, um morfismo de reticulados limitados e uma aplicacdo continua.
Além disso 7, e €1, sdo respectivamente uma funcdo continua e um morfismo
de reticulados limitados, sendo F' adjunto & esquerda de U : Ret?) — Top.

Vejamos, aplicando a proposicio 1.1.4, que esta adjuncio induz uma equi-
valéncia entre a categoria dos espacos de Stone e a categoria dual das algebras
de Boole.

Dado um espaco topolégico X, e sendo AF(X) o conjunto de todos os sub-

conjuntos abertos-fechados de X, (AF(X),N,U) é uma algebra de Boole, pois é
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um reticulado distributivo complementado. Pela proposicio 2.2.1, o reticulado
limitado Hom(X,2;), com a ordem trivial em X, é isomorfo a AF(X)?, isto é
(AF(X),C°) que é isomorfo a (AF(X), C), logo é uma algebra de Boole.

Por outro lado, dada uma algebra de Boole B, e considerando I,(B) o con-
junto de todos os ideais primos de B, temos que (/,(B),7), com 7 a topologia
definida em (2.2), é um espaco topolégico compacto (2.2.2).

Resta provar que (I,(B),7) é totalmente separado. De facto, pela pro-
posicao 2.2.3 (i), podemos concluir que, para uma algebra de Boole B, se
I,J € I,(B) com I # J entdo existe a € Btalque I € V, e J ¢ V,, com V,
subconjunto aberto-fechado de (,(B), 7), logo (I,(B), T) é um espaco de Stone.
Assim, dado um espaco topolégico X, temos que F' (X) é uma algebra de Boole
e, consequentemente, que Ip(FX ) é um espaco de Stone. Logo, pela proposicéo
227, H om(FX ,2,) com a ordem trivial em X é isomorfo ao espaco de Stone
I,(F(X)), e, portanto, U X é um espaco de Stone.

Se considerarmos, na proposicdo 2.2.5, X um espaco de Stone, I,(AF (X))
el', = {4 € AF(X)|xz ¢ A} podemos concluir que X é isomorfo a I,(AF(X)).

Assim, como F'X é isomorfo a AF(X), temos que
UFX = U(AF(X) = Hom(AF(X),2,) = I,(AF(X)),
seguindo-se a proposicao:

Proposicao 3.1.2 Um espaco topolégico X é um espaco de Stone se e sé

nx : X — UEFX é um isomorfismo.

Por outro lado, dado L um reticulado distributivo, temos que FUL é uma
algebra de Boole, pois F(X ) é isomorfo a algebra de Boole AF(X) para qual-
quer espaco topologico X.

Pela proposicéo 2.2.6 podemos concluir que toda a algebra de Boole é iso-
morfa a AF(I,(B)), pois os abertos-fechados de I,(B) sdo também os conjuntos

U, com a € B. Assim, como U B é isomorfo a I,(B), temos que

A A ~

FUB = F(I,(B)) = Hom(I,(B),2;) = AF(I,(B)),

seguindo-se a proposicéo:
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Proposicao 3.1.3 Um reticulado limitado L é uma dlgebra de Boole se e sé se

€r, : L — FUL é um isomorfismo.

Teorema 3.1.4 A adjuncdo dual < F,U,n,e >: Top — Rety! define a equi-
valéncia dual entre a subcategoria dos espacos de Stone e a subcategoria das

dlgebras de Boole.

Da adjuncédo dual entre T'op e Rety; deduz-se a reflexdo da categoria dos
espacgos compactos Hausdorff na categoria dos espacos de Stone, cuja compo-
nente unidade é rx = ny : X — R(X) = Hom(Hom(X,2;),2,). No entanto, a
reflexdo pode ser definida de uma forma mais directa, tal como apresentada
em [Bou66].

Seja (X, 7) um espago compacto Hausdorff. Considera-se a relacéo de equi-

valéncia em X definida por
x~y< dAC X conexo: x,y € A.

O conjunto das componentes conexas de X, I'(X) = {I';|z € X}, é o respectivo
conjunto quociente. Sendo 7 a topologia quociente relativamente a projeccéo
canonica yx : X — I'(X), que a cada ponto = de X faz corresponder a sua com-
ponente conexa I';, entdo (I'(X), 7) é um espaco de Stone e yx é a componente

em X da reflexdo de C Haus em Stone.

A categoria dos espacgos compactos Hausdorff é monadica sobre a categoria
dos conjuntos, aqui denotada por Conj. O mesmo nao sucede com a categoria
dos espacos compactos Hausdorff ordenados.

O functor de esquecimento | — | : CHaus — Conj, que tem por adjunto a
esquerda o functor compactificagéo [ tal que, para cada X, 5(X) é a compacti-
ficacdo de Stone — Cech do correspondente espaco discreto, é monadico ([BJ01]
5.8.7).

O functor de esquecimento | — | : C HausOrd — Conj também tem adjunto
a esquerda definido em objectos por (3(X), T,=). No entanto ndo é monadico
sobre Conj, pois nao reflecte isomorfismos. Por exemplo, se X é um espaco

topoldgico finito e discreto, a aplicagao f : (X,7,=) — (X, 7, <), sendo <x néo
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trivial, é um morfismo em C'HausOrd , |f| é isomorfismo em Conj e f nao é

isomorfismo de ordem.

A categoria CHaus, sendo uma categoria monadica sobre Conj, é exacta
([Bor94b] 4.4.5). Portanto, qualquer morfismo em C Haus se factoriza através
de um epimorfismo regular seguido de um monomorfismo ([Bor94b] 2.1.3), isto
é a categoria tem um sistema de factorizagdo (EpiReg, Mono). Nesta catego-
ria os epimorfismos regulares sdo as aplicagdes continuas sobrejectivas e os
monomorfismos sdo as aplicagoes continuas injectivas. Consequentemente, a
reflexdo CHaus — Stone é regular epireflectiva.

Analisemos estes conceitos na categoria CHausOrd. Comec¢amos
por considerar a categoria CHausPreord. Pelo teorema 1.7.6 o func-
tor esquecimento U : CHausPreord — CHaus tem adjunto a esquerda,
o functor F : CHaus — CHausPreord tal que F(X,7) = (X,7,Ax), pois
nx = Idx : X — UF X definido por nx(z) = x € morfismo universal de X para
U.

Vamos descrever os epimorfismos regulares em CHausPreord.

Sejam (X, 7, =) € CHausPreord e g : X — @ um epimorfismo regular em
CHaus, isto é

XXQX__>+:>X_‘J_>

é o diagrama do co-igualizador em C'Haus. Equipemos o espaco () com a pré-
ordem que é o fecho transitivo de ¢ x ¢(=<x), portanto Q) € C HausPreord. Seja
f : X — C um morfismo em CHausPreord tal que f om = f o m. Logo,
existe um tinico morfismo f; : Q — C em CHaus com fi(a) = f(x),z € ¢ (a)
e, portanto, tal que f; o ¢ = f. Vejamos que f; € CHausPreord, isto é que

preserva a pré-ordem.

Sejam a < o’ em @, entdo existem 2} <x x1, 2} <x X9, ..., z), Jx x, tais
que

q(z7) = a,

q(z;) = q(xf,,), parai=1,...n -1,

q(zy) =d'.

Mas f preserva a pré-ordem, entdo f(z}) <¢c f(z1), ..., f(z]) Zc f(xn).
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Por outro lado, se q(z;) = q(zj, ) entdo f(x;) = f(zj ;) parai=1,...,n— 1.
Assim, tem-se
fila) = fiq(21)) = f(21) Zo f(21) = f(a5) Zc .. Ze flan) = fila(en)) = fila).

(
Portanto f1(a) <¢ f1(a'), seguindo-se a proposi¢io:

Proposicao 3.1.5 Dados X € CHausPreorde q : X — @Q um epimorfismo
regular em C Haus, atribuindo a Q) a pré-ordem obtida através do fecho tran-

sitivo de q x q(=x) q é epimorfismo regular em C HausPreord.

Seja f : X — Y um morfismo em C HausPreord. Consideremos a factorizacéo
(EpiReg, Mono) de f em C'Haus,

f

X ——Y

Q 3.1)

Atribuindo a Q € CHaus a pré-ordem obtida através do fecho transitivo de
g X q(Xx), q é epimorfismo regular em C'HausPreord e o morfismo m é mono-
morfismo em C' Haus que preserva a pré-ordem. Obtemos assim a factorizacéo
(EpiReg, Mono) de f em C'HausPreord o que implica, como provimos em 1.4,

o resultado seguinte:

Proposicao 3.1.6 A categoria C HausPreord tem um sistema de factorizacdo
(EpiReg, Mono).

Como, em (3.1), m é injectiva, Q € C HausOrd, portanto C HausOrd tem o

mesmo sistema de factorizagdo (EpiReg, Mono) que C HausPreord.

Proposicao 3.1.7 A categoria CHausOrd tem um sistema de factorizacdo
(EpiReg, Mono).

Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.8 Consideremos o espac¢o de Stone ordenado IN/_ descrito no

exemplo 3.1.1 e IN’_ o espaco compactificacdo de um ponto do espaco discreto
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dos nuimeros naturais com a ordem 1 menor ou igual a a, para todo o natural a,
e 1 menor que oo e mais nenhum par ordenado. Note-se que IN’_ é um espaco
de Priestley.

Seja m :IN, | — IN% tal que m(z) = x para todo x € IN_. Ora m é um

monomorfismo, mas IN’| é um espaco de Priestley e IN_ néo. O

Assim a reflexdo ordenada de C HausOrd em Psp nio é regular epireflec-
tiva (1.4.2)(ii).

Uma outra diferenca relevante entre estas duas reflexdes é que a refle-
x80 de CHaus em Stone é admissivel, efectivamente, mais do que isso, ela
tem unidades estaveis ([BJ01] 5.8.4) enquanto que a versdo ordenada néo é

admissivel, como podemos verificar pelo seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.9 Sejam X = IN/_ e I(X) = IN’_ os espagos descritos no exemplo
anterior: de facto, é facil ver que nxy = m é a reflexdo de X em Psp. Seja
Y = {z,y} um espaco discreto com a ordem Ay U {(x,y)}, sendo portanto um
espaco de Priestley.

Consideremos o seguinte diagrama:
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I(P)
Yy
xr
/ 1(772)
P Y
Y Yy
X xr
F
X I(X)
23 4---00 x 23 4---00
AU /A Bl BN V4
1 1

onde

e o(x) = 1,p(y) = oo, sendo, portanto, uma aplicacdo continua que pre-

serva a ordem,;

e o produto fibrado é o espago P = {z,y} discreto e finito com a ordem

trivial;

e [(P)=P,poisz Ayem Peexiste U= {y} € AFD(P)talquey € U e
x¢U.

Claramente I(m2) = 72 nao é um isomorfismo em Psp e isso implica que a re-
flexdo néo é admissivel ja que a composicdo dos morfismos canénicos referida

na pagina 9, ey o I(me) : I(P) — I(Y) =Y, néo é isomorfismo. O
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3.2 A Reflexao de CHausPreord em
StonePreord

Nesta seccao descrevemos a reflexdo de CHausPreord em StonePreord
usando a descricdo da reflexdo da categoria CHaus em Stone através das
suas componentes conexas, apresentada na seccio anterior. Mostramos que
esta reflexdo ndo é admissivel e apresentamos uma classe de morfismos em

StonePreord para a qual é admissivel.

Consideremos a subcategoria plena de C' HausPreord dos espacos de Stone
pré-ordenados, denotada por StonePreord.

Seja X € CHausPreord, consideremos (I'(X), 7) o espaco das suas compo-
nentes conexas e nx : (X,7x,=<x) — (I'(X),7,=< ) onde < é a pré-ordem que é

o fecho transitivo de (nx x nx)(=x), isto é

I, 2T, & 3z 221,25 < 29,...,2), <z, em X tais que (3.2)
r,= 77X(95,1)’
nx(z;) =nx(rj,,), parai=1,..,n—1le
nx(zn) = Ty.

Logo (I'(X), 7, X) € StonePreord, pois (I'(X),7) é um espaco de Stone.

Proposicao 3.2.1 Seja X um espaco compacto Hausdorff pré-ordenado, entdo

nx € a reflexdo de X na categoria dos espacgos de Stone pré-ordenados.

Demonstragcdo: Sejam X um espaco pré-ordenado compacto Hausdorffe Y
um espaco de Stone com uma pré-ordem. Seja f : X — Y uma aplicac¢éo con-
tinua preservando a pré-ordem. Provemos que existe um tnico g : I'(X) — YV
tal que gonx = f.

Seja g : I'(X) — Y tal que g(T';) = f(x).

Vamos mostrar que se I', =I'y, entéo f(z) = f(y).

Suponhamos que f(z) # f(y), entéo existe U, subconjunto aberto-fechado

de Y, tal que f(z) e Ue f(y) ¢ U, pois Y é um espaco de Stone.
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Como f é uma aplicacdo continua, existe f~!(U) subconjunto aberto-

-fechado de X tal que z € f1(U)ey ¢ f~}(U). Entdo y ¢ T, porque
:=({A€AF(X)|z € A}, masy € I'y, logo ', # T,

E evidente que ¢ é continua e é o tinico morfismo tal que g o nx = f.

Mostremos que g preserva a pré-ordem.

Sejam I';,, 'y € I'(X) tais que I', < I',. Entéo existe uma sequéncia finita
Ty 22,04 X 29,2, 2w, em X com Ty = nx(2),nx (%) = nx(zj,,), para
i=1,..,n—1,enx(x,) =T,. Como f preserva a pré-ordem,

f(ah) 2 f(@), f(ah) 2 f@2), ..., fa,) 2 f(an). Temos que

Iy =Ty = f(z) = f(z),

Loy =Tuy = f(21) = f(23),

ceey

F$n:Fy:>f(xn)— f(y)-
Entéo f(z) < f(z1) 2 f(z2) = ... 2 flan) = f(y).
Como =< é transitiva, f(z) < f(y ) O
O functor incluséao
H; : StonePreord — CHausPreord
tem adjunto a esquerda, o functor I,
I, : CHausPreord — StonePreord, (3.3)

onde:

o [1(X,7,=x) = (I'(X),7,=) sendo I'(X) = {I'y|zr € X} e T a topologia

quociente relativamente a projeccio;
e < é o fecho transitivo de nx x nx(=x) (3.2);
o I1(f): [1(X) — L(Y) tal que I(f)(Tz) = [fa)-
Podemos descrever a reflexdo

CHausPreord 1 StonePreord (3.4)

da seguinte forma:
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H, é o functor incluséo;

e [ é o functor definido em (3.3);

nx : X — Hi1L(X), nx(z) =Ty

a counidade, ¢, é a identidade I; H; = Id.

Como a categoria CHausPreord tem um sistema de factorizacao
(EpiReg, Mono) (3.1.6) e nx, para qualquer X € C'HausPreord, é epimorfismo
regular (3.1.5), a reflexfo é regular epireflectiva e, portanto, o functor incluséao

H, preserva e reflecte epimorfismos regulares (1.4.2) e

Proposicao 3.2.2 A categoria StonePreord tem um sistema de factorizacdo
(EpiReg, Mono).

Um morfismo p diz-se epimorfismo regular estdvel para produtos fibrados

se o seu produto fibrado ao longo de qualquer morfismo é epimorfismo regular.

Proposicao 3.2.3 Um morfismo p : E — B em StonePreord sobrejectivo é

epimorfismo regular estdvel para produtos fibrados se e s6 se <p=p x p(=g).

Demonstragdao: Sejap: F — B um morfismo em StonePreord sobrejectivo.
Se <p=p x p(=g) entdo p é epimorfismo regular em StonePreord, isto é a
relacdo de pré-ordem em B é a pré-ordem obtida através do fecho transitivo
de p x p(=E).
Vejamos que p é estavel para produtos fibrados. Consideremos o diagrama

do produto fibrado de p ao longo de um morfismo «,
FE x B A —>'7T2 A

E—p>B

Sejam a < o’ em A, entdo a(a) < a(d’) em B e, pela hipétese, existem e < ¢’
J p p

em F tais que p(e) = a(a) e p(e’) = a(a’). Portanto existem (e,a) < (¢/,a’) em
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E xp A tais que ma(e,a) = a e my(e/,a’) = d’. Logo 72 é epimorfismo regular em
StonePreord.

Seja p : F — B um epimorfismo regular em StonePreord estavel para
produtos fibrados. Vejamos que <p=p X p(=g).

Sejam b < V' em B. Consideremos o espago finito e discreto A = {b < V'},
que é um espaco de Stone pré-ordenado, e o produto fibrado de p ao longo de «,
sendo a(b) = b, a(t’) = b/'. Como p é epimorfismo regular estavel para produtos

fibrados, entdo 7w, é epimorfismo regular em StonePreord e temos o seguinte

diagrama,
E XB AL A
]
FE —p> B
Assim, como b < b’ em A existem z| < z1,2) < x9,...,2), < x, em E xp A

tais que mo(2]) = b, ma(x;) = ma(wj,), comi = 1,...,n — 1 e m(x,) = b'. Mas
Exg A= (p~tb) x b) U (p~1(t/) x /), logo tem-se, para algum k = 1,....n,
mo(x)) = b e m(xr) = V, ou seja existem e < ¢’ em F tais que p(e) = be

p(e’) =, como pretendiamos mostrar. O

Vejamos que a reflexdo nio é admissivel.

A preservacao por /; de produtos fibrados da forma

P = BXIl(B)A————>-7T2 A

B T*II(B)

com A € StonePreord (que é igual a admissibilidade da reflexdo) significa que
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I1(m2) é um isomorfismo. De facto, no diagrama

o quadrado (2) é um produto fibrado se e s6 se I;(7m2) é um isomorfismo.

Como os morfismos np tém fibras conexas, I;(m2) é um homeomorfismo

([CJKP97], 7.2). Portanto basta exibir um morfismo o : A — I;(B) para o qual

I1(m2) ndo é um isomorfismo de ordem.

Exemplo 3.2.4 Seja B € CHausPreord tal que I', < T'y e nfo existem z < 2/

tal que I', =T’y e I,y = I'y. Consideramos o subespago A = {I', < I'y} e seja

a: A — I(B) ainclusdo. Entéo no produto fibrado

P
B

T2
_— A
(0%

onde o é o morfismo inclusdo, P = {(z,[})lxz ~ b} U {(2/,Ty|z’ ~ b'} e

Ii(m2) : {Tzry) D@ r,)t — {I'h 2 'y} néo € um isomorfismo de ordem. De

facto se ', r,) =< I'(pr,,) existiria z < 2 talque I', =Ty, el = T'y o que

contradiz a hipétese.

O

Consideremos a seguinte classe de morfismos sobrejectivos de StonePreord:

O={p: A= Bla=<d,pla)2b=yd)=TFacA:a<a=<d}

(3.5)

Proposicao 3.2.5 A adjuncdo (3.4) é admissivel para a classe de morfismos

o.
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Demonstragcdo: Vejamos que o functor I; preserva o produto fibrado repre-
sentado no seguinte diagrama :

2

BX[l(B)A—> A
T pEO

Mostremos que I3 (m2) : I1(B xp,(g) A) — I(A) = A, é tal que
Li(m2)(T(g0)) = 11(m2)(Carar)) = Tiga) 2 Doy

Sejam a,a’ € A tais que a = I1(72)(T'(g,q)), @' = I1(m2) (T (2 01)) € @ < d.

Se a < a’ entdo p(a) = p(d’) em I;(B), isto é existe uma sequéncia finita
) R xy,xh < x9, ..., 2, <z, em X com

p(a) =nx(z1) =Ty,

Loy =nx(zi) =nx(2j,) =Ty, ,parai=1..n-1e

pla’) =nx(wn) =Ta,.

Entéo temos

pla) X Ty, 2Ty, X...T, |, 2 ¢(d)em I1(B).

Logo, como ¢ € O, existem a1, as,...a,—1 € A tais que

a=a <Gy = ... 3qp_1 = d.

Logo existe (2),a) < (z1,a1), (zh,a1) =< (x2,@2),... (2, Gn-1) =X (xn,d’) em
X Xy A tais que

L(z.a) = MBx 5 4@, @),

nB x1,(5) A(21,a1) = NBx; 5 A(Ty 1),

NBx 1, (5yA(@n: @n) = Lar ar),

ouseja ' o) 2T ).

Logo I1(m2) é um isomorfismo em StonePreord. O
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3.3 A Reflexao de StonePreord em PPreord

Consideremos PPreord, a subcategoria plena da categoria StonePreord
constituida pelos espacos de Stone pré-ordenados totalmente desconexos em
relacdo a essa pré-ordem.

Nesta sec¢ao, caracterizamos a reflexao de StonePreord em P Preord utili-
zando uma relacéo de pré-ordem que separa os elementos através de subcon-

juntos abertos-fechados decrescentes.

Seja (X, 7, <) um espaco de Stone com uma pré-ordem <. Em (X, 7) consi-

deremos a seguinte relagao binaria:
r=<'ys (x=<y) ou (VU € AFD(X,7,<):yc U =z €U). (3.6)

A relacdo <! é uma pré-ordem em (X, 7) e (X, 7, <!) é um espaco de Stone
totalmente desconexo em relacéo a pré-ordem, portanto pertence a PPreord.
Para todo o X € StonePreord, definimos nx : (X,7,<) — (X, 7,=!) por

nx(z) = x.

Proposicao 3.3.1 Seja X um espaco de Stone com uma pré-ordem. Entdo nx

é a reflexao de X na categoria PPreord.

Demonstracd@o: Sejam (X, 7, <) um espago de Stone com uma pré-ordem e
(Y, 7y, <y ) um espaco de Stone pré-ordenado totalmente desconexo em relacao
a pré-ordem.

Seja f : X — Y uma aplicacdo continua que preserva a pré-ordem. Mos-
tremos que existe um tnico g : (X, 7, <!) — (Y, 7y, <y) tal gonx = f.

Definamos g : (X, 7, =') — (Y, 7y, Zy) por g(z) = f().

A aplicacéo g é continua, porque f é continua.

Sejam z1, 20 € (X, 7, <!) tais que x; <! x5. Provemos que g(x1) <y g(x2),
isto &, f(z1) 2y f(x2).

Se x1 <! xy entdo x1 < 3 ou Vyeapp(x,r,<) T2 €U = z1 €U,

Se x1 =X z9, entdo f(z1) <y f(x2), pois f preserva a pré-ordem.

Consideremos que z1 £ 22 € VueArp(x,r,=<)T2 € U = x1 € U e suponhamos
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que f(z1) Ay f(z2). Entao existe U € AFD(Y) tal que f(z2) € Ue f(z1) ¢ U,
pois Y é um espaco de Stone totalmente desconexo em relacédo a pré-ordem.

Mas se U € AFD(Y), entdo f~}(U) € AFD(X), porque f é continua e
preserva a pré-ordem, logo existe f~1(U) € AFD(X, 1, =) tal que 2o € f~}(U)
ex1 ¢ f~1(U), o que é uma contradicio.

A aplicacéo g é o inico morfismo tal que gonx = f. O
Assim o functor incluséo

Hy : PPreord — StonePreord

tem adjunto esquerdo, o functor I :

I5 : StonePreord — PPreord (3.7)

onde:

o Ih(X,7,%) = (X,7,=!) sendo <! a relacdo de pré-ordem definida em
(3.6);

° IQ(f) : IQ(X) — IQ(Y) tal que Ig(f) =f;

Podemos, entéo, descrever a reflexéo

1P

StonePreord IJ{_ PPreord (3.8)
2

da seguinte forma:
e H, é o functor incluséio;
e 5 é o functor definido em (3.7);
e nx : X — Hyl3(X) é o morfismo identidade em Conj;
e a counidade, ¢, é a identidade IoHy = Id.

Como 7x, para todo o X € StonePreord, é um bimorfismo (isto é, um mor-
fismo que é simultaneamente monomorfismo e epimorfismo) a reflexao é bire-

flectiva.
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Dados (X,7,=X) € PPreord e ¢ : X — @ um epimorfismo regular em
StonePreord temos que 7 o g é epimorfismo regular em PPreord (1.1.3), e,

portanto,

Proposicao 3.3.2 Seja p : X — B um morfismo em PPreord, (m1,m2) 0 seu
par nicleo e g = co — ig(m1,m2) em StonePreord. Entdo p é um epimorfismo

regular se e sé se
(i) p é sobrejectivo ;

(ii) b=pb < (b=gb ouVU € AFD(Q),V €U =beU).

Observacao 3.3.3 Dado um morfismop : X — B em PPreord, seja Rp, a pré-
ordem definida pelo fecho transitivo de p x p(Rx) e Sg o conjunto de todos os
pares (b,b') ¢ Rp, tais que b € U sempre que i’ € U para todo o aberto-fechado
U de B decrescente relativamente a Rp,. Entéo p é epimorfismo regular se
e s6 se Rp = Rp, U Sp. Em particular p é epimorfismo regular se Rp = Rp,

sendo portanto, nesse caso, Sg = (.

Dado um morfismo f : X — Y em PPreord, consideremos a sua factoriza-
cdo (EpiReg, Mono) f = m o q em StonePreord.
Sendo ¢ : X — @ epimorfismo regular em StonePreord entéo ¢ = ng o q é

epimorfismo regular em P Preord e, portanto, tem-se

X ! %

K %
q Hy1>Q
ot
Q

m

Ora m’ é um morfismo em P Preord injectivo, pois dados a,a’ € HyI>(Q tais que
m/(a) = m/(a’) tem-se m(a) = m(a’), como m é monomorfismo em StonePreord,
entdo a = d/, logo m’ é monomorfismo em PPreorde f = m’oq é a factorizacio

de f em PPreord, o que implica o seguinte resultado.
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Proposicao 3.3.4 A categoria PPreord tem um sistema de factorizacdo
(EpiReg, M ono).

A reflexdo (3.8) ndo é admissivel, como podemos verificar pelo exemplo

3.1.9, e, portanto, ndo tem unidades estaveis.

3.4 A Reflexao de PPreord em Psp

Dado (X, 7, <) um espaco de Stone pré-ordenado totalmente desconexo em
relacdo a pré-ordem, consideremos a relacio de equivaléncia em X definida

por
r~ysSrIyey =

Seja (X, 71, <) um espaco onde: X = X/ ~ é o conjunto quociente, 71 é a
topologia quociente relativamente a projeccdo canénicany : X — X e < é a
ordem induzida.

Para esta relacédo de equivaléncia tem-se [z] < [y] & = < v.

Proposicao 3.4.1 O espaco (X, 71, <) é um espaco de Priestley.

Demonstracdo: O espaco é compacto por ser a imagem continua de um es-
paco compacto. Vejamos que é totalmente desconexo em relacédo a ordem.

Seja [z] £ [y].

] £ [yl =2 Ay=3U, € AFD(X):z ¢ Uy ey € Ui.

Consideremos U = {[a] € X|a € Uy }.

U é um subconjunto aberto de (X,71), porque 7y (U) = U; é um subcon-
junto aberto de X. De facto U; C 1! (U). Seja a € ny' (U), entdo existe a’ € U;
tal que [a] = [¢/]. O que significa que a < da’ e d’ < a.

Entdoa <X d,d € Uy e Uy € AFD(X) implica que a € U; . Logo U; =
nx (U).

Como ' (X —U) = X — Uy, U é um subconjunto fechado de (X, 7).

Mostremos que U é decrescente .

Sejam [a] < [b], [b] € U.
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[a] < [b] = a <.

[b] € U = Vz € [b],z € Uy.

Seja y € [al.

yelal=y~a=y=<aea=<y. Comoa =<b,entdoy < b. Mas b € [b], logo
be Uy, U € AFD(X), y < b, concluimos, entéo, que y € Uy, isto é [a] € U.

Ora [y] € U, porque y € U, e como = ¢ U; e x € [z], [z] ¢ U, e segue-se a

conclusio. O

Proposicao 3.4.2 Seja (X, 7,=) um espaco de Stone pré-ordenado totalmente

desconexo em relacdo a pré-ordem, entdo nx é a reflexdo de X em Psp.

Demonstracd@o: Sejam (X, 7, <) um espaco de Stone pré-ordenado totalmente
desconexo em relagéo a pré-ordem e (Y, 7y, <y ) um espaco de Priestley.

Seja f : (X,7,=X) — (Y,7yv,<y) uma aplicacédo continua e preservando a
pré-ordem.

Provemos que existe um tinico g : (X, 7, <) — (Y, 7y, <y) tal que gonx = f.

Definamos g : (X, 71, <) — (Y, 7y, <y) por g([z]) = f(z).

Seja x1,x9 € X tal que [z1] = [z2].

Se [z1] = [z2] entdo x1 ~ z9, isto é 1 < z3 € 9 < x;. Mas f preserva a
pré-ordem, logo f(z1) <y f(v2) e f(x2) <y f(a1), entdo f(z1) = f(z2), porque
<y é uma relacdo de ordem, o que implica que g([z1]) = g([z2]).

A aplicacéo g é continua, pois f é uma aplicacéo continua, gonx = f e nx
é a aplicacdo quociente.

Mostremos que g preserva a ordem.

Sejam [11], [z2] € X tais que [x1] < [z2].

Se [z1] < [z2] entdo z; =< z2 e f(z1) <y f(z2), porque f preserva a pré-
ordem, logo g([z1]) <y g([z2]).

Claramente g € o inico morfismo tal que gonx = f. O

Assim o functor incluséo
Hs : Psp — PPreord

tem adjunto a esquerda, o functor I3,
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I3 : PPreord — Psp, (3.9)
onde:
o I3(X,7,%) = (X,71,<) com [z] < [y] & 2 < y;
o I3(f) = I3(X) — I3(Y) tal que I3(f)([z]) = [f()].
E a reflexao
I3

PPreord 1 Psp (3.10)
Hj

é descrita por:

e H3 é o functor incluséio;
e I3 é o functor definido em (3.9);
o nx : X — H3l3(X),nx(z) = [z];

e a counidade, ¢, é a identidade I3sH3 = Id.

Dado um espaco (X, 7, <) em PPreord e ny : (X,7,=<) — (X,7,<) a compo-

nente da unidade da reflexdo associada a X, o morfismo
(X,7,%) — Xo = (X, 7,=2x,),

com [z] <x, [y] & ([z] =x, [y] ou YU € AFD(X;),lyl e U = [y] € U) e
(X,7,%) —» X; = (X,7,2x,) epimorfismo regular em StonePreord, é um
epimorfismo regular em P Preord visto que (X, 7,<x,) = (X, 7,<x,)-

Assim, a reflexdo é regular epireflectiva e, como a categoria PPreord tem
um sistema de factorizacdo (EpiReg, Mono) (3.3.4), o functor Hs preserva e

reflecte epimorfismos regulares (1.4.2) e

Proposicao 3.4.3 A categoria Psp tem um sistema de factorizacdo
(EpiReg, M ono).
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Jodo Xarez em [Xar03] prova que a reflexdo da categoria Preord das pré-
ordens na categoria Ord das ordens tem unidades estaveis. Utilizando este
facto, provamos que a reflexdo PPreorder em Psp também tem unidades es-

taveis. Para isso consideramos o seguinte resultado geral:

Proposicao 3.4.4 Sejam C,C1, X, X; categorias com produtos fibrados.

Sejam (11, Hi,m1,€1) : €1 — X1 uma reflexdo plena com unidades estdveis e
H : X — C uma imersdo plena que tem adjunto esquerdo, I 4 H : X — C.

Se existem functores V e U que preservam produtos fibrados tais que o

seguinte diagrama comuta

~m (3.11)

entdo a adjuncdo < I,H,n,e >: 6 — X tem unidades estdveis se U reflecte

isomorfismos.

Demonstracdo: Seja

um produto fibrado em C.

Suponhamos que o diagrama

P —2>1(B)

é o produto fibrado de 7((3) ao longo de I(«).
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Como I(3) o I(m3) = I(a) o I(m), existe um tnico morfismo ¢ : I(P) — P
tal que pa o = I(m2) e p1 o = I(m1).
Por outro lado, V' preserva produtos fibrados, logo o diagrama

V(P)————V(B)
V() V(B)
V(4) V(a) VH(X) (3.12)

é um produto fibradoem €, e VH(X) = H(U(X)).
Como < I, Hy,m1,€1 >: €1 — X1 tem unidades estaveis e o diagrama (3.11)

é comutativo, o seguinte diagrama

nve) 22 nv(s)

LV () LV (B)

Ilv(A)Il‘V_(E)IlHl(U(X))
é o produto fibrado de UI(3) ao longo de UI(«).

Mas U preserva produtos fibrados, logo o seguinte diagrama

U(p2)
—

U(P) UI(B)

U(p1) UI(B)

UI(A)(}T(Z)IlHl(U(X))
é também produto fibrado de UI(3) ao longo de UI(«).
Como existe Uy : UI(P) — U(P) tal que UI(«) o UI(m) = UI(3) o UI(m3),
entao Uy é um isomorfismo.
Ora U reflecte isomorfismos, logo ¢ é um isomorfismo, e portanto o dia-

grama
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(p) 1(B)
I(my) 1(3)
I(P) o LH(X)

é o produto fibrado de I((3) ao longo de I(«), logo a adjuncao
< I,H,n,e>:C— X tem unidades estaveis. O

Consideremos o seguinte diagrama:

PPreord ______ "Psp
~ H ~
V| StonePreord StoneOrd U Stone
V/ U/ /
\ I /
Preord Ord Conj (3.13)

Proposicao 3.4.5 O functor U reflecte isomorfismos.

Demonstracdo: Seja ¢ : (X, 7,<) — (Y, 7,<) um morfismo na categoria dos
espacos de Priestley.

Suponhamos que U(yp) : (X, <) — (Y, <) é um isomorfismo na categoria dos
conjuntos ordenados. Entéo ¢ é sobrejectiva, mas X,Y séo espacos compactos
de Hausdorff, logo ¢ é um epimorfismo regular. Como ¢ é monomorfismo, ¢ é

um isomorfismo na categoria dos espacos de Priestley. O

Proposicao 3.4.6 Os functores U e V preservam produtos fibrados.
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Demonstragcdo: Conclui-se vendo como sdo construidos os limites em Psp
(1.8.3 e 1.8.4). O

Teorema 3.4.7 A reflexdo (3.10) tem unidades estdveis.

Demonstragao: O diagrama (3.13) é comutativo, os functores U e V' preser-

vam produtos fibrados , o functor U reflecte isomorfismos e a reflexédo

_
Preord 1L Ord
.%

tem unidades estaveis ([Xar03]), logo podemos concluir que a reflexdo (3.10)

tem unidades estaveis (3.4.4). O

3.5 A Reflexao de CHausOrd em Psp

Aqui provamos que o functor inclusdo Psp — CHausOrd tem como adjunto
esquerdo o functor composicdo dos functores adjuntos esquerdos das inclusées
Psp — PPreord — StonePreord — CHausPreord restrito a C' HausOrd, uti-

lizando o resultado geral apresentado na proposicédo 3.5.1.

Proposicao 3.5.1 Dados functores H : X — C,H' : X — €' e a imersdo plena
E:C — C tal que E o H = H' entdo, se H' tem adjunto a esquerda I', o functor

I'E é adjunto a esquerda de H.

Demonstracao: Consideremos a adjuncéo I’ 4 H'(1/,¢), 77;3(0) : B(C) —
H'I'E(C)e f: E(C) — FH(X) um morfismo em €' (e portanto em C porque C

é plena). Pela universabilidade de 7’

/

E(C)—29, WP E(C)= EHTI'E(C) I'E(C)
|
|

|
{1 =EH(S)
|

|
Y

|
|
H'(X)= EH(X) X

|
|
|
|f/6x
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existe um unico morfismo f' € X tal que H'(f') o 77;5(0) = f.
Mas H'(f") = FEH(f') e, como E é uma imersdo plena, temos a seguinte

situacdo em C

c —X > HI'E(C) I'E(C)
| [
| [
| [
f | H(f) If cX

| [
| |
Y Y

H(X) X

sendo portanto 7 um morfismo universal de C para H. O

Corolario 3.5.2 O functor H : Psp — C HausOrd tem adjunto a esquerda.

Demonstra¢cdo: Estamos nas condigdes da proposi¢io anterior com

CHausOrd
E H
#
CHausPreord T Psp
I/
Ondel’zlgolgoll. U
Temos, entéo, a seguinte reflexéo:
I
CHausOrd 1 Psp (3.14)
H

onde:

e H é o functor incluséo;
e [ é o functor I’ restrito a C HausOrd.

o nx : X — HI(X),nx(z) = [Iy];
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e a counidade € é a identidade I H = Id.

A reflexdo (3.14) ndo é admissivel, e portanto ndo tem unidades estaveis.
O contra exemplo apresentado em 3.1.9 serve também para este caso, uma

vez que também X € CHausOrdeY € Psp.



Morfismos de descida efectiva

em Psp

Neste capitulo caracterizamos os morfismos de descida nas categorias
PPreord e Psp e provamos que um morfismo em Psp é morfismo de descida

efectiva nessa categoria se e s6 se é morfismo de descida efectiva em P Preord.

4.1 Descida e descida efectiva numa categoria

Apresentamos, nesta seccéo, as definigcoes de morfismos de descida e de
descida efectiva numa categoria € com produtos fibrados através do functor
de comparacéo de Eilenberg-Moore, ® : ¢/B — (C/E)", atendendo a que, para

a fibracdo em causa, monacidade e descida coincidem [BR70].

Seja B um objecto numa categoria C, consideremos a categoria (C/B) cujos
objectos sdo os pares (A, a) com A um objecto e A = B um morfismo em C e o0s

morfismos (A, a) 4, (A’, o) sdo os morfismos A I, A em € tais quea’o f =a.

Observacoes 4.1.1 Um morfismo A L ceme para o qual existe um mor-

fismo C' - B pode ser visto como um morfismo (A, o f) EA (C,v) em (C/B).
A categoria (C/B) tem produtos fibrados e o produto fibrado de um mor-

fismo (A, a) 4, (C,~) ao longo de um morfismo (D, §) % (C,~) pode ser cons-

67
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truido como um produto fibrado de f ao longo de g em €. Por isso, muitas ve-
zes, um diagrama envolvendo produtos fibrados em € também pode ser usado

como um diagrama em (C/B).

Seja C uma categoria com produtos fibrados e seja p : £ — B um morfismo
em C, entdo existe uma adjuncéo associada a p, p! 4p* : €/B — C/E.
O functor p* é definido por p*(A4,a) = (E xg A,m)ep*(f)=1xp f

)

EXBA/

\<Tf ’/{

. EXBAT A
1

com 71, o as projeccoes.
O functor p! é definido pela composicao: p!(C,v) = (C,py) e pl(g) = g. A

unidade da adjuncéo, n, é o inico morfismo tal que o seguinte diagrama

v ExgC pY

comuta; a counidade ¢ é definida por €4 o) = 72 : (E xp A, pm1) — (A4, a).

A esta adjuncéo, pela proposicdo 1.3.1, associamos a ménada

T = (p*p!,n, 1 = p*ep!) 4.1)
em C/FE, com

e T(C,vy)=(ExpC,m),(C,v) € C/F;
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e T'(g:(C,y) = (C')=9:(ExpC,m)— (E xp (' ) com

e 1: Ide/p — p*p! é tal que, para (C,v) € C/E, TLOMNCy) =T
™ oMy = le
o u:p*plp*p! — p*p! é tal que, para (C,v) € C/E, () = P pc,y)-

A categoria das algebras (€/F)T associada a ménada T = (7,7, 1) é cons-
tituida pelos objectos (C,~;£) em que (C,v) € C/E e £ é um morfismo de
(E xp C,m1) em (C,v) na categoria C/F tal que

Eoney =1c e 0T () =&o ey

ou seja, tal que os diagramas (onde denotamos 7'(¢) por € e p.~ por 72)

CMEXBC e ExB(ExBC)—§>E><BC
1o 13 T2 = po 3
C ExpC z C
comutam.

Consideremos o functor de comparacao de Eilenberg-Moore

: . T,
&:C/B — (C/E) { .
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o
EXB(EXBA) EXBA
Xz:p*e(A7a> 7r2:E(A,04/
EXBA T A
] PTL
T «
E £ B

Desta forma obtemos o seguinte diagrama comutativo

¢/B @

(/B

Definicao 4.1.2 Um morfismo p : E — B diz-se um morfismo de descida se p*

é pré-monddico, isto é, se ® é fiel e pleno.

Definicao 4.1.3 Um morfismo p : E — B diz-se um morfismo de descida efec-

tiva se p* é monddico, o que significa que ® é uma equivaléncia de categorias.

Proposicao 4.1.4 Seja C uma categoria com produtos fibrados. O functor de

comparacdo ® : C/B — (C/E)T tem um adjunto & esquerda L se e s6 se (C/B)

tem co-igualizadores dos pares (¢, 73), para (C,v;€) € (C/E)T, e L(C,~;¢) =

(Q,0), em que (Q,0) é o co-dominio do co-igualizador de (£, ) em C/B.

Definicao 4.1.5 Seja C uma categoria. Um morfismop : E — Bem C é um

epimorfismo regular estdvel para produtos fibrados se para todo o produto

fibrado
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E——> B (4.2)

o € epimorfismo regular. Em particular, tomando « = 1g, vem que o préprio p

é epimorfismo regular.

Uma vez que, para (A4, a) € C/B, €(4,4) = 72 resulta do produto fibrado de p
com «, temos numa categoria C o seguinte resultado que sera usado frequen-

temente nesta tese.

Proposicao 4.1.6 Um morfismo p : E — B é morfismo de descida se e sé se p

é um epimorfismo regular estdvel para produtos fibrados.

Na proposicdo seguinte enunciamos factos relativos a ménada induzida
pela adjuncéo p! 4 p* : ¢/B — C/FE demonstrados em [ST92] e que utilizare-

mos para caracterizar os morfismos de descida efectiva em P Preord.

Proposicao 4.1.7 Para a ménada T induzida pela adjuncdo
p!4p*:C/B — C/E temos que para qualquer T-dlgebra (C,~;¢)
(i) o par (m2,&) é uma relagdo de equivaléncia em C que é efectiva se e s se
Q(Cy,¢) € um monomorfismo para toda a dlgebra (C,7,§);
(ii) se q =co-igualizador(my, &) entdo

/

q(c) = Q(C/) Ang 5(7(6)’ Cl) =Cc< é(V(C,)7 C) =cC.

Se C/B tem co-igualizadores de relacdes de equivaléncia entédo o functor
® tem adjunto a esquerda, L. A componente da unidade da adjuncgao
LA4®:C| B— (C/E)" noponto (C,v;&) é o tinico T-morfismo

)t (Co3€) — PL(C,v;€)

tal que
o) ©€ =1 xpq(=p"(q9))
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Equivalentemente, é o tinico morfismo de C para o qual comutam os dois

triangulos de cima no diagrama

c—1 > Q

N

N /
N

<4 2

v Exp@ 5

/

E ———5—> B

portanto, o (¢ ;¢) € um monomorfismo se e s6 se (v, ¢) é um par conjuntamente

monomorfico.

Proposicao 4.1.8 Para uma T-dlgebra (C, ;&) as seguintes condigoes sGo equi-

valentes:
(1) (ma,&) é uma relagdo de equivaléncia efectiva;
(i) o (c,y;e) € um monomorfismo.

Com a notacdo definida nesta sec¢do enunciamos o Teorema 2.3 de [ST92].

Teorema 4.1.9 Um epimorfismo regular numa categoria C é um morfismo de
descida efectiva se e s6 se, para qualquer T-dlgebra (C,~;¢), a relagdo de equi-
valéncia (79, &) € efectiva e o seu co-igualizador é um morfismo de descida em
C.

4.2 Morfismos de descida efectiva em P Preord

Vamos estudar os morfismos de descida efectiva em PPreord utilizando a

teoria das méonadas tal como a exposta na secg¢ao anterior.

Comecamos por caracterizar os morfismos de descida em P Preord.

Proposicao 4.2.1 Um morfismo p : E — B em PPreord (Psp) é morfismo de

descida se e s6 se <p=p x p(<g).
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Demonstracd@o: Se <p= pxp(=<g)entdo <p é o fecho transitivo de px p(=g)
e Sp = ) (veja observacéo 3.3.3). Logo p é epimorfismo regular em P Preord
(Psp).

Vejamos que é estavel para produtos fibrados. Consideremos o diagrama

do produto fibrado de p ao longo de um morfismo «,

Exp A" A

E—p>'B

Sejam a < o em A, entdo a(a) < «(a’) em B, pela hipétese, existem e < ¢
em E tais que p(e) = a(a) e p(e’) = a(d’), portanto existem (e,a) < (¢/,a’) em
E xp A tais que ma(e,a) = a e ma(e’,a’) = d’. Logo 72 é epimorfismo regular em
PPreord (Psp).

Seja p : E — B um morfismo de descida em PPreord (Psp), entdo p é
epimorfismo regular estavel para produtos fibrados. Vejamos que <= p x
p(ZE)-

Sejam b < b’ em B. Consideremos o espago finito e discreto A = {b < V'}
e o produto fibrado de p ao longo de «, sendo a(b) = b, a(b') = b/. Como p é
epimorfismo regular estavel para produtos fibrados, entdo m, é epimorfismo
regular em PPreord (Psp) e temos o seguinte diagrama,

E XB AL A
Y{ 77A’/{
ﬂ-ll A, la

E—— B

com ¢ epimorfismo regular em StonePreord e ns a reflexdo de A’ em P Preord.
Mas 74 é a identidade em Top, logo A’ € PPreord (Psp) pois é finito e dis-
creto, portanto A’ = A. Assim, como b < V' em A, existem 2| < z1,2}, <
To,..., 4, = 1z, em E xp A tais que m(z}) = b, mo(x;) = m(xj, ), com
i=1,..,n—1,em(r,) =b. Mas E xg A = (p71(b) x b) U (p~1(t/)) x V),
logo tem-se, para algum k = 1,...,n, m(z}) = b e m(x) = b/, ou seja existem

e < ¢ em E tais que p(e) = b e p(¢') =/, como pretendiamos mostrar. O
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Proposicao 4.2.2 Sejam C' uma categoria com produtos fibrados, C uma sub-
categoria plena de C' fechada para produtos fibrados e p : E — B um morfismo
de C.

(i) Se p é morfismo de descida em C', entdo p é morfismo de descida em C.

(ii) Se p é morfismo de descida efectiva em C', entdo p é morfismo de descida

efectiva em C se e s6 se
ExpAelC=A€cl

para qualquer produto fibrado (4.2) em C'.

Demonstracao: Sejam @ : ¢'/B — Dese (p) o functor de comparagéo defi-
nido em ¢'/Be ®; : C | B — Dese(p) o definido em C/B.

(i) Consideremos p : F — B um morfismo de descida em €', logo @ é fiel
e pleno. Como o functor ® restringe-se e co-restringe-se a ®; entio ¥,

também é fiel e pleno, isto é, p € um morfismo de descida em C.

(ii) Seja p : E — B um morfismo de descida efectiva em €', entdo ® é uma
equivaléncia, logo p é de descida em €', e por (i) é também de descida
em C. Suponhamos que p é de descida efectiva em C, isto é ®; é uma

equivaléncia, e consideremos o produto fibrado

E1><BA/4"““'9'7r2 A

E—p>'B

em @ com F x5 A em C.

Como 7 estd em C, ®(A, a) € Dese(p), logo existe (A, /) € (€/B) tal que
Py (A d) = ®(A, ), como P restringe-se e co-restringe-se a ¢, temos
P(A ) = D1(A,d) e P(A,d)) =2 P(A, «), mas, sendo P fiel e pleno re-

flecte isomorfismos e portanto (A’,a’) = (A, «), logo A’ = A em €'. Como
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A’ € C e C é fechada para isomorfismos (por se fechada para produtos
fibrados), A € C.

Reciprocamente, seja (C,~,&) € Dese(p), como C é fechada para produtos
fibrados, (C,~,¢) € Dese(p). Como ® é uma equivaléncia, existe

(A, «) € Dese(p) tal que ®(A, ) = (C,~,§), em particular, para algum ¢

E—p>B

é um produto fibrado. Como C € C e por hipétese A € C, entédo
(A,a) € (€/B). Como ®1(A4,a) = ®(A,a) = (C,7,&), @1 é isomorfica-
mente denso. Mas ®; é também fiel e pleno, pois p é de descida em C,
logo ®; é uma equivaléncia, isto é, p é um morfismo de descida efectiva
em C. O

Para €' = PPreorde C = FinPreord, a categoria dos espacos pré-ordenados
finitos que se pode identificar com a subcategoria plena dos espacos finitos de
PPreord (atribuindo a cada (X, <) em C a topologia discreta), 7o : Exg A — A
é sobrejectivo e £ xg A € FinPreord entdo A € FinPreord. Logo, p : E — B,
em FinPreord, € um morfismo de descida efectiva em FinPreord se é mor-
fismo de descida efectiva em P Preord.

Morfismos de descida efectiva em F'inPreord (em Preord) foram caracteri-

zados em [JS02], Proposicao 3.4, da seguinte forma:

Proposicao 4.2.3 Um morfismo p: E — B em FinPreord (em Preord) é mor-
fismo de descida efectiva se e s6 se para toda a cadeia by < by < by em B existe

eo < e; <egem F tal que p(e;) = b; para i =0,1e 2.

E agora facil mostrar que a classe dos morfismos de descida efectiva em

PPreord é uma subclasse prépria da classe dos morfismos de descida.
Exemplo 4.2.4 Seja E = {eg, ¢, €1, €}, €2, €4} com

RE = {(607 61)7 (6/17 62)1 (667 6/2)} U AE
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e B = {bg, b1,b2} com

Rp = {(bo, b1), (b1,b2), (bo,b2)} U Ap.
Entaop: F — B com

p(eo) = pley) = bo, p(er) = p(e)) = b1 e p(ea) = p(eh) = by
é um morfismo de descida em P Preord mas nao é morfismo de descida efectiva

nessa categoria, pois, caso contrario, seria morfismo de descida efectiva em

FinPreord o que é falso. O

Para qualquer morfismo p : E — B em PPreord, (m2,£) é uma relacao de
equivaléncia efectiva pois a = q(¢,,,¢) € monomorfismo para toda a T-algebra

(C,v;€). De facto a é injectiva como vamos provar. Consideremos o diagrama

ExpC——=c —%2 5 Q
N

v EXBQ é

A/Tl'l

E——F— B

Sejam ¢, € C tais que a(c) = a(c’). Como o .¢)(c) = (7(c),q(c)) temos
v(e) = () e q(c) = q(c).

Ora q(c) = q(c) & E(4(). ) = ¢ & £(1(0),¢) = c.

Como £(y(c'), ') = ¢, porque & o 5y = 1, temos que

c=¢(v(e), ) =&(v(d),d) =, portanto « é injectiva.

Além disso, como a(c )0 & = 1 Xp g e 1 xp q é sobrejectivo (porque ¢ é
sobrejectivo) entédo o é sobrejectivo.

Vemos assim (tal como observado em [ST92], depois do corolario 2.8) que «
é um bimorfismo em qualquer categoria concreta sobre a categoria dos conjun-
tos cujo functor de esquecimento preserva produtos fibrados e co-igualizadores.
Neste caso, como PPreord é uma subcategoria plena de C Haus, a(c ;¢) € um

homeomorfismo para todo o (C, ;).

Proposicao 4.2.5 Um morfismo de descida p : E — B em PPreord é de des-
cida efectiva se e s6 se para toda a T-dlgebra (C,v;&), se U € AFD(C) entdo
a(U) € AFD(E xp Q).
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Demonstracd@o: Ja vimos que, na adjuncéo L - ®(«a, 3), € um isomorfismo
natural se e s6 se p é morfismo de descida. Sabemos também que «(U) é
aberto-fechado se U é aberto-fechado visto a ser homeomorfismo. Se « é um
isomorfismo em PPreord entdo a(U) é decrescente se U o for.

Reciprocamente, sejam ¢, ¢’ € C tais que a(c) < a(cd). Vejamos que ¢ < ¢.

Suponhamos que ¢ £ ¢, entédo, como C é totalmente desconexo em relacdo
a pré-ordem, existe U aberto-fechado decrescente em C tal que ¢ € Uec ¢ U.
Como « é um homeomorfismo «(U) é também aberto-fechado decrescente de
ExpCeal(d)eall)ealc) ¢ a(l), oque é um absurdo.

Assim « é um isomorfismo em P Preord para todo o (C,~;¢&), logo p é mor-

fismo de descida efectiva nessa categoria. O

4.3 Morfismos de descida efectiva em Psp

Como PPreord tem produtos fibrados e Psp é uma subcategoria plena e
fechada para produtos fibrados, utilizamos a proposicdo 4.2.2 e o facto da
reflexao ter unidades estaveis para mostrar que os morfismos de descida efec-
tiva em Psp sdo os morfismos desta categoria que sdo morfismos de descida

efectiva em PPreord.

Como qualquer espaco finito e discreto com qualquer ordem é um espaco
de Priestley e os epimorfismos regulares em Psp sido epimorfismos regulares

em PPreord, (4.2.1) é verdadeira para Psp e podemos afirmar que

Proposicao 4.3.1 Um morfismo em Psp é morfismo de descida nessa catego-

ria se e so se é morfismo de descida em PPreord.

Teorema 4.3.2 Um morfismo em Psp é morfismo de descida efectiva nessa

categoria se e s6 se é morfismo de descida efectiva em P Preord.

Demonstracdo: Seja p : F — B um morfismo em Psp de descida efectiva
em P Preord.
Dado o produto fibrado
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E——B (4.3)

em que E, B, E xp A € Psp, vamos provar que A é um espaco de Priestley.

Sabemos que a reflexéo

PPreord ~ Psp

tem unidades estaveis, logo, como B € Psp, I3 preserva o produto fibrado (4.3).

Portanto, como o rectangulo (1) + (2 e o quadrado (2) sdo produtos fibrados,

2

ExgA A
NExpA @) nA
Is(E xp A)ng(A)
I3(m1) @ of = Ig(c)
E B

I3(p)=p

concluimos que o quadrado (1) é um produto fibrado, portanto p*(n4) = NEx 4.
Como E xp A € Psp, areflexdo correspondente é um isomorfismo, isto é p*(n4)
é um isomorfismo. Como p é, em particular, um morfismo de descida efectiva
em PPreord, entdo o functor p* é monadico e, portanto, reflecte isomorfismos.
Assim 774 é um isomorfismo, logo A é um espaco de Priestley.

Reciprocamente, se p : E — B em Psp é morfismo de descida efectiva em
Psp vamos provar que é também morfismo de descida efectiva em P Preord.

Se p é morfismo de descida em Psp ele é também morfismo de descida em
PPreord (4.3.1).
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Seja (C, ;&) uma T-algebra da ménada induzida em PPreord/FE pela ad-
juncéo p! 4 p* : PPreord | B — PPreord/E e q =co-igualizador(ms, ). Temos

de provar que, no diagrama

ExBC%;C—-ﬁ—*Q

g é morfismo de descida em PPreord.

Como a reflexdo I3 : PPreord — Psp tem unidades estaveis, portanto
preserva produtos fibrados de morfismos com codominio em Psp, temos que
(I3(C), I3(7), I3(£)) é uma T-algebra para a ménada definida pela adjuncéo
p! 4 p*: Psp/B — Psp/E. Além disso, e atendendo a que a reflexéo I3 preserva

colimites, I3(q) =co-igualizador(/3(m2), I3(£)) em Psp. Entao, no seguinte dia-

grama
C - Q

no D Q

15(0) — = 1s(Q)

I3(7) @ 13(9)

E

> B

o quadrado (2) é produto fibrado, isto é I3(¢) é morfismo de descida, pois p é
morfismo de descida efectiva em Psp.

Como p é morfismo de descida efectiva em P Preord se e s6 se o rectangulo
D + @ é produto fibrado e o quadrado (2) é produto fibrado, vamos provar que
o quadrado (1) é produto fibrado.

Seja h: C — I3(C) xp,(q) Q definido por h(c) = ([c], q(c)) para todoo c € C,
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vejamos que h € homeomorfismo e isomorfismo de ordem.

Considerando o seguinte diagrama

I3(Q)

I3(7) 13(9)

E ——5—> B

temos que E xp Q é isomorfo a I3(C) x,g) Q, e h é, a menos de isomorfismo,
(), POIS b =171 0 vy ).

Como o functor de esquecimento de PPreord na categoria dos conjuntos
preserva produtos fibrados e epimorfismos regulares, as componentes de «
séo bimorfismos portanto sdo homeomorfismos.

Além disso, dados ¢, € C tais que h(c) < h(c'), temos que [c] < [¢/] em

I3(C) e portanto ¢ < ¢ em C, logo h é isomorfismo em P Preord. O



Um sistema de factorizacao

reflectivo

Neste capitulo vamos descrever o sistema de factorizacdo induzido em

P Preord pela reflexdo PPreord — Psp.

5.1 Factorizacoes reflectivas

Dadas uma categoria C finitamente completa e X uma subcategoria re-
flectiva de C, define-se em C um sistema de pré-factorizacdo (£, M) tomando
& = (H(morX))T, M = (H(morX))'.

Proposicao 5.1.1 Sejam C uma categoria finitamente completa e
<I,Hne>C—-X
uma reflexdo da categoria C na subcategoria X. Tem-se
(i) f€&seesdsel(f)éumisomorfismo;
(it) seec ecofeentdo f €&;
(1ii) na: A — HI(A) estd em €.

81
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Se a categoria C é finitamente bem completa, isto é, além de admitir li-
mites finitos admite interseccoes arbitrarias de subojectos, este sistema de
pré-factorizacdo (€, M) é um sistema de factorizacédo, como demonstrado em
[CHKS85] (3.5).

Seja C uma categoria finitamente completa. Consideremos a adjuncao
<I,Hne>C—-X (5.1)
Para cada objecto B em C esta adjuncéo induz a adjuncéo
<IP HB P 8 >.¢/B —~X/I(B), (5.2)

da categoria dos objectos sobre B em C na categoria dos objectos sobre I(B) em
X, tal que H? a cada (X, ¢) faz corresponder o produto fibrado de (H (X), H(y))

ao longo do morfismo 7p, e I” a cada (A, o) faz corresponder (I(A), I(a)).

Proposicao 5.1.2 Se a adjuncdo (5.1) é admissivel e a co-unidade ¢ : I[H — Id
é um isomorfismo entdo o morfismo f : A — B pertence a M se e s6 se o

diagrama

A—™ 574

f If

B—" IR

é um produto fibrado. Por outras palavras, o morfismo f pertence a M se e sé

se o morfismo unidade na P da adjuncdo induzida (5.2) é um isomorfismo.

Proposicao 5.1.3 Se a adjuncdo (5.1) é admissivel e a co-unidade ¢ : IH — Id

¢ um isomorfismo entdo (£, M) é um sistema de factorizagdo.

5.2 Factorizacao reflectiva definida por
I 4 H:Psp— PPreord

Como a reflexdo < I,H,n,e >: PPreord — Psp tem unidades estaveis
(3.4.7), ela é admissivel. Portanto, por 5.1.3, PPreord tem um sistema de

factorizacgao reflectivo (&, M).
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Adoptando a terminologia usada em [Xar03], damos descri¢bes explicitas

da classe M das coberturas triviais e da classe & dos morfismos verticais.

Proposicao 5.2.1 Um morfismo f : A — B em PPreord é vertical se e sé se

verifica as duas condicoes seguintes:

(i) para quaisquer dois objectos ae a’ em A, se f(a) X f(a') em Bentdoa < d

em A;

(i) para qualquer objecto b em B, existe um objecto a em A tal que b < f(a) e
f(a) <bem B.

Demonstracdo: Seja f : A — B um morfismo em PPreord vertical, entao
I(f) é um isomorfismo em Psp (5.1.1 (i)). Logo f verifica as condigoes (i) e (ii).
De facto, sejam a,d’ € A tais que f(a) < f(a') em B. Temos:
fla) = f(a')em B = [f(a)] < [f(a')] em I(B)
= I(f)([a]) < I(f)([a])

= [a] <[d] em I(A)

= a=<d emA.

Seja b € B, entéo [b] € I(B). Logo existe [a] € I(A) tal que I(f)([a]) = [b],
isto é, existe a € A tal que b < f(a) e f(a) < b.

Reciprocamente, seja f : A — B um morfismo em PPreord satisfazendo as
condicdes (i) e (ii). O morfismo I(f) é continuo.

Vejamos que € sobrejectivo. Seja [b] € I(B), entao b € B, logo pela condigédo
(17) existe a € A tal que b = f(a) e f(a) < b. Assim, existe [a] € I(A) tal que
I(f)([a]) = [f(a)] = [0].

Sejam [a], [a] € I(A) tais que I(f)([a]) = I(f)([a’]). Temos,

I(f)([a]) = I(f)([a']) = [f(a)] = [f(a)]
= f(a) ~ f(d)
(a')

= fla) 2 f(d) e f(a') 2 f(a)
= (por (i))a<ded <a
= [a] = [d]

Logo I(f) é injectiva.

Assim I(f) é um isomorfismo de ordem, pois / é um functor e f verifica
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a condicao (7), portanto I(f) é um isomorfismo em Psp, ou seja f pertence a

classe €. O

Proposicao 5.2.2 Um morfismo f : A — B em PPreord pertence a M se e s6
se as aplicagoes [a] — [f(a)], induzidas por f para qualquer objecto a € A, s@o

bijeccoes.

Demonstracao: Seja f : A — B um morfismo em P Preord tal que as apli-
cacoes [a] — [f(a)], induzidas por f para qualquer objecto a € A, séo bijeccdes.

Seja < 1B, HB nB,eB >: PPreord | B — Psp | I(B) a adjuncéo induzida
pela adjuncéo < I, H,n, e >: PPreord — Psp.

Consideremos o seguinte diagrama

A = nA

Mostremos que na f é um isomorfismo.
Os objectos de P séo todos os pares (b, [a]) € B x I(A) tais que [b] = [f(a)]-
Seja (b,[a]) € P. Como [b] = [f(a)], b € [f(a)], entdo, pela hipétese, existe
" € [a] tal que f(a’) = b. Logo existe a’ € A tal que 77547f)(a’) = (b, [a]), ou seja
1754 ;) 6 sobrejectiva.
Sejam a,d’ € A tais que n(A f)( a) = 77( J)( a’). Temos,
Nea (@) =iy pla) = (fla)[a]) = (f(a), [a'])
= [fla) = f(a') e a] = [a']
= a,d €la] e f(a) = f(d)

= (porhipétese) a = d'.

Como naf)(a) < naf)(a’) & a < d, quaisquer que sejam a,a’ € A, na,f) é
um isomorfismo.

Reciprocamente, seja f : A — B um morfismo em P Preord tal que 7754 f é
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um isomorfismo. Seja a € A. Mostremos que a aplicacdo [a] — [f(a)] induzida
por f é uma bijeccéao.

Seja b € [f(a)]. Como [b] = [f(a)], (b,]a]) € P, entdo, como n&f) é um
isomorfismo, existe a’ € A tal que 17547 pla’) = (b,a]), isto é existe a’ € [a] tal
que f(a’) =b.

Sejam ay, az € [a] tais que f(a1) = f(az). Logo (f(a1),[a1]) = (f(az2),[a2]),
ou seja naﬁ(al) = 7754,,0) (a2) o que implica a; = as, pois ”a,n é injectiva. O






Uma terceira forma de obter

espacos de Priestley

A categoria dos espacos de Priestley surge na equivaléncia induzida por
uma adjuncéo dual entre T'opOrd e Rety; (2.2.10), tal como Stone aparece na
equivaléncia induzida pela adjuncédo andloga para as ordens triviais (3.1.4).
Ela é também uma subcategoria de TopPreord cujos objectos sdo limite de
determinados espacos pré-ordenados, finitos e discretos (1.8.8). Neste capitulo
vamos provar que Psp substitui mais uma vez Stone na versao ordenada de

um certo tipo de compactificacio.

6.1 Compactificacoes de espacos topolégicos

Uma compactificacdo do espaco topolégico £ é um espaco compacto F; e

uma imersio i : £ — Fj tal que i(E) é denso em Fj, isto é, i(E) = E;. Se todo

o morfismo f de £ num espago compacto F- se factoriza através de 4,

P Fi
Es
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dai resulta, em varios casos, a universabilidade de 7 relativamente a um func-

tor incluséo e a definicdo da reflexdo correspondente.

Dado um espaco topolégico £, usamos a notacéo [ [ £ para o produto de S
copias de E. Chamaremos a esse tipo de espacos espacos poténcia de F.

Um espaco topolégico X diz-se completamente regular se para todo o sub-
conjunto fechado A de X e = ¢ A, existe uma funcéo continua f : X — [0, 1] tal
que f(z) =0e f(A) = 1.

Um espacgo Tychonoff é um espaco Hausdorff completamente regular.

Todo o espaco topolégico X em que cada um dos seus pontos tem uma base

de vizinhancas constituida por abertos-fechados diz-se zero-dimensional.

Seja £ um espaco topolégico Hausdorff. Consideremos a subcategoria
plena de Top dos subespacos de espagos poténcia de E, denotada por
E-completamente regular, e a subcategoria plena de E-completamente regular

dos subespacos fechados de espacos poténcia de F, denotada por E-compacto.

Sejam F um espaco topolégico Hausdorff e X um espaco E-completamente
regular, ou seja, X é subespaco de um espaco poténcia de E, isto é, existe uma
imersdo X — [[¢ F para algum S. Suponhamos, sem perda de generalidade,

que S é o conjunto das aplicac¢des continuas de X em E, S = Top(X, E). Temos,

X ——TJIsE

E
sendo s uma aplicacdo continua, p, a projec¢do e ¢ = avx, a aplicacdo avalia-
cdo, isto é p(z) = (s(x))ses-
Assim o espaco X é, por hipétese, isomorfo ao subespaco de [[¢ F definido
por (X) = {(s(z))ses|z € X}.
Define-se R(X') como o fecho de ¢(X) em [[s F, ¢(X) (portanto R(X) € E-

compacto) e nx =i o ¢ sendo i a imersao de p(X) em ¢(X).
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Proposicao 6.1.1 Dado X um subespaco de um espaco poténcia de um espaco
Hausdorff E, entdo nx : X — R(X) é a unidade da reflexdo

R : E-completamente regular — E-compacto.

Demonstracdo: Sejam Y um subespaco fechado do espaco poténcia de F e
f: X — Y um morfismo em E-completamente regular.

Para o espaco Y temos o seguinte diagrama,

X Ly 2 RY) Sl E
\ lpq
E
sendo S’ = Top(Y,E). Como ¢ € S’ entdo go f € S, logo pela defini¢do de

produto existe um tnico morfismo / : [[¢ £ — [[ E tal que p, o h = pyos,

[Is £

Pqgof

[y E——E

O morfismo h é definido por h((es)ses) = (és)scs’, onde éy = egos.
Portanto, h(p(X)) C ¢(Y), porque h((s(z))ses) = (5'(f(z)))ses, € h(p(X)) €
h(p(X)) C p(Y), isto é h(R(X)) C R(Y), portanto a restricdo h' de h a

R(X) é uma funcdo continua de R(X) em R(Y) tal que honx =nyo f,

nx

X ——o(X)——RX) ——][s F

f h h

ny

Y —— (V) ——RY)——][ls F

mas, Y é subespaco fechado de [[¢, F, portanto Y = p(Y') =

12
é um isomorfismo. Fazendo f = 7, o I’ tem-se f : R(X) — Y com fonx = f.
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O morfismo f é o inico morfismo de E-compacto tal que fonx = f, porque,
em Haus, nx € um epimorfismo pois é uma aplicacdo continua com imagem

densa. Logo nx é a unidade da reflexéo. O

Se E é espago de Hausdorff, os espagos E-completamente regulares séo
exactamente aqueles que podem ser imersos de forma universal na sua "com-
pactificacéo do tipo E".

Vejamos alguns exemplos,

Exemplo 6.1.2 Tomando £ = I = [0, 1],
I-completamente regular= Tych,
a categoria dos espacos de Tychonoff, e

I-compacto= CHaus

Exemplo 6.1.3 Tomando £ =2 = {0, 1}
2-completamente regular= zero-dimensional +15,

a categoria dos espacos Hausdorff e zero-dimensional, e
2-compacto=Stone
como demonstrado por Banaschewski em [Ban55], que denota por ¢ a reflexéo

2-completamente regular < 2-compacto

Supondo X um espaco discreto entdo X é Hausdorff e zero-dimensional,
portanto pertence a categoria I-completamente regular e a categoria 2-comple-
tamente regular.

Considerando a compactificacdo de Stone-Cech de X, 3(X), e a reflexdo de
B(X) em Stone, bem como a reflexdo de X, ((X), em Stone, existe um tnico

morfismo h : 5(X) — ((X) tal que honx = ox, porque ((X) é um espaco
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compacto Hausdorff e existe um dnico morfismo 4’ : 5(X)/ ~— ((X) tal que

h' orgxy = h, porque ((X) é espaco de Stone,

X — B (X)) —E s B(X) ) ~
ox h
h/
¢(X)

comz ~yseesésel, =T,. Comorgx)ony e oy sdo reflexdes de X em Stone,
entdo h’ é um isomorfismo. Assim 3(X) = ((X) se e s6 se as componentes co-
nexas de 5(X) sdo conjuntos singulares, sdo os chamados espacos fortemente
zero-dimensionais.

Como X é um espaco topolégico discreto, as componentes conexas de 5(X)
séo os pontos e temos (X)) = (5(X)/ ~) = ((X), subespaco fechado de uma

poténcia de 2, logo 3(X) é um espaco de Stone. O

6.2 Compactificacao de espacos topolégicos ordena-

dos

Dado um espaco topolégico Hausdorff ordenado E, consideremos as sub-
categorias plenas de TopOrd dos subespacos de espacos poténcia de £ com a
ordem induzida, denotada por E-completamente regular ordenado e a catego-
ria E-compacto ordenado dos subespacgos fechados de espacos poténcia de F.
Temos a versao ordenada de 6.1.1 e dois exemplos importantes.

Tomando F = I = [0, 1] com a topologia e a ordem de subespaco de IR (com
a topologia e ordem usuais) a categoria I-completamente regular ordenado é
a categoria dos espacos completamente regulares ordenados, I-compacto orde-

nado a categoria dos espacos compactos ordenados e a reflexao

I-completamente regular ordenado—"—» I-compacto ordenado

é a compactificacio de Nachbin-Stone Cech, ([Nac65], pagina 104).
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Consideremos o espaco discreto ordenado 2 = {0 < 1} e as categorias
2-completamente regular ordenado e 2-compacto ordenado. Existe uma refle-

Xao

2-completamente regular ordenado——> 2-compacto ordenado
que nos d4 uma nova forma de obter espacos de Priestley:

tal como 2-compacto=Stone temos que 2-compacto ordenado=Psp.

Teorema 6.2.1 A categoria 2-compacto ordenado é a categoria dos espacos de

Priestley.

Demonstragcdo: Toda a poténcia de 2 é um espaco de Priestley, porque, para
qualquer conjunto S, [[s2 é compacto e totalmente desconexo em relacdo a
ordem (1.8.4). Como todo o subespaco fechado de um espaco de Priestley é um
espaco de Priestley, por 1.8.3 e atendendo a que todo o subconjunto fechado de
um compacto é compacto, entdo todo o subespacgo fechado de uma poténcia de
2 é um espaco de Priestley.

Reciprocamente, vejamos que se X é um espaco de Priestley entdo é um
subespaco fechado de alguma poténcia de 2.

Seja X um espaco de Priestley e S = TopOrd(X,2) o conjunto dos mor-
fismos de X para 2 em TopOrd. Consideremos a aplicacdo avaliacéo

p: X —[[g2,isto é ¢(z) = (s(x))ses, € temos

X —90)1—[52

2

O morfismo X — ¢(X) é sobrejectivo e continuo. Vejamos que ele é injec-
tivo.

Sejam z, 2’ € X tais que = # 2/, entdo v £ 2/ ou 2’ £ z. Suponhamos que
x £ 2/. Entéo, como X é totalmente desconexo em relacdo a ordem, existe um

subconjunto aberto-fechado decrescente U de X tal que 2’ € U e x ¢ U. Assim
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a2’ € U, com U aberto-fechado decrescente, e x € (X — U), com (X — U) aberto-
fechado crescente, logo existe um morfismo sy : X — 2em S tal que so(U) =0e
s0(X — U) = 1. Portanto, ¢(z) = (5(2))ses # ¢(2') = (5(2))ses, logo X — ¢(X)
é uma bijeccdo continua e consequentemente é homeomorfismo.

Mas X — ¢(X) é também isomorfismo de ordem, pois, como provamos, se
x £ 2’ entéo p(z) £ p(a').

Assim o espago de Priestley X é isomorfo ao espago p(X) que é um subes-
paco fechado de um espaco de poténcias de 2, por ser subespaco compacto de

um espaco de Hausdorff. O






Consideracoes finais

O estudo da reflexéo da categoria dos espacos compactos Hausdorff ordena-
dos na categoria dos espacos de Priestley levou-nos a uma generalizacéo, cru-
cial para o desenvolvimento dos nossos trabalhos, que consistiu na substitui-
céo de ordem por pré-ordem. As novas categorias, a categoria dos espagos com-
pactos Hausdorff pré-ordenados C' HausPreord e a categoria dos espacos de
Stone pré-ordenados totalmente desconexos em relagao a pré-ordem P Preord,
permitiram-nos analisar semelhancas e diferencas entre esta reflexio e a re-
flexdo correspondente para o caso das ordens triviais, C Haus — Stone. Tam-
bém provamos que um morfismo na categoria dos espacos de Priestley é mor-
fismo de descida efectiva nessa categoria se e s6 se é morfismo de descida
efectiva em PPreord.

A adjuncio entre a categoria Top dos espacos topolégicos e a categoria
dual da dos reticulados limitados Ret( ; e a equivaléncia por ela induzida de-
terminam a reflexdo da categoria C Haus dos espacos compactos Hausdorff na
categoria Stone dos espacos de Stone. Pelo mesmo processo obtém-se a refle-
xa0 de C'HausOrd na categoria Psp dos espacos de Priestley. Tal como Stone é
a subcategoria plena de T'op dos espacos limite de espacos finitos e discretos,
PPreord é a subcategoria de TopPreord dos espacgos limite de espacos finitos
discretos e pré-ordenados, sendo os objectos de Psp limite de determinados
espacos desse tipo.

Se E é espaco de Hausdorff os espacos E-completamente regulares sao
exactamente aqueles que podem ser imersos de forma universal na sua "com-
pactificagdo do tipo E". Da mesma forma que, tomando £ = 2 = {0,1}, a
"compactificacdo do tipo E" é a categoria dos espacos de Stone, a "compactifi-
cacdo do tipo E" quando consideramos o caso ordenadoe £ =2 = {0 < 1} é

a categoria dos espacos de Priestley. Assim, uma vez mais, os espacos de Pri-

95
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estley substituem os espacos de Stone quando é considerado o caso ordenado.

Temos entao trés formas diferentes de se obter espagos de Priestley.
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