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Capitulo 1

Introducao

O Célculo Diferencial e Integral, ou simplesmente Calculo, é um ramo funda-
mental da Matematica, desenvolvido a partir da Algebra e da Geometria, que se
dedica ao estudo de taxas de variacao de grandezas (como a inclinacao de uma reta)
e a acumulagao de quantidades (como a &drea abaixo de uma curva ou o volume
de um s6lido). Onde h& movimento ou crescimento e onde forcas varidveis agem
produzindo aceleracao, o Calculo é a ferramenta da Matematica a ser usada.

Desenvolvido por Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716), em trabalhos independentes, o Célculo auxilia em varios conceitos e definigoes
a Matemadtica, Quimica, Fisica classica, Fisica moderna e Economia. O estudante
de Calculo deve ter conhecimentos em certas dreas da Matemadtica, como Funcoes,
Geometria e Trigonometria, pois sao a base de todo o Calculo.

Com o advento do ”"Teorema Fundamental do Célculo”estabeleceu-se uma co-
nexao entre os dois ramos do Calculo: o Calculo Diferencial e o Calculo Integral.
O Calculo Diferencial surgiu devido ao problema da tangente, enquanto o Calculo
Integral nasceu de um problema aparentemente nao relacionado, o problema do
calculo de areas de regioes do plano. O professor de Isaac Newton em Cambridge,
Barrow, descobriu que esses dois problemas estao de fato estritamente relacionados,
ao perceber que a derivacao e a integracao sao processos inversos. Foram Leibniz e
Newton que exploraram essa relacdo e a utilizaram para transformar o Célculo num
método matematico sistematico. Particularmente ambos concluiram que o Teorema
Fundamental permitia calcular areas muito mais facilmente, sem que fosse necessario
calculd-las como limites de somas (método descrito pelo matemédtico Riemann, pu-
pilo de Gauss).






Parte 1

Primitivas






Capitulo 2

Primitivas imediatas

O conceito de primitiva é o conceito inverso da derivada, por isso muitas vezes
é designada por anti-derivada. Pretende-se determinar, dada uma fungao f(z), qual
é a fungao cuja derivada é f(z). O calculo integral, assim como o célculo diferencial,
baseia-se num conjunto de regras que sao aplicadas dependendo do tipo de fungao
que pretendemos integrar. Ao longo desse livro, e para uma mais facil compreensao,
as regras estao separadas, sendo apresentados alguns exemplos para cada dos casos.
Suponhamos que pretendemos calcular a primitiva de 2zx. E sabido que uma
funcio cuja derivada é 2z é, por exemplo, 22. Mas também pode ser z? + 3, ou
2% — 7, ou genericamente 22 + c. Assim ndo existe uma primitiva de 2z, mas sim
uma infinidade de primitivas que diferem de uma constante, isto é, existe uma familia
de fungoes que, graficamente, diferem umas das outras por uma translacao associada
ao vetor (0, c¢).
Simbolicamente

P2z)=a2*+c ou [2zdr=2*+c

Qualquer uma das duas representagoes é vélida. Nesse livro iremos optar pela
segunda. Também, ao longo do texto, iremos utilizar o termo integral indefinido, ou
apenas integral, para designar a primitiva de uma funcao. Esta fungao designa-se
por funcao integranda.

Embora nesse exemplo inicial seja bastante simples de verificar qual a primitiva
da funcao dada, isto nem sempre se verifica e como tal existem regras. Comece-
mos pelas duas regras fundamentais para o calculo de qualquer primitiva, seja ela
imediata ou nao.

Regra 1

Jlf (@) £ g(a)lde = [ f(x)dz + [ g(x)dz




Regra 2

[ k.f(z)dz = k. [ f(x)dz, sendo k uma constante

Normalmente é bastante 1til separar um integral no qual a fungao integranda é
uma adigao (ou subtragao) de duas ou mais fungdes, numa adi¢ao (ou subtracio)
de integrais. Mais, as constantes podem passar para fora do integral sempre que
estejam a multiplicar pela respetiva fungao integranda. Como é 6bvio, esse processo
também funciona em sentido contrario.

E importante salientar que o integral do produto nao é igual ao produto dos
integrais:

[ f@).g@)dz # [ f(2)da. [ g(a)da

2.1 Regra para poténcias de x

Antes de iniciarmos o calculo de primitivas envolvendo poténcias de x, é conve-
niente relembrar algumas regras béasicas das poténcias.

a™.a™ = a"tm, a™.b" = (ab)"
T
(an)m _ anAm’ n am = a%

Suponhamos que se pretende calcular o integral de uma poténcia de x, por
exemplo z72. Atendendo a que a regra de derivacao de uma poténcia de xz é
(x" 1) = (n + 1)a™, facilmente se deduz que, efetuando o raciocinio inverso, obte-
mos:

Regra 3

fx"dm:%—&—c, n#—1




Exemplo 1 [27dx.

Por aplicagao imediata da Regra 3, obtemos que

7o T _ 2t
Jatde = o te=% te

Figura 2.1: Familia de primitivas de f(z)

Exemplo 2 fx_%da;.

3 1
fx_%dx:x—i2—+cz%2—+022m2 +C:2\/E+C
2 bl

Figura 2.2: Familia de primitivas de f(x)



Nem sempre a fungao integranda estd na forma ideal para uma aplicacao
direta da regra, sendo normalmente necessario simplifica-la primeiro, para que seja
possivel calcular o integral. E o caso dos exemplos seguintes:

Exemplo 3 [(22% — 2 + 5,/z)dx.

Vamos comecar por separar o integral anterior em trés integrais, passando as
respetivas constantes para fora, através da aplicagdo das Regras 1 e 2.

(@22 — % +5yx)de =2 [23de — 3 [ Lde +5 [ \Jzdz.

Em seguida transformamos cada uma das funcoes integrandas numa poténcia de

[@22® — 2 +5x)de =2 [a3de — 3 [ o~ *dz + 5 [ 7 dz.
Por fim aplicamos a Regra 3 a cada um dos respetivos integrais

341 —441 14
f(2x3—z%+5\/5)dx 22?&?—3%4-51’;?4-0
= 1ot 423+ Wl 4 c

_ 1.4, 1 10
=s52'+ 5 + Fryr +c

Figura 2.3: Familia de primitivas de f(x)

3 X
Exemplo 4 f(ﬂg/i + T‘f)dm



De forma analoga ao que foi feito no exemplo anterior, vamos em primeiro lugar
separar o integral em dois integrais, em seguida transformar cada uma das fungoes
integrandas numa poténcia de x (por aplicagao das regras das poténcias) e aplicar
a Regra 3 para calcular cada um dos integrais. Ora

[(Z2e + LYz = [ 2rde+ [Elde

z2\/x T 2207

2
_5 -3+l
= 2
2f$ d$+ 7%4»1
- 1
_ 2 T3
=22 42 e

-3
=255 +3{r+c

—— +3Yr+c
3x2

Sx%/E + 3z +c.

Figura 2.4: Familia de primitivas de f(x)

2.2 Regras do logaritmo

Frequentemente quando a fungao integranda é um quociente entre duas fungoes,
é possivel obter no numerador a derivada do denominador. E sabido que a derivada
do logaritmo de uma fungéao é (log,(f(x)) = %, emquea>0ea#1.
Assim:



Regra 4

f%dwzlog“f(mﬂ—i—c,a>0ea7é1

em que a fungao f(z) estd em médulo devido ao dominio do logaritmo.

Recordando o grafico da fungao logaritmo, estamos no caso em que a > 1 e

consequentemente a funcao é crescente em todo o seu dominio,

Figura 2.5: Gréfico da funcao f(z) = log,(z) com a > 1

e o caso em que 0 < a < 1, sendo a fung@o decrescente em todo o seu dominio

Figura 2.6: Gréfico da funcao f(z) = log,(x) com 0 < a <1

10



E importante sublinhar que no caso particular da funcéo f(z) = In(z) (logaritmo
neperiano de x), a Regra 4 fica com a forma:

J J}((f)) do =In|f(z)] +c.

Exemplo 5 [ :1~da.

De forma a obtermos em numerador a derivada do denominador, é suficiente
multiplicar e dividir o integral por dois. Aplicando a Regra 4, obtemos:

[ itgde =3 [ 525de = $In |2z — 1| +c.

2x—1

Figura 2.7: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 6 [ tgzdz.

Como a tangente de x nao é mais do que o quociente entre o seno de x e o cosseno
de x, é possivel aplicar a Regra 4, desde que se multiplique e divida por —1, dado
que (cosz)’ = —senx. Isto é,

[tgzdr = [ 2884y = — [ =50y — —In|cos x| + c.

cosx cos T

11



Figura 2.8: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 7 [ —2_dz.

zlnax

Facilmente se pode observar que mudando a posi¢ao dos elementos na fungao
integranda e passando a constante para fora, podemos aplicar a Regra 4. Isto é,

[ dx:3fidx:3ln|1nx|+c.

zlnax Inx

2.3 Regras para poténcias de funcoes
Assim como a derivada da poténcia de uma fungao envolve a derivada da base,

[(f(2)" T = (n+1).(f(z))™ f'(x), a regra que permite calcular a primitiva de uma
poténcia, necessariamente tem que contemplar esta mesma derivada, isto é,

Regra 5

[ (x).[f(x)])"dx = [f(:ﬂ;“ +e, n#A—1

Exemplo 8 [2?(23 — 2)%dx.

Atendendo a que a derivada da base é 322, basta multiplicar e dividir por 3 para
obtermos a funcao integranda na forma da Regra 5. Assim f(z) = (2% —2),n =4
e f'(x) = 3z%. Logo,

[a?(a® —2)%dz =3 [32%(a® - 2)*da

o l(‘/1‘,372)4«{»1
=3 a1
_ @*-2)°

=5 Tt

+c

12



Figura 2.9: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 9 [ \/Iﬁ?dx.

Embora a fungao integranda seja um quociente, nao é possivel obter a derivada
do denominador em numerador, como tal nao podemos aplicar a Regra 4. Vamos
sim transformar a raiz quadrada numa poténcia, multiplicar e dividir por dois (para
obtermos a derivada da base), e aplicar a Regra 5. Isto é,

x — €T
| Zrmde =] e
= [a(a® +2)"2dx
=1 [2z(2®+2) 3dx

(2242)" 31

1
3 +c
2 7%+1

1 (22 42)3
=31 *f¢

2
=Vz2+2+ec.

13



Figura 2.10: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 10 [ %dw.

Comecemos por passar a constante para fora do integral e em seguida vamos
aplicar a Regra 5 dado que a derivada de Inx é % Assim

Inx _ 1 1 2

J 5t de =3 [ 11n” zdx
_lln2+1z
=3 337 tC
zéln?’x—i—c.

Figura 2.11: Familia de primitivas de f(z)

Exemplo 11 [ —ﬂ\/—mdm.

cos? x

14



Atendendo a que a derivada de 2 + tgx é

cos2 x?

numa poténcia e aplicar a Regra 5.

1 _ 1
2+ tgx dx - f dx

f cos? x

cos? x (2+tgz)%
_1
= [ (2+tgz) 3dx

(2+tga)~ 3+

= ﬁ‘i’c
(2+tfz)3 +e
3
=3/(2+tgr)? +c

Figura 2.12: Familia de primitivas de f(x)

2.4 Regras para a fungao exponencial

Uma funcao exponencial é uma fungao do tipo y = a® , coma > 0 e a # 1.
Esse tipo de fungoes tem um comportamento diferente no caso 0 < a < 1 e no caso
a > 1. No segundo caso (a > 1) a fungao é crescente (em particular acontece com a

funcao y = €*):

15

—L__ vamos transformar a raiz cibica



Figura 2.13: Gréfico da fungéo f(z) = a”, com a > 1

No caso em que 0 < a < 1, a fungao é decrescente:

Figura 2.14: Gréfico da funcao f(z) =a*, com 0 <a <1

Atendendo a derivada da fungao exponencial, facilmente se conclui que:

Regra 6

f (@)
G tc comcoma>0ea#1

[ f!(z).af@dz =

No caso particular em que a = e:

Regra 7

[ fl(z).e/@dx = /@) 1 ¢

16



Exemplo 12 [(z — 1)e” ~2"dz,

Estamos perante uma primitiva de uma exponencial em que a base é e. Como
a derivada do expoente é 2z — 2, podemos multiplicar e dividir o integral por 2 e
aplicar diretamente a Regra 6. Isto é,

[(x—1)e" "22dy = 120z - 1)e?* 20y
12z - 2)e?”* 20y

Figura 2.15: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 13 [ sen(2z) 5% 2dx.

A derivada do expoente é (cos? z)’ = —2 coszsenz = —sen(2z). Assim basta-nos
multiplicar e dividir por —1 e aplicar a Regra 7, dado que a base nao é e :

| sen(2z) 5eos’ Ty = — [ —sen(2x) 5eos” @ e

50052 @

="y te

17



Figura 2.16: Familia de primitivas de f(z)

Exemplo 14 fx.3””2.e””2da:.

Nesse caso estamos perante o produto de duas exponenciais de bases diferentes
e com o mesmo expoente. Aplicando a regra das poténcias podemos reescrever o
integral da seguinte forma: [ :r.(3e)z2dx . Assim passamos a ter um integral de
uma exponencial em que a base é diferente de e e cuja derivada do expoente é 2x.
Podemos aplicar a Regra 7 apés multiplicarmos e dividirmos por 2:

[ z(3e)” dx
%f2x(3e)3’2dx

f:v.3“’2.e’52d:r

1 (30)%°
2 In(3e) tec

Figura 2.17: Familia de primitivas de f(z)

18



2.5 Regras para funcgoes trigonométricas

Das regras de derivagao das fungoes trigonométricas nao ¢é dificil deduzir que:

Regra 8

[ F'(@).sen(f(x))de = — cos(f(x)) +

Regra 9

[ f'(x).cos(f(x))dx = sen(f(z)) + ¢

Regra 10

f cosé((fm()a:)) dr = tg(f(x)) +c

Regra 11

f senfz((}:()z))dx == COtg(f({L‘)) tc

Exemplo 15 [ de.

Atendendo a que a derivada do logaritmo neperiano de x é %7 reescrevendo a

fungao integranda estamos em condicoes de aplicar a Regra 8.

[ sen(lnz) 7o — [ Lsen(Inz)dz = —cos(Inz) + c.

T

19



Figura 2.18: Familia de primitivas de f(z)

Exemplo 16 [z cos(z? — 3)dz.

Podemos aplicar a Regra 9 diretamente, desde que se multiplique e divida por
dois, de modo a obtermos a derivada do argumento do cosseno. Isto é,

[z cos(z? — 3)dx = [ 2z cos(z? — 3)dx = Ssen(z? —3) + c.

R S
5 /\ Al
\// \//\_//4i U« /

Figura 2.19: Familia de primitivas de f(z)

2.6 Regras para poténcias de senz e cosx

Nesta seccao vamos estudar os integrais de poténcias de senx e de cosz, isto é,
integrais do tipo [ sen”(z)dx e [ cos™(x)dx.
Nesse sentido vamos separar em dois casos distintos - o caso em que n é par e o
caso em que n é fmpar.
Comegemos pelo caso em que n é impar.

20



Suponhamos que pretendemos calcular o integral [ sen®(x)dx. Ora no caso de
uma poténcia impar podemos sempre isolar um dos fatores, nesse caso senx, so-
brando uma poténcia par:

sen’z = senw.sen*s = senw.(sen’r)?.

Em seguida aplica-se a férmula fundamental da trigonometria a sen’z .
sen’r = senx.(1 — cos?xw)?
Desenvolvendo o caso notéavel e aplicando distributivas, obtemos a expressao
sen’r = senx — 2senx.cos’x + senx.costz.
Assim
[ sen®(z)dx = [ senzdx — 2 [ senz.cos’*zdx + [ senx.cos*zdz,
sendo todos esses integrais imediatos. No segundo e no terceiro integral, e atendendo

a que a derivada de cosx é —senx, podemos aplicar a regra da poténcia e finalmente
obtemos:

[ sen®(z)dz = —cosx + Zcos®x — Leos®x + c,

Figura 2.20: Familia de primitivas de f(x)

Genericamente, sendo n fmpar podemos concluir, aplicando o binémio de New-
ton, que:

sen™x = senz.sen" lz

n—1

= senz(sen’r) 2

n—1

= senx(1 — cos®z) 2
= senz(1+ ... — 251cos" 3z + cos" " x)

21



que separando a expressao numa soma de integrais, e aplicando a regra da poténcia,
obtemos o integral desejado, isto é:

[ sen™(z)dz = —cosz + ... + 2&7__12)005”72z — Leos"z + ¢

No caso de uma poténcia impar de cosx os calculos sao andlogos.

Consideremos agora o caso em que n € par. O processo de célculo do integral é

diferente. Comecemos por deduzir férmulas para sen’z e cos’x.

Ora

cos(2x) = cos’x — sen’x

= cos’r — (1 — cos*r)

= 2co0s%x — 1.

Logo
1+cos(22) (.
cos’s = w (7).

Analogamente pode-se concluir que:

1—cos(2
sen?x = w

Suponhamos agora que pretendemos calcular o integral f cos*(z)dz.

cos'r = (cos*r)? = (1+002‘9(2‘”))2 =

142cos(2x)+cos? (2x)
1 .

Atendendo a que, por (i)

2 _ ldcos(4z)
cos®(2x) = 5=

obtemos
cos*z = £ + Jcos(2x) + fcos(4x).
Substituindo no integral inicial, obtemos apenas primitivas imediatas. Assim:
[ cos*(z)dx = $x + Lsen(2z) + 3sen(4x) + ¢

22



Figura 2.21: Familia de primitivas de f(z)

Genericamente, para n par:

cos™(z) = 2= [1 4 Zcos(2x) + n(n872) cos?(2x) + ... + cos? (27))

i
22

Para calcular o integral de cos™(x) em primeiro lugar transformamos numa soma
de integrais, os que tém poténcias impares de cos(2z) s@o resolvidos pelo método
anterior, e para os que tém poténcias pares, usa-se a férmula (i) tantas vezes quantas
as necessarias. No caso sen™(z) procede-se de forma andloga.

2.7 Regras para inversas de fungoes trigonométricas

Recordemos os graficos das funcoes arcsenx e arctgx :

arcsen: [-1,1] — [-3,5]
x —  arcsenz

23



Figura 2.22: Gréfico da funcdo f(z) = arcsenx

arctg: R — |=3, 7]
r — arctgr

Figura 2.23: Gréfico da funcdo f(z) = arctgx

Das regras de derivagao destas fungoes podemos deduzir que:

Regra 12

i %dw = arcsen(f(x)) + ¢

Regra 13

24



f1+(f(x) dr = arctg(f(z)) + ¢

Exemplo 17 [

dz
V1-Tx2"

Para aplicarmos a Regra 12 é necessario, em primeiro lugar, escrever 722 como

(V7)?,

f\/ﬁ

_fv77447

e em seguida multiplicar e dividir pela derivada de v/7z. Isto é,

7| e

= garctg(\ﬁx) +c.

Figura 2.24: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 18 [ 4_;1#.

Vamos colocar quatro em evidéncia em denominador, reescrever a expressao ob-
tida, multiplicar e dividir pela derivada da fungao e aplicar a Regra 13:

dz
4+4+9z2

- f4(1+ 92?)

1 dx
i

12
i3] oiEde
tarctg(3x) + ¢



Figura 2.25: Familia de primitivas de f(z)

26



Capitulo 3

Primitivacao por partes

Como foi referido anteriormente, o integral do produto nao é igual ao produto
dos integrais das fungoes integrandas. Existe uma regra pratica que permite, em
muitos casos, calcular o integral do produto de fungoes. Esta regra denomina-se por
Primitivagao por partes (PPP):

[fg =7fg—[f.g, com fe g fungdes.

A escolha de f e ¢’ deve ser feita de forma a que o integral resultante no 2°
membro da igualdade seja mais simples do que o inicial. Para uma escolha eficiente,
é importante ter em atencao as seguintes regras:

1- ¢ é a fungdo que se conhece uma primitiva.
2 - No caso de serem conhecidas as primitivas das duas fungoes, f é a fungao
que fica "mais simples”quando se calcula a sua derivada.

Observemos os seguintes exemplos:

Exemplo 19 [ ze”dz.

Ora sao conhecidas primitivas para as duas funcgoes, pois f rdr = % +ce
[e®dx = € + c. Assim [ terd de ser a fungdo que fica "mais simples”quando se
deriva. Como a derivada de e” é na mesma e*, a escolha tera que ser necessariamente
a seguinte:

"'=e" g=[e"dx=¢"

g
f==x =1

27



Aplicando a regra:
[xe®dx =uaze” — [le®dx

=ze® —e¥ +c.

Figura 3.1: Familia de primitivas de f(z)

E importante ter em atencao que esta regra pode ser utilizada diversas vezes

num mesmo integral. Senao vejamos:

Exemplo 20 [z%e *dx.
Pelos motivos apresentados no exemplo anterior, a escolha é necessariamente a

seguinte:
T og=[eTde=—e"

fZCUS f/:3x2

Obtemos entdo

[a3e *dx = —ade ™ — [ —3z.e %dx

=a%e " +3 [2re "du.

Aplicando novamente a regra consideramos:

'=e® g=[eTdr=—e"

g
f=a? fl=2x

28



obtemos

[ade *dx = —a3e " +3 [2%.e "dx
=—a%e "+ 3(—a?e " — [ —2z.e "dx)

=23 — 3% " +6 [ze "dx

Aplicando ainda mais uma vez a regra da primitivagao por partes para:

g=e" g=[eTdr=—e"
f=x fr=1
obtemos,
[x3e dr = -z —32%e " +6 [xe Tda

= —23e " — 3z%e ™ + 6(—ze ¥ — [ —e Tdx)

=237 — 322 — 6ze T + 6" + c.

Figura 3.2: Familia de primitivas de f(x)

Existem determinadas primitivas que é aconselhavel calcular por esse método,
mesmo quando nao obtemos um produto na funcao integranda. é o caso de Inz ou
de arctgx por exemplo.

Exemplo 21 [Inzdx .

Atendendo a que [Inzdz = [ 1.lnzdz, podemos usar a primitivagao por partes
desde que se considere ¢’ = 1. Assim
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g =1 g=[ldz ==z
f=lnz f'=

8=

Desta forma obtemos

JL.Inzdx :mln:z:—f:r.%dx

=zlnz -z +ec

Figura 3.3: Familia de primitivas de f(z)

Existe ainda outro caso importante de destacar:
Exemplo 22 [ e”senzdx.

Nesse exemplo conhecemos a primitiva de ambas as fungoes e nenhuma delas fica
”mais simples” quando se deriva, como tal a funcao f pode ser qualquer uma das
duas fungoes. Podemos considerar, por exemplo

g =€ g= [e"dx =e"
f=senx [ =cosx

Aplicando o método,

[ e*senzdr = e"senz — [ e coszdx.

Vamos aplicar novamente a primitivacao por partes, considerando
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g =e" g= [e"dx =e"

f=cosz f'=—senx

Assim
= e"senx — [ e” cosxdx

[ e*senxdx
= e®senz — (e” cosx — [ —e®senxzdx)

=e%senx — e® cosx — f ersenxdx

que, como se pode observar, é exatamente a mesma expressao do integral inicial
Para resolver esse problema, basta resolver a seguinte equagao:

[e"senzdr = e*senx — e cosx — [ e senzdx

= 2 f ersenxdx = e*senx — e* cosx

x x
e’senx—e” cosx
= +c

T
& [e*senxzdx = 5

Figura 3.4: Familia de primitivas de f(x)

Por 1ltimo consideremos o exemplo seguinte:

Exemplo 23 fx3e‘"”2dx .

. .o, 2 ~ ’ . . .
A primitiva de e*” nao é conhecida, assim a escolha deveria ser

4
"= g=[ade =%

g
f=e" f =2ze”
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o que, aplicando o método, nos conduz a

3 x? 7& z? L4 z?
fxe dr = e f4.2x6 dx
4 2

_ ozt 2?1 5 a2
=Ze 5 [aPe™ dux.

Como se pode observar, o grau do polinémio da funcao integranda aumentou
(quando devia diminuir), dificultando a resolugdo do mesmo. Isto significa que
fizemos a escolha errada das fungoes. Mas ¢’ nio pode ser g’ porque a sua primitiva
nao é conhecida. Entao como resolver esse problema?

Embora tenhamos um produto de fungoes no integral, nao é obrigatorio que uma
delas seja f e a outra ¢’, pois podemos alterar a funcao integranda por forma a
conseguirmos fungoes que nos sejam uteis para a aplicagao do método.

Assim

fx3ew2dac = facz.xe’;de

2
= %fxg.Qa:e"L dz

Consideremos
g = 2re®” g=/ 2ze® do = e*”
f=a =2
Aplicando o método de primitivacao por partes, obtemos
f:t?’eg”zdx = %fx2.2xelzd:r

%(3626‘82 — [ 2ze™ da)

2 2
=117 —e” +o.

Figura 3.5: Familia de primitivas de f(z)
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Capitulo 4

Primitivas de funcoes
racionais

Uma fungao racional é uma fungao do tipo % em que p(z) e g(x) s@o po-
linémios. Para calcular a primitiva de fungoes desse tipo vamos dividir em vérios
casos que tém a ver com o facto do denominador possuir raizes reais (simples ou
multiplas) ou nao.

Vamos comegar por explorar o caso particular em que o numerador é 1 e o
denominador é um polinémio do segundo grau sem raizes reais, isto é , primitivas

do tipo [ mdm com b% — 4ac < 0.

Exemplo 24 [ mmc .

De facto, aplicando a férmula resolvente, constatamos que o polinémio do de-
nominador nao admite raizes reais. Nesse caso transforma-se o integral na forma
I %dm = arctg(f(x)) + c. (Regra 13)

Comecemos por efetuar uns calculos auxiliares considerando apenas o denomi-
nador:

2> +3x+5 = (22+32)+5
=[22+3z+ () - ()% +5
=[22+3z+ ()% - ($)*+5
=(@+3)P2—(5)7+5
=(e+3)°+ 4
= 4[4 )
— YL+ 3
=4+ A+

w
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Isto é, considerando apenas as percelas que contém z, adiciona-se e subtrai-se
o quadrado da metade do coeficiente do termo em x. Associando a parte positiva
desse elemento aos termos em z obtém-se um caso notavel. Em seguida coloca-se

em evidéncia o elemento que sobra (nesse caso %)

Substituindo esse denominador no integral inicial, multiplicando e dividindo pela
derivada da funcao e aplicando a Regra 13, obtemos

[ mrmmsde = [ mmg e

QI—JFarctg(% + \/%) +c

Figura 4.1: Familia de primitivas de f(x)

No caso do coeficiente de z? nao ser 1, embora o processo de resolucao seja
analogo, é necessério ter atencao a decomposicao do polinémio.

Exemplo 25 [ dx .

1
222 —x+1

Novamente o denominador nao admite raizes reais e como tal vamos transformar
a funcao integranda para podermos aplicar a Regra 13.
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202 —x+1 =2(2?—1a)+1
=2l — o (1 - (D7) +1
=202 - lo+ (P -2(})*+1
=2x-3)P-&+1
— e 17+ &
_1y2
:%[Q(x%4) + 1]
= §F @ - +1]
_ T[4z _ 1y2
=sl(%E—7) +1]
Substituindo no integral inicial,
1 _ 1
J e = | g
_ s 1
= 7f(%7\%7)2+1d$
4
— 87 V7
=8y f(%_%)uldx
4
_ 27 vz
= Tf(%7%)2+1dx

Figura 4.2: Familia de primitivas de f(x)
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4.1 Raizes reais simples

Vamos estudar o caso em que obtemos uma funcao racional na qual denominador

admite raizes reais simples. Isto é, obtemos uma funcao do tipo % na qual o

denominador pode ser decomposto num produto de polinémios do 1° grau, ¢(z) =
a(z —a1)(z —ag)...(x — a,), onde ag, ag, ..., a, sao os zeros do polindmio g(x).
Vamos comecar por considerar, por uma questao de facilidade, que o grau do
polinémio do numerador (grau de p(z)) é inferior ao grau do polinémio do deno-
minador (grau de ¢(x)). Depois de explorarmos esse caso iremos verificar como se
procede quando o grau de p(x) >grau de ¢(x).
Suponhamos entao que grau de p(z) <grau de ¢(x). Existem dois métodos que

nos permitem calcular | %dm.

1. Método dos coeficientes indeterminados

p(x)
- a(zf(.)q)(mfag)...(mfan)
numa soma de n fragoes em que cada uma delas contém em denominador um factor

da decomposicao, isto é

Esse método consiste em transformar a funcao integranda

p(x) _1(_A A A A .
a(z—aq)(z—az)(z—agz)...(x—ayn) a(:c—(lxl + w—?xg + 2’,‘—2&3 et x—an)' (Z)
Determinando o valor de cada um dos A;,7 = 1,2,...,n, e usando o facto do

integral da soma ser a soma dos integrais, facilmente se calcula o integral pedido.
Esse método por vezes pode dar origem a muitos cédlculos, contudo pode ser usado
em qualquer fungao racional, com grau de p(z) <grau de ¢(z), independentemente
do denominador admitir apenas raizes reais ou nao.

2. Regra do ”tapa”

Esta regra permite calcular directamente os valores dos A;,7 = 1,2,...,n, da
decomposigao anterior (i), da seguinte forma:

- p(z)
Al - [a(z—az)(f—as)-"(m_a")i| =1

- p(z)
A2 - [a(m—al)(m—as)-"(m_a")i| =09

A, = {a(m,m)(zfpoé:))...(r*anfl)} T=0n

36



isto é, cada A;,i = 1,2,...,n, é obtido "tapando” (eliminando) o denominador cor-
respondente a A; (ou seja (x — a;)) na decomposigao, e substituindo, em todos os
elementos que sobram, = por «;.

E uma regra prética, bastante simples de utilizar e que permite calcular rapida-
mente os valores das constantes na decomposicao. Pode ser utilizada em todas as
fungoes racionais em que o denominador admita apenas raizes reais simples.

5
Exemplo 26 [ mda&

Temos uma fungao racional para a qual o grau do polinémio do numerador é
menor do que o grau do polinémio do denominador. Igualando a zero o denominador,
e aplicando a férmula resolvente, facilmente se conclui que esse admite duas raizes
reais simples que sao * = 1 e = 2. Consequentemente o denominador pode ser
decomposto num produto de polindmios do primeiro grau:

2?2 =3 +2=(z—1)(z —2).

Na célculo do integral vamos aplicar os dois métodos descritos atras para ilustrar
as diferencas entre ambos.

Método dos coeficientes indeterminados

Comecemos por decompor a fragao em duas fragoes, reduzi-las ao mesmo deno-
minador e associar os termos semelhantes no numerador:
x+5 _ x+5
z2—3z+2  (z—1)(z—2)
A B

r—2 r—1
A(z—1)+B(z—2)
(z—1)(z—2)
Ax—A+Bx—2B
(z—1)(z—2)

_ (A+B)z+(—A-2B)
T eDe-n

A fracdo obtida é igual a inicial, como o denominador é comum, também terd
de o ser o numerador. Assim temos apenas que igualar os coeficientes dos termos
semelhantes para obtermos os valores de A e B.

A+B =1 _[A =7
~A—-2B =5 =

Voltando a decomposicao anterior

z+5 _ A
2 —3x+2 -2 +
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Como o integral da soma é a soma dos integrais, aplicando a Regra 4:
J#Emde =[G - 5)de
Ty [ e
[ de -6 o
=T7hn|z—-2]-6ln|lz—1|+c

Regra do ”tapa”

Resolvendo o mesmo exercicio e utilizando a decomposicao feita atras,

ets A B
r2—-3x+2 = x—2 x—1"

a regra diz-nos que

Assim

| #mde =7 [ 5de =6 [ 1yda
=T7ln|z—2]-6ln|lz—1|+c

Figura 4.3: Familia de primitivas de f(z)

Como se pode observar nesse exemplo, a regra do ”tapa”permite-nos calcular
o valor das constantes de uma forma bastante mais rapida do que o método dos
coeficientes indeterminados.
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4.2 Raizes reais multiplas

Suponhamos agora que o polinémio do denominador admite raizes reais multiplas,
isto é,

S
—

(2) _ p(z)
x) a(x—a1)PL(z—az)P2...(z—ay)Pn*

Q
—~|

Nesse caso podemos ainda aplicar os dois métodos para decompor o quociente
numa soma de fragdes. Contudo, esta decomposicao é feita de forma diferente do caso
das raizes reais simples, e a prépria regra do "tapa”é aplicada de forma diferente.
Comecemos pela decomposicao:

p(z) 1Al A Ay, A7
a(x—op)Pl(z—a2)P2...(x—apn)Pn ~ a [( (x—oaq)P1 + (zfajpl_l +o.t T—o )+((a:7a2)p2 +

A2 A7 Ay Ay A, .

ot Tt otdg) Ho (e T et T )l (@)

Calculando o valor das constantes A1, AL, ... Az, facilmente obtemos o valor do
integral.

Método dos coeficientes indeterminados

Reduz-se ao mesmo denominador o segundo membo da igualdade (i), sendo que
o minimo multiplo comum é sempre a(z—aq )P (z—ag)P? ... (x—ay,)P". Forma-se um
sistema igualando os coeficientes dos termos semelhantes do numerador e aplica-se
integrais.

Regra do ”tapa”

No caso das raizes reais multiplas a regra do ”tapa”’aplica-se de forma diferente,
com recurso a derivadas:

1 — p(z)
A = |:a(a:7a2)1)2m(x7an)l)ni|w:a1
Al - L ( p(z) )

2 11 [Va(z—az)P2...(z—ay)Pn v—ns
Al _ 1 ( p(x) )//

3 2! a(r—a2)P2...(z—ap)Pn r=o

L p(z) 1-1
Apl T (e [( a(z—a2)P2...(z—ap)Pn )(p )i|x:a1
A~ 1 o2 )
pn (prn—D! |Va(z—a1)Pl(z—a2)P2...(z—ap_1)Pn—1 T=0n
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Vejamos um exemplo pratico.

Exemplo 27 [ i~ dx

2(z—2)3

Comecemos por decompor o denominador:

1
zzzvz—2)3 ==+t 2'

Método dos coeficientes indeterminados

Atendendo a que o minimo multiplo comum entre as parcelas do segundo membro
é 2%(z — 2)3, obtemos

z—1 _ A1(2—2)3+ Asa(2—2)3+ B1a?+ Ba (2 —2)x?+ B3 (z—2)%2?
z2(x—2)3 - z2(x—2)3
_ Kzt 4 KoaP 4 Kya® 1Ky
- z2(xz—2)3 ’

com K1 = 142—’-337 K2 = —6A2—|—BQ—4B3, K3 = —6A1+12A2+B1—2B2+4B37 K4 =
12_/41 - 8A2 e K5 = 78141.

Tgualando os coeficientes dos termos semelhantes do numerador, obtemos o se-
guinte sistema de equacoes lineares:

Ay + Bs =0
—6As + By — 4B5 =0
—6A4; + 1243+ B; — 2By +4B; =0
124, — 84, =1
—84, =-1
Resolvendo o sistema obtemos, A; = %7 Ay = 16, B = i By =0, By = —%6.

Substituindo na decomposigao considerada e aplicando integrais, obtemos

1 1
_x=1 _ ® 16 I 6
z2(x—2)8 7 z? + + (z—2)3 + 2"

Assim
f#—}wdx = %fz%dﬂc—kl%fldx—i—ifz%z)gdx—%fﬁdx
=% a7 %de+ S njz|+ 1 [(z—2)3de — L In|z — 2|
:%71 1n|x\+1(x722) —Lnjz—2|+c
- + s Injz| - m—%ln\x—ﬂ—l—c
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Regra do ”tapa”
Considerando ainda a decomposigao

-—1 _ A
Toay = T+ oy

a regra diz-nos que

_ —1 1

A =], =4
_ 1 r—1 _ | =22+41 _ 1

Ay = 10 |:((a:72)3)/:| o [(%534}30:0 — 16
_ [a—1 1

B =[], ,=1

B2 = % I:(Iaj_Ql /:I r=2 [_ig‘—Q]x:Q = 0

By = % [(Imgl)ﬂ]mzz - % [2?6]@»72 116

Assim
S mtapdr = —g; + g In 2] — gtgp — glnfe -2 +c

Figura 4.4: Familia de primitivas de f(z)

4.3 Raizes complexas

No caso do denominador conter polinémios com raizes complexas simples, a
decomposicao é um pouco diferente pois no numerador deve constar um polinémio
de grau abaixo do denominador, isto é de grau 1, e a resolucao deve ser feita através
do método dos coeficientes indeterminados.
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Exemplo 28 [ dx

1
3 +a?
Decompondo o denominador num produto de fatores, 23 + 2% = x(2? +1). Desse
modo obtemos uma raiz real x = 0 e duas raizes complexas = = +i.
A decomposigao fica com a seguinte formas:

1 _ 1 _ A 4 Bz+C
3422 T z(x241) T =z 241 °

Aplicando o método dos coeficientes indeterminados obtemos:

1 _ A2’4 A4 Ba?4Cx _ (A+B)z*>4CxtA
z(x2+41) z(x2+41) - z(x2+1)
Tgualando os coeficientes facilmente se conclui que A=1, B=—-1e C = 0.

Assim
[ eimde = [ gde+ [ hde
=In|z|— iIn|2? + 1|+

Figura 4.5: Familia de primitivas de f(z)

No caso do denominador conter raizes complexas multiplas, procede-se de forma
analoga ao caso das raizes reais multiplas, usando-se também para esse caso o método
dos coeficientes indeterminados.

Exemplo 29 [ c dx

1
z24+x+1)2(2242)3

O denominador é fomado por um produto de dois polindmios do segundo grau,
ambos sem raizes reais. A decomposicao, atendendo a que temos raizes complexas
multiplas, tem a seguinte forma:

1 _ _Apz+Bg _|_ Aix+By + Cox+Dg + Cirx+Dy + Cox+Do
(2 4z+1)2(x2+42)3 — (22+x+1)? z?+z+1 (22+2)3 (22+2)2 242
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A aplicagao do método dos coeficientes indeterminados, bem como a resolugao
fica a cargo do leitor.

Caso em que o grau do polinémio do numerador é superior ou igual
ao do denominador
Suponhamos agora que o grau de p(z) é maior ou igual do que o grau de ¢(x).
Entao podemos efetuar a divisao inteira de polindmios e concluir que 2 Ewg =a(x)+
r(z)

a(z)» onde o grau de r(z) é inferior ao grau de g(x). Assim

fzgi)dx = [a(z)dz+ [ ;Eﬁd:v

onde o primeiro integral do segundo membro é imediato, e o segundo integral é
calculado por um dos métodos vistos atras.
Exemplo 30 f md

Atendendo a que o grau do polinémio do numerador é superior ao grau do deno-
minador, efetuando a divisao dos dois polinémios obtemos:

T 3z—2
2 fz—2 -1+ (z—1)(z+2)"

Assim

3

:%—x+§ln\x—1|+§ln\x+2|+c,

onde o segundo integral foi calculado aplicando a regra do tapa.

Figura 4.6: Familia de primitivas de f(z)
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Capitulo 5

Primitivacao por substituicao

Suponhamos que se pretende calcular o integral [ f(z)dz. Muitas vezes é bas-
tante 1util efetuar uma mudanca de varidvel, o que vai permitir simplificar a funcao
integranda, e calcular a sua primitiva. Consideremos 2 = ¢(t), em que ¢(t) é
uma funcao continua, bem como a sua derivada, e admite funcao inversa. Entao

dx = ¢'(t)dt, e:
J f@)dz = [ f(8(t)).¢'(t)dt

Como o leitor pode imaginar existem intmeras substitui¢coes que podem ser usa-
das, sendo que a substituicao mais 1til é a que nos permite simplificar o calculo
da primitiva. Existem tabelas de substitui¢oes predefinidas para alguns tipos de
fungoes. Vamos exemplificar algumas das mais comuns.

Primitivas cuja fungao integranda contenha expressoes do tipo va? — x2
ou Va2 + 22 ou Va2 — a2

Exemplo 31 [ 4 — 22dx

Com o objetivo de eliminar a raiz quadrada do integral,vamos proceder a uma
mudanca de variavel utilizando as fungoes trigonométricas e respetivas relagoes entre
elas, isto é, fagamos = = 2sent.

Assim dx = 2 costdt, e o integral inicial fica com a forma:

J VA —ax2de = [\/4— (2sent)?.2costdt
= [ /4(1 — sen?t).2 costdt
=4 [ cos?tdt.

1+cos(2t)

Atendendo a que cos?t = =3

, podemos substituir no integral e obtemos:
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14cos(2t
4 [cos’tdt = 4f%dt
=2 [dt+ [2cos(2t)dt
= 2t + sen(2t) + c.

Com esta mudancga de varidvel o calculo da primitiva ficou bastante simples,
contudo é necessario voltar a variavel inicial, isto é, voltar a varidvel x. Como
x = 2sent, facilmente se conclui que ¢ = arctg(5). Por outro lado, dado que sent = 3

podemos conclir que cost = /1 —(3)% = V4 — a2,

Assim
sen(2t) = 2sentcost = 2.%Z.1y/4— 2
= SvV4— a2
Logo

J VA —a?de = 2arctg(£) + $vV4 —a? +c

Figura 5.1: Familia de primitivas de f(x)

No caso em que a funcao integranda contém expressoes do tipo v a2 + 22, procede-
se de forma analoga e considera-se a substituicao x = a.tgt. Se as expressoes forem
do tipo V22 — a2, a substituicao aconselhada é r = —%— = a.sec?(x)

cos?x

Primitivas cuja fungio integranda contenha expressoes do tipo u?/9.

Exemplo 32 [ ﬁ;i‘;ild:c
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Sendo o objetivo eliminar as duas raizes simultaneamente, vamos proceder a
mudanca de varidvel z 4+ 2 = t"™m23) jsto é & + 2 = 0. Assim x = t6 — 2 e
consequentemente dx = 6t°dt.

Substituindo no integral:

T 8
| pESde = [ 5l 6%t = 6 [ ot

Obtivemos o integral de uma fungao racional na qual o grau do polinémio do
numerador é superior ao do denominador. Efetuando a divisao dos polinémios ob-
temos:

5 16 _ 44 42 1

o que substituindo no integral da origem a diversas primitivas imediatas. Assim
6 Erdt =6[(t0 —t'+2— 1+ 5ly)dt

t241

—e(t 8 _
=6|(% =+ 5 —t+arctgt) +c.

Voltando & varidvel z, e dado que t = /z — 2, obtemos:

fgi%r";ildx =S@+2Vr+2-S¢(z+25+2 /(2 +2)—6Yz+2+
+ 6arctg(Vzr +2) + c.

Figura 5.2: Familia de primitivas de f(z)

Primitivas cuja funcao integranda contenha logaritmos ou exponenci-
ais.
Exemplo 33 [ %dm

t

Nesse caso vamos proceder a substituicao Inx = ¢. Assim z = e e como tal

dx = e'dt.
Substituindo no integral:
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f zglﬂ{lnxz) de = f et%;rftt) eldt = f %dt

Novamente temos uma funcao racional onde, nesse caso, o grau do polinémio do
numerador é igual ao do denominador. Efetuando a divisao dos polinémios obtemos:

14+t _ 2
=1t
Substituindo no integral:
= (=14 25 dt = —t—2m[1 - ¢ +c.
Voltando a varidvel x conclui-se que:

fﬁdm:—lnx—ﬂnﬂ—lnﬂ—l—c.

Figura 5.3: Familia de primitivas de f(x)

Exemplo 34 [ :i;”fﬁ dx

Nesse caso a substituigao aconselhada é e” =t. Logo x = Int e dx = %dt.
Assim

% 27 - 2 1 PR
/ cappdr = | o epdt = / g dt.

Efetuando a divisao dos polinémios:

[ ot
t24+1 t+1 t2+1"

Separando em vérias primitivas vamos ter:

JEETdt = [tdt+ [1dt — L [ 2hdt — [ plodt

= g +t—2In(t? + 1) — arctg(t) +c.
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Voltando a variavel x temos entao que:

2x

J :i;rfﬂ dx = % +e” — $1In(e** + 1) — arctg(e”) + c.

Figura 5.4: Familia de primitivas de f(z)

Primitivas cuja fungao integranda contenha expressoes trigonométricas
impares em senz ou cosz.

Exemplo 35 [ 22y

cos x+4cos? =

Uma fungao [ diz-se impar em senz se f(—senz) = —f(senz), o que, como
facilmente se observa, é o caso da funcao integranda. Uma funcao diz-se impar
em cosz se f(—cosx) = —f(cosz). No acaso em que a fungao é fmpar em senz a

substituicao aconselhada é cosx = t. Caso seja impar em cosz, procede-se & substi-
tuicao senx = t. No exemplo que estamos a considerar a substituicao aconselhada é

a . . 1
cosx = t. Assim x = arccost e dx = 7\/@@5.
Substituindo:
_ Vi 1 _ 1
f cos ;-eﬂ}gcc)@ r{:d‘r - t+t2 /1—¢2 dt = — f t(1+t) dt.

Aplicando a regra do tapa, ou o método dos coeficientes interminados, podemos
decompor a fracao da seguinte forma:

1 _

t(1+1)

=

1
+1°
Logo
_ft(l%kt)dt = _f%dt"'f#tdt
=—Inlt|+In|l+t+¢

:ln|%|+c.

49



Assim

senx _ 1+cosz| _ 1
fcos:chcosﬁzdm_ln‘ cos T +C_1n 1+cosa: +c

3 L/ h
Y
1 Y

Figura 5.5: Familia de primitivas de f(z)

|

\
|

Primitivas cuja fungao integranda é uma fungao trigonométrica que
nao é impar em senr nem cosz.

Esse tipo de fungoes pode ser reduzida a uma fungao racional através da mudanga
de varidvel tg(§) = t.

Atendendo a que

o z\ _ 2sen(gF)cos(5) _ 2sen(5)cos(F)
senr = sen(2%) = T = Sen?(Z)tcos?(Z)

podemos dividir numerador e denominador por cos?(%) e obtemos:

2tg(%) 2t

SeENT = WQ(%):W

De modo anélogo,

20 22 20z 20
- zy _ cos”(F)—sen"(F) _ cos*(§5)—sen”(§)
cosx = cos(25) = T = Sen?(2)Fco? (1)’

e dividindo novamente o numerador e denominador por cos2(§)7 podemos concluir
que:

1—tg°(%) 1—t2
_ 7)) _
COST = Trig3) = 147
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Por outro lado, e dado que x = 2arctgt, entao dr = 1+%dt.

Exemplo 36 f JZwadm

A funcao integranda obviamente ndo é impar em cosx, nem em senz. Assim

N e~ 42
vamos proceder a substituicao tg(5) = t, onde cosz = % edxr = 1Jr%dt.

Assim

1—¢2
_cosx 1+t2
5+4coss ¥ —f5+41 T 1+t2dt
1-t> 2
9F¢2° 1+t2dt

42
=2J e it

Como temos uma funcao racional na qual o denominador é um produto de dois
polinémios sem raizes reais, vamos proceder a decomposi¢ao:

1—¢2 — At+B | Ct+D _ (A4+C)t*+(B+D)t? +(9A+C)t+QB+D
(14t2)(9+¢t2) — 1+¢2 9+t2 (1+t2)(9+t2)

S

Tgualando os coeficientes, conclui-se que A =0, B = %, C=0eD=-—

Assim

—t? _ 1 1 5 1
2 f (1+t2)(9+t2)dt -2 f T+¢2 dt — 2 f 9+t2 dt
= garctgt — 2arctg(L) + c.

Voltando & varidvel z, e dado que ¢t = tg(5), obtemos:

_cosT _
5+4cosx dx -



—
A — //—\ o —

S
—— Ny

Figura 5.6: Familia de primitivas de f(z)
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Capitulo 6

Exercicios propostos

1. Calcule as seguintes primitivas imediatas:

LL[ (& - 5fF) do
12.f (& + 55 +2) do
1.3. [ s5-dx

1.4. [tg(2x)dx

16yT — 5o+

:—l—%+2x—|—c

x

c—3In[5—2z[+c

: —21In|cos(2z)| + ¢

1.5.f\/ﬁdx : %\/W—i—c
16. [ A2y - 2V/1 + senz + ¢
1.7.f@dm 2y /(1 +nx)’ +e
1.8. [ 3*e*dx : 1i;e-:1 +c

1.9. [(z + 2)e Hot3 4y
1.10. [ <o) g,
L.11. [ sen®zdx

1.12. [ cos® zdx

:—cosa:—&—%cos

2
. %61 +4x+3 +e

s sen(lnx) + ¢

Sz —fcos®z+c

32+ Lsen(2z) + 45sen(dw) + ¢

32
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113, [ e = d
1.14.ftg4md:17
L15. [(a? + 5z)*dz

1.16. [ da

sen?( w)+cos(2a:)

117 f

'plnr

118, [ 2 d

119. [ d

1
V1-3x2

1
1.20. [ ﬁmdx

1

1.22. f vV 17x2(11rcsenz da

123, [ B2y

1.24. [ da

2+2z+3

1.25. [ da

1
24+2z+5

arcsen(z?)

1.26. [ 2

dx

1.27. [ dx

z2
T +1) T —2)
1.29. [ L2 gy

1

1.30. d
f \/(1+12)1n(1+\/1+7) *

R:

o4

s arcsen(e®) —

V1i—e? +¢

: ‘% 322 3y 24+ 3%z +c
ttgxr +c
cIn|lnz|+¢
-3 2\ 2
t gezarctg (g) +c
: %arcsen(\/?:x) +c
A1+ Vr+c
: %arctg (%m) +c
:n |aresenz| + ¢

NOEO

In3—In2

iln(z? +2z+3) +c¢

:2arctg( =+l )—l—c

: Larcsen(z?) + ¢

2

Va2 + 23 +c

: % rctg (39\6[1) +c

3.

w‘w

3 Z_ 1
5T Sas 6z3 +c

—

21n\/1n(x+\/1+:172) +c



2. Aplicando o método de primitivagao por partes, calcule:

2.1. [xsen(x)dx
2.2. [B2dzx

2.3 [In(1 — z)dx
2.4. [ e"sen(z)dx
2.5. [ a3e®” da
2.6. [ arcsen(x)dx
2.7. [ xarctg(z)dx
28 [ () dz
2.9. [ sen(lnz)dx
2.10. [ —Z—dx
2.11. [ o) gy

2.12. [ zsen(x) cos(x)dx

: sen(x) — x cos(x) + ¢
:2y/z(lnx —2) + ¢
c—rx—(1—2)In(l—2)+c

: f% (cos(x) — sen(x)) + ¢

: %ewz(xQ -1)+c

: zarcsen(r) + V1 — 22 + ¢

: 5 [(2? + 1) arctg(z) — z] + ¢
txln (%) +1n|1 7m2| +c

: 22 (sen(Inz) — cos(Inz)) + ¢

: —zcotg(x) + In|sen(z)| + ¢

cIn|ln(lnz) — 1] + ¢

: & (4zsen®(z) — 22 + sen(2z)) + ¢
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3. Calcule as seguintes primitivas de func¢oes racionais:

3.1 [ o=y de R:ln (2_721)3‘+C

32, [ A 2da R:3In|z? — 4z + 5| + darctg(z — 2) + ¢

3.3, [ H=0t0 gy Riz+an|2=3]+c

3.4.fxi§f1;8dx R: %4—3:72—%493—1—111 % +c

3.6. [ zayyd R:ln\/&m

3.7.f$%+1d3: R: %ln $§+;+1‘ + arctg( 1) +c
20+5) %

8. et ds Ran|E2ER | dharety (552) 4o

3.9. [ £—dx R:%(a*+In|a®—1|)+¢

3242 . 4343
3.10. I(;H);;dx R: 2(;’;1)2 —Hn(xH) +c

2 . 5412 4
3,11,[ mdaz R: _a;?fgx% +In (§12> +c

22 —8x . 22— —1)2
3.12.f (m_‘i)zﬁda: R: (1731)(30211) +1In (22+% +arctg(z) + ¢
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4.1.fr‘fldﬂc

dzr

1

In
44. [ z\/1fmd$

4.6. [ Y5 dy

1

4.8. f li?;n’ta:) du

I3

4.10. [ Y= =Ldy
4.11. /i dw

4.12. [

sen?( z)thg ()

dx

2 2V/x

4. Usando o método de substituicao, calcule:

— 2arctg(\/z) + ¢

%(@—ln(@—&-l))—&-c

1
.21n’

o7

V14+x2—1 +ec
V1tzZ+1

:—arcsen(z) — A= 4 ¢

: %arctg (2tg (%)) +c

3x3
. VEIVETT|
: VvVr+l+v/z—1

cot g(x) + %arctg (tg

2V + —21n(1+\/x+1)—|—c
:(—%—i—%lnx) Vi4+Inx +ec






Parte 11

Integral definido e aplicacoes






Capitulo 7

Integral definido

No mundo que nos rodeia quase tudo depende de varias varidveis: pressao
atmosférica, temperatura, densidades de massa ou de carga eléctrica, grandezas
econdmicas, grandezas mecanicas como a posigao, a velocidade ou a aceleracao. Al-
gumas destas grandezas sao representadas matematicamente por campos escalares;
em cada ponto temos um nimero que significa, nalguma unidade, por exemplo uma
temperatura, ou uma pressao, ou uma densidade de massa por unidade de volume.
O Calculo Integral é uma ferramenta fundamental na matematica, pois permite re-
solver intmeros problemas da Fisica, Engenharia etc. Por exemplo, para construir
uma estrutura como a cobertura do Pavilhao Atlantico na Expo ou a célebre pala
do arquitecto Siza Vieira, temos de conseguir responder a vérias questoes que de
imediato se poem, por exemplo:

Quanto pesa a cobertura (qual é a sua massa) ? Qual é a drea que ocupa ? Em
que pontos devem ser colocados os apoios e que cargas devem poder suportar 7 Que
angulos com a vertical devem ou podem os apoios fazer ?

Para responder a estas questoes precisamos de um modelo matemaético da estru-
tura. Como a extensao em comprimento e largura da cobertura é muito maior do que
a sua espessura, ¢ muito util e uma boa aproximacao considerar a cobertura como
uma superficie. Apds termos a descricdo da superficie em termos de uma equacao
ou de uma parametrizacao e conhecendo a densidade efectiva de massa por unidade
de drea podemos calcular a massa da cobertura, a sua drea, os momentos de inércia
relativos a vérios eixos - o momento de inércia mede a capacidade de rotagao da
estrutura em torno de um eixo - e assim calcular as cargas exercidas sobre os apoios.
Tudo isto se resolve com recurso ao Calculo Integral.

Nesse capitulo iremos explorar o conceito de integral definido, a sua interpretacao
geométrica e como este se relaciona com a teoria do célculo de primitivas, estudada
no capitulo anterior. Iremos ainda ilustrar uma das aplicagdes mais importantes do
integral definido que é o calculo de areas planas.
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7.1 Funcao integravel a Riemann. Interpretacao
geométrica.

Suponhamos que pretendemos calcular a area limitada por uma fungao nao negativa,
pelas rectas verticais * = a, © = b e pelo eixo dos zz, como ilustra a figura seguinte:

Figura 7.1: Area limitada por uma funcao nao negativa

Para obtermos um valor aproximado da area, um método intuitivo é dividir o in-
tervalo [a,b] num determinado nimero de intervalos (parti¢ao) de igual amplitude.
Designemos a amplitude de cada um desses sub-intervalos por Az. Em cada um
desses intervalos da particao de [a, b] vamos escolher um elemento (por uma questao
de facilidade podemos considerar o ponto médio do intervalo) z* e a sua respectiva
imagem f(z*). Assim obtemos vérios rectangulos (tantos quantos a particao con-
siderada) de base Ax e altura f(z*). A soma das dreas de todos esses rectangulos
da-nos uma aproximacao da area entre o eixo dos xx e a fungao, aproximagao essa
que serd tanto maior quanto maior o nimero de elementos da particao.

Tlustremos esse conceito com o seguinte exemplo:

Exemplo:

Suponhamos que pretendemos calcular a drea do triangulo formado pelo eixo dos
xx, pelas fungao f(x) = z e ainda pelas rectas x = 0 e x = 5. Atendendo a férmula
da drea de um triangulo, sabemos que a area desejada é 12, 5.

Usando o método descrito acima, vamos efectuar uma partigao do intervalo [0, 5]
em 10 sub-intervalos de amplitude constante Az = 0,5. Designando o ponto médio
de cada um desses sub-intervalos por z* e a respectiva imagem por f(z*), obtemos
10 rectangulos com base constante e alturas varidveis, dependendo da imagem do
elemento da particao considerada.

Como se pode observar na figura, as imagens dos pontos médios dos intervalos
da partigao, sao os elementos do conjunto
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Figura 7.2: Particao do intervalo

{0,5;1;1,5;2;2,5;3;3,5;4;4,5;5}.

A soma das areas de todos os rectangulos, facilmente se verifica que é igual a
13,75. Se subtrairmos metade da area do ultimo rectangulo, isto é, 13,75 — %
obtemos a area do triangulo.

Nesse exemplo a soma das areas dos rectangulos nao nos da um valor aproximado,
mas sim o valor exacto da drea do triangulo considerado. Isto deve-se ao facto, como
se pode observar na figura, de que a drea desprezada abaixo da fungao (para cada
rectangulo) é igual a drea do rectangulo acima da funcao. Isto deve-se ao facto da
fungao ser muito "bem comportada’, o que nao acontece com a maioria das fungoes.

)

Figura 7.3: Particao do intervalo

Para que possamos obter uma maior aproximacao da drea abaixo de uma funcao,
temos necessariamente que aumentar o nimero de subintervalos da particao. Au-
mentar de tal forma, que amplitude de cada um desses subintervalos passa a ser um
infinitésimo, e assim garantimos que a area que nao é considerada é desprezavel.

Formalizando esse conceito, consideremos uma funcao f definida no intervalo
[a,b] e

a=xpg<x1<---<x, =,

uma decomposigao arbitraria desse intervalo em n subintervalos. Em cada subinter-
valo precisamos de escolher um ponto qualquer, no qual a funcao f deve ser calculada,
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para determinar a altura do rectangulo no intervalo. Sejam x7, x5, - , 2, tais que
* * *
x] € [xo,x1], 25 € [w1, 2], -+ , 2} € [Xp_1,Ty]

(a escolha mais comum é considerar o ponto médio de cada subintervalo).
As 4reas dos rectangulos construidos sobre esses intervalos sdo

e a soma
oq = fl@))Axy + f(x5)Axe + -+ + f(z]) Az,

= Z f(z})Az;
i=1

denomina-se por soma integral (ou soma sigma) da fungéo f em [a,b].
Se a fungao é continua e nao negativa no intervalo [a, b], entao a area sob a curva
y = f(x) nesse intervalo é dada por

A= lim zn:f(xf)Axl (7.1)
=1

max Ax; —0
i

Embora esta definicao seja satisfatoria para os nossos propdsitos, ha algumas
questoes a serem resolvidas antes de podermos encara-la como uma definicao ma-
tematicamente rigorosa. Por exemplo, teriamos de provar a existéncia do limite e
que o seu valor ndo depende da escolha dos pontos x7,z5,--- , 2. O limite (7.1) é
frequentemente dificil ou impossivel de calcular, de modo que, quando é necessério
o valor exacto da drea, deve ser utilizado o método da integracao. Porém, se for ne-
cessario uma aproximacgao, entao em vez do limite podemos usar a area aproximada
por

n
A= Z flal)Ax;
i=1
onde n ¢ suficientemente grande para obter a precisao exigida.

Nao é possivel falar de soma integral sem falar um pouco da histéria da Ma-
temdtica, mais concretamente em Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
Matematico alemao filho de um ministro protestante comegou com muito pouca
idade a mostrar um enorme talento em aritmética. Em 1846 entrou para a Uni-
versidade de Gottingen com o propdsito de estudar teologia e filosofia, mas logo se
transferiu para matemdtica. Estudou fisica com W. E. Weber e matematica com
Karl Friedrich Gauss. Em 1851 completa o seu doutoramento sob a orientagao de
Gauss. Em 1862 sofreu um ataque de pleurisia e permaneceu extremamente doente
ate falecer em 1866 com tuberculose. O trabalho de Riemann em geometria esta
recheado com uma histéria interessante. Antes de se tornar professor assistente,
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submeteu trés tépicos possiveis para a sua aula introdutéria a Gauss. Este surpre-
endeu Riemann, escolhendo o topico que ele menos gostava, — os fundamentos da
geometria. A apresentacdo desta aula decorreu maravilhosamente bem. O velho e
enfraquecido Gauss deliciou-se com o trabalho do seu brilhante jovem estudante e
contemplou a obra feita. Gauss morreu pouco depois. Os resultados apresentados
por Riemann naquele dia acabaram por ser a ferramenta fundamental, usada por
Einstein cerca de 50 anos mais tarde, para desenvolver a teoria da relatividade. Além
do excelente trabalho em geometria, Riemann tem grandes contribui¢oes na teoria
das funcoes complexas, na fisica e na matematica. A ele deve-se a nocao de integral
definido num intervalo [a, b].

Definigao 1 Se para cada decomposicio d tal que max Ax; — 0 o limite da soma
04, quando o numero de divisées n tende para infinito, for o mesmo valor X, diz-se
que [ é integravel no sentido de Riemann

O walor do limite comum a todas as decomposicoes, %, designa-se por integral
definido de f no intervalo [a,b] e representa-se por

b
Ez/ f(z)dz.
a
Portanto,

max Ax; —0

b n
Y= /a f(x)de = lim ; f(x)) Az,

onde
e f ¢ a funcao integranda;
e 1 ¢ a variavel de integracgao;

e 0s numeros a e b sdo designados por limites de integracgao inferior e su-
perior respectivamente.

O simbolo da integracao é f , um S alongado que significa "soma”. O integral

definido é escrito da forma f: f(x) dx e lido como "o integral de a até b de f-de-x
em ordem a z.”

Geometricamente, se f é uma fungdo ndo negativa, o integral definido representa
a area da regiao limitada pela funcao f, pelas rectas verticais x = a, x = b e pelo
eixo dos xx. Sendo f uma funcao nao positiva, o integral definido dd-nos o simétrico
da respectiva area.

Observagao

Nem todas as fungoes sao integraveis Riemann. Por exemplo se considerarmos
a funcdo f(z) = -5 definida no intervalo ]1,10], facilmente se pode observar na
figura que a soma das areas dos rectangulos vai tender para infinito. Isto deve-se ao
facto da funcao nao ser limitada nesse intervalo.
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<5 0 os 1 15 2 25 3 35 4 45

Figura 7.4: Particao do intervalo

Em seguida vamos indicar algumas classes de fungoes que sao integraveis a Rie-
mann bem como algumas propriedades importantes dos integrais definidos, muitas
das quais sao bastante intuitivas se pensamos no integral como a soma das areas dos
rectangulos de uma particao.

7.2 Integral definido. Férmula de Barrow
Teorema 1 Toda a fung¢ao continua no intervalo [a,b] € integrdvel, nesse intervalo,

a Riemann.

Teorema 2 Toda a funcao mondtona e limitada € integrdavel no sentido de Rie-
mann.

Algumas propriedades do integral definido

1. Se f é integravel em [a, b], entdo



2. Se ¢ é uma constante

/abcf(x)dm = c/ab f(x)dzx;

. Se f e g sado integréveis em [a, b], entao

w

b b b
[ @+ g@yde= [ @+ [ gy
4. Se f e g sao integraveis em [a, b], entao

/ab (f(x) = g(x)) dx = /abf(x)dx - /abg(x)dx;

5. Se f é uma funcao integravel num intervalo fechado contendo os trés pontos
a,bec, coma<c<b, entao

/ ' fa)de = [ twde | ' flayde,

independentemente da ordem. Esse resultado é conhecido pela Propriedade da
aditividade do integral relativamente ao intervalo de integragcao ou Teorema da
decomposicao do intervalo.

6. Se f é uma funcao continua em [a, ], entdo existe pelo menos um ponto ¢ €
[a, b] tal que:

b
/ f(@)dz = f(e)(b - a).

Esse resultado é vulgarmente conhecido pelo teorema da média do calculo
integral.

A defini¢ao de integral vista anteriormente, nao é muito simples de utilizar a
nivel pratico. Nao nos podemos esquecer que estamos a trabalhar com somas infinitas
de dreas de rectangulos, nos quais a altura de cada um desses infinitos rectangulos é
a imagem da funcao de um ponto da base do mesmo. Em 1630 nasceu Isaac Barrow
matematico e tedlogo inglés que foi mestre de Newton e um dos precursores do
Calculo Diferencial, vindo a falecer em 1677. Entre os muitos trabalhos desenvolvidos
por Barrow, o mais importante é sem divida a féormula que nos permite calcular
qualquer integral definido, de uma forma extremamente simples com recurso as
regras de cdlculo de primitivas do Capitulo anterior.

Seja f : [a,b] — R integravel. Para todo = € [a, b], a restricdo f|[a, ] é

Plz) = / F(2)dz.

A funcao F(x) designa-se por integral indefinido de f com origem no ponto
a.
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Teorema 3 Seja f uma funcao continua em [a,b] e F uma primitiva de f. Entdo

b
b
[ s = (F@), = FO) - Fla),
a
Esta férmula é conhecida por formula de Barrow, que permite calcular o inte-
gral de uma funcao f num intervalo onde esta seja continua, desde que consigamos

determinar uma primitiva F' da funcao f. Também é conhecida por formula de
Newton-Leibniz.

7.3 Exemplos
Exemplo 37 fOQ(a:3 + 322 — 1)dx.

Atendendo as propriedades dos integrais definidos

2 2 2 2
/ (23 + 32% — 1)dax = / 3dx + 3/ 2dx — / dz.
0 0 0 0

Utilizando a férmula de Barrow, ficamos com

2 2 2 fLA 2 .’1]3 2
/ x3dx + 3/ ridx — / dox = [] +3 [] - [x}g
0 0 0 4 ]y 3 Jo

2401 PO
{4—4}@2 0°] —[2-0]
=4+8-2=10

Exemplo 38 ff sz dr

Ora

S 1 [? 2z 1 2
———dr =~ | ——dr=_[In(l+2?
/1 2%+ 2 2/1 Tzl =g [+ 2],
1 1.5
=3 [In(5) — In(2)] = 5 ln(i)

Exemplo 39 ff 2 Inzdx
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Claramente teremos que utilizar o método primitivagao por partes, isto é:

/a " f @)l = (£ / e

Consideremos, f/'(z) =z e g(z) = Inx, logo f(x) = 7 e g'(z) = 1. Aplicando a
regra da primitivagao por partes, obtemos

2 2 2.2
1
/xlnxdazz[x—lnxﬁ—/ L iz
1 2 1 2z

1 1 [?
=[2In2 — = In(1 —7/ xdr
22— 5 (1)) — 5 |

12
—2ln2— - [L]?
2179
11 3
— 22— -[2— -] =2In2- ">
n2-gl2-gl=2m2-7

Exemplo 40 f2 - dx

\/wQ 1

Nesse caso teremos que nos socorrer de uma mudanca de varidveis, isto é:

/f d:c—/f

com « e [ tais que a = g(a) e b = g(B)

Vamos utilizar a substltul(;ao T = . Assim dz = ;fsgtt dt. Mudando os limites
de integracao, quando = = 2 obtemos t = arccos(%) = Z e quando z = 3 obtemos
t = arccos(3).

Assim

3 1 _ arccos(%) 1 sent arccos( ) sent
f2 de_.f‘% (colst)z\/(colst)271 cosztdt f& \/?dt

Atendendo a que 1+ tg%t =
no integral, obtemos:

conclui-se que tg’t = — 1, e substituindo

1
cos2 t? cos? t

arccos(3) sent dt — fdrccos(%) cos tdt — [86 t]arccos(%)

= tgt

: = sen(arccos(3)) — sen(%).

Designando arccos( ) por y, pretende-se saber o valor de seny para o qual cosy =
l. Aplicando a Formula Fundamental da Trigonometria, facilmente se conclui que

seny = sen(arccos(})) = 2\[

Entao o valor do integral inicial é:

[ — _2V/2 _ V3 _ 4/2-3V3
2 g2/ 1 T T3 2 6 :
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Capitulo 8

Calculo de areas planas

Suponhamos que pretendemos calcular o integral

2m
/ sen(x)dx
0

Pelo que foi visto na seccao anterior,

/0 ' sen(z)dx = [—cos(ac)}g7T = —cos(27) + cos(0) = 0.

Isto significa que nao existe drea entre a funcao f(x) = sen(zx) e o eixo dos xx,
quando z varia entre 0 e 27?
A resposta é obviamente negativa.

Figura 8.1: Gréfico da funcao f(z) = senx

Como se pode observar na figura, a drea acima do eixo dos zx € igual a area
abaixo do eixo do xz. Atendendo a definigao de integral, esse é positivo quando a
funcao for positiva, mas negativo quando a funcao é negativa. Desse modo obtemos
a soma de dois valores simétricos e como tal o integral é igual a zero. Isto significa
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que o integral nao nos dé o valor da drea entre a funcao e o eixo dos zx, pois esta
(4rea) nao pode ser calculada desta forma. A forma correcta de o fazer seria verificar
que os zeros da fungao f(x) = sen(x), no intervalo [0,27], sdo os pontos © = 7 e
r = 27 e consequentemente a area é

g 2m
A :/ sen(z)dx —/ sen(x)dx
0 m

Ou entao, atendendo as simetrias da nossa regiao, a area também podia ser
calculada por

A=2 /07r sen(x)dx = 2[—cos(m) + cos(0)] = 4.

Em resumo, sempre que pretendermos calcular uma area plana, temos em pri-
meiro lugar que fazer o esboco da funcao, para sabermos quando esta é positiva ou
negativa, encontrar os zeros da mesma e, no caso de termos mais do que uma funcao,
encontrar os pontos de intersecgao sempre que necessario.

Vejamos algumas situacgoes que podem ocorrer:

1. Quando f(z) > 0 para z € [a, b

Figura 8.2: Area abaixo de uma funcao nao negativa

A area da regiao plana representada na figura é dada por

A= /ab f(z)dx.

2. Quando f(z) <0 para z € [a, ]

b
A drea da regiao plana representada na figura é dada por A = — / f(z)dz, uma
a

b
vez que / f(x)dx é negativo (basta recordar a definicao de integral).
a
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Figura 8.3: Area acima de uma fungao ndo positiva

Figura 8.4: Quando a fungao muda de sinal

3. Quando f(z) muda de sinal em [a, ]

Atendendo aos dois casos anteriores, a area da regiao plana representada na
figura é dada por

A /abf(a:)dx— /bcf(x)dx

4. Area de uma regiao limitada por duas funcgoes

A area limitada pelas fungoes f e g representada na figura é dada por

b
A= / (@) - g(x))do

73



Figura 8.5: Area limitada por duas fungoes

5. Area de uma regiao limitada por trés fungoes

Figura 8.6: Area limitada por trés fungoes

A drea da regiao plana limitada pelas fungoes f, g e h entre a e ¢, é dada por:

b c
A= [ @) = r@lda+ [ o) - s

8.1 Exemplos

Exemplo 41 Calcule a drea limitada pelas pardbolas y = —22 +6 ey = 22 — 2.

Comegemos por desenhar a regiao pretendida. Geometricamente as fungoes re-
presentam duas pardbolas com concavidades com sentidos diferentes. A parabola
y = —2% + 6 tem a concavidade voltada para baixo, é obtida a partir de y = —z?
através de uma translagao associada ao vetor (0,6). A pardbola y = 22 — 2 tem a
concavidade voltada para cima, é obtida a partir de y = 2 através de uma translacio
vertical associada ao vetor (0, —2)

74



Figura 8.7: Regiao limitada pelas duas funcoes

O valor da area pretendida é obtido através do calculo do integral da funcao que
limita superiormente a regido, y = —x? + 6, menos a funcdo que a limita inferior-
mente, y = 2 — 2. Desse modo necessitamos determinar onde comeca e onde acaba

a regiao sombreada, isto €, quais sao os limites de integragao.

Calculemos a intersecao das duas curvas:

{ “1

r =12
y=2

y=—x2+6
y=2x2-2

A drea entre as duas curvas é obtida através do cdlculo do integral:

A= 2 -2% 46— (a% — 2)]da

=2 2+8[x]2_2
=-23+%)+8(2+2)
32
- -3 +32
_ 64
3

Exemplo 42 Calcule a drea limitada pela pardbola y = 2x — 22 e pela reta y =
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Figura 8.8: Regiao limitada pelas duas funcoes

Através do esboco do gréfico das funcgoes facilmente se percebe que existe uma
intersecao na origem, faltando ainda determinar o outro ponto de intersecao, isto €,
o limite superior de integracao. Esse valor obtém-se através da resolucao do sistema:

y =2z — 22 = r=0Vz=3
Yy=— Yy=—x

A area da regiao sombreada é:

A:f03[2x—x2— (—z)ldz = [’(3z — 22)dx

Exemplo 43 Calcule a drea compreendida entre as fungées y = 2% e y = /.

Graficamente:

N

Figura 8.9: Regido compreendida entre y = 22 e y = /1
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Calculando a intersecao entre as duas curvas, obtemos:

VIS (v

{x—x4
=
y=—x
{x—x4:0
=
y=-u
_ 3 —
@{x(l %) =0
y=-x
{x:O\/le
=
y=-x
A area da regiao sombreada ¢ igual a:
A:fol(\/ffxz)dx = folx%d:cffo 22dx
_[w2]’ )"
B 0_ 3 1o
1
_2 3} 1
= 2 |2 — =
3[ o 3
-2 _1_1
~37373

Exemplo 44 Calcule a drea limitada pelas fungoes y = 2y/z, y=2—z ey = z.

A

Figura 8.10: Regido compreendida entre y = 2\/z, y=2—xey==x
Calculando a intersegao entre as curvas y = 2v/T e y = 2 — z, facilmente se

conclui que @ = 4 — 2v/3, e de modo anilogo podemos concluir que b = 1, através
do célculo da intersecao de y =2 — x com y = .
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A &rea da regiao sombreada nao é mais do que a soma das areas das duas regioes,
isto é, pode ser obtida através do calculo do integral:

(2/x — x)dx + f4 32— —x)da.

O calculo dos integrais, que sao todos imediatos, fica a cargo do leitor.

f4 zf

Exemplo 45 Calcule a drea limitada pelas fungoes y = lnx, y = In(x + 2), y =
In(4—2x) ey=0.

Figura 8.11: Regiao compreendida entre y = lnz, y = In(x + 2), y = In(4d — x) e
y=0

Calculando a intersecao entre as curvas facilmente se conclui que x =1 e x = 2.
A drea da regiao sombreada pode entao ser obtida através do calculo do integral:

A= fol In(z +2)dx + flz(ln(él —x) — Ilnx)dx.

Calculemos cada um dos integrais separadamente através do método de primi-
tivagao por partes. Para o calculo do integral fol In(xz+2)dx consideremos, f'(z) =1
e g(x) =In(x+2), logo f(z) =z e ¢ (x) = w+2 Aplicando a regra da primitivacao
por partes

fo In(z + 2)dz = [zin(z + 2)] fo Tedr =In3 - fo — 25)dx
=in3 — (1 —2in3 + 2In2)
=3Iln3 —2ln2 -1

De forma andloga conclui-se que
f12 In(4 — z)dx = 3In3 — 2ln2 — 1,
e que
ff Inxdx = 2ln2 — 1.

O valor da drea é
A =6ln3 —6ln2 —1.
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Capitulo 9

Comprimento de arcos de
curvas

Figura 9.1: Arco da curva definida pela funcao y = f(z)

Seja y = f(z) a equagdo de uma curva, sendo f uma fungdo continuamente
diferencidvel no intervalo [a,b]. O comprimento do arco da curva entre x = a e
x = b é dado pelo integral:

L= ["V1+[f(2)dz.

9.1 Exemplos

Exemplo 46 Calcule o comprimento do arco da curva y = Inx — 222 , com 1 <

3
r<2.

Comecemos por fazer o esboco do grafico da funcao.
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Figura 9.2: Gréfico da funcao y = f(z)

Como f(z) =Inz — %xQ entao f'(z) = L — £, Assim [f’(ac)]2 =51 %

Substituindo na férmula que nos déd o comprimento do arco da curva, obtemos:
L=\ 1+[f(@)de = [ \J1+5 -1+ 2dr

:f12 \/z%""%""%dx

2 1 z\2

=i (G +§)de

21 x

=/ (5 + ) de
272

= [kl + 5],

:1n2—|—%.

Exemplo 47 Calcule o comprimento do arco da curva y = 1;:51 ,com(<zx<1

Graficamente:

Figura 9.3: Gréfico da fungao y = f(x)

Simplificando a funcéo obtemos f(x) = eﬂ;ez. Assim f'(z) = < _2671 e conse-
e27 _9 42w
T

quentemente [f/(z)]> =
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Substituindo no integral,

L= [y 1+ (x)dx

1 e2e 24 e—2z
Jo 1+ ——F—da
1 €27 12 e—2x

Jo V 1 dx

1 [ erre—a\?
0 ( 5 dx
4V iy

I
—

1
:fo ( +2
"
(-}
:ez 1

2e
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Capitulo 10

Volumes de sdlidos de
revolucao

Figura 10.1: Superficie de revolugao

Um sélido definido através da superficie que é obtida pela rotagao em torno do
eixo Ox, ou em torno do eixo Oy, do grafico de uma funcao continua, designa-se por
solido de revolucao. O seu volume pode ser calculado da seguinte forma:

Quando a rotagao é em torno do eixo Ox

V=n [V[f(z)]2de

Quando a rotagao é em torno do eixo Oy
d
V= [llg(y)*dy
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10.1 Exemplos

Exemplo 48 Calcule o volume do sdlido obtido através da rotacio da curva y = x>

em torno do eizo Ox e em torno do eizo Oy, com —1 < x < 1.

Comecemos por fazer o esboco do grafico da funcao y = 22, com —1 <z < 1

Figura 10.2: Grafico da fungao y = f(x)

Ao efetuarmos uma rotagdo em torno do eixo Ox obtemos a superficie que se
pode observar na figura. Considerando o sélido obtido a partir dessa superficie, e
dado que a figura é simétrica, podemos apenas calcular o volume da parte positiva
do eixo Oz e multiplicar o integral por 2, isto é:

Figura 10.3: Superficie de revolugdo em torno do eixo Ox

1
V=2or fol(x2)2d:c =27 fol rdde = 27 [E_;L — 2T7r

Se a rotagao for em torno do eixo Oy obtemos a figura:
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Figura 10.4: Superficie de revolucao em torno do eixo Oy

Cujo volume do sélido obtido a partir da superficie de revolugao, é:

V= 7Tfol(\/ﬂ)Qdy = Wfol ydy = [%](1) =

NE]

Exemplo 49 Calcule o volume do sdlido obtido através da rotagdo da curva y =
x + cos(x) em torno do eizo Oz, com 0 < x < 4.

Comecemos por fazer o esbogo do grafico da fungao y = x+cos(z), com 0 < z < 4.

Figura 10.5: Grafico da fungao y = f(x)

Ao efetuarmos uma rotacao em torno do eixo Ox obtemos a superficie que se
pode observar na figura. Considerando o sélido obtido a partir dessa superficie, o
seu volume ¢ igual a:

V=r f04(x +cosz)?dr = f04(a:2 +2cosz + cos? z)dx.
Atendendo a que

Ly = [5]5 4 sen(20)l

4 2
Jo cos® xdx =[] . 2

=2+ 1sen(8),
obtemos
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3

4
V =m( [%]0 +2 [senz]é +2+ Lsen(8)) =m(% +2+ 2sen(4) + Lsen(8))

= (? + 2sen(4) + +sen(8))m.

Figura 10.6: Superficie de revolucao em torno do eixo Ox

Vejamos o caso em que temos duas fungoes:

Exemplo 50 Calcule o volume do sdlido obtido através da rotagao das curvas y =

V25 — a2 ey = 3 em torno do eizo Ox, com —4 < x < 4.

Comecemos por fazer o esboco do gréafico das fungoes.

Figura 10.7: Grafico da fungao y = f(x)

Ao efetuarmos uma rotagao em torno do eixo Oz obtemos as superficies que se
podem observar na figura.
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Figura 10.8: Superficie de revolugao em torno do eixo Oz do gréafico da fungao

y = f(x)

Considerando o sélido obtido a partir dessas superficies, o seu volume é igual a
diferenca dos dois volumes obtidos a partir da rotagao do grafico de cada uma das
fungoes. Assim

V= WfiL (V25 —x2)2dx —ij432d:]; = ﬂff4(25 — 2¥)dz — 97 [2],
. 4
= 167 [ac]‘i4 -2 [=*],

2567
3
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Capitulo 11

Area de um corpo de
revolucao

Consideremos a superficie de revolugao obtida através da rotacao da curva y = f(z),
em que f e uma funcao continuamente diferencidvel num intervalo [a, b]. O valor da
drea da superficie, no intervalo [a, b] pode ser calculada através do integral:

A=2r [V f(a)/T+ [f'()]Pda

11.1 Exemplos

Exemplo 51 Determine a drea da superficie obtida fazendo girar a curva y = 2\/ax
em torno do eizo Ox, quando x varia entre x = a e x = 3a, com a > 0.

Comecemos por fazer o esboco do grafico da funcao.

Figura 11.1: Gréfico da fungéo y = f(x), com b = 3a

Efetuando uma rotagao em torno do eixo Ox, obtemos:
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Figura 11.2: Superficie de revolugao em torno do eixo Oz do gréafico da funcao

y = f(x)

Aplicando a férmula que nos da a area de superficie, temos que calcular o integral:

A =2 [2 f(x)\/1+ [f'(2))da.

Vamos comegcar por calcular a e simplificar o radicando que se encontra na fungao

integranda. Dado que f(x) = 2\/az, entao f'(x) = 2\2/‘(% = =

Logo,

Substituindo no integral, temos:

A=2rm f;’a 2y/azxy\/Hedr = 4\/am f;a Va+ zdx
= 4 /am fja(a + z)2dz.

Aplicando a regra da poténcia, facilmente se conclui que

A= 8a’m(8 —2V2).

Exemplo 52 Calcule a drea do toro obtido através da rota¢do da circunferéncia
22 + (y — 3)%> =4 em torno do eizo Ox.

Comecemos por fazer o esboco do grafico da funcao.
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Figura 11.3: Grafico da funcao y = f(x)

Ao efetuarmos uma rotacao em torno do eixo Oz obtemos o toro que se pode
observar na figura.

Figura 11.4: Superficie de revolugao em torno do eixo Oz do gréafico da fungao

y = f(x)

Atendendo & equacao da circunferéncia, conclui-se que y = 3 & v/4 — z2. Como
tal vamos considerar duas fungdes, f(r) =3 +V4 — 22 e g(z) = 3 — V4 — 22.
O valor da area pretendido é dado pela soma dos integrais:

A=2x (%) @)1+ [f(2)Pde + 27 [, g(a)y/1 + ¢/ (2))de

Para calcular o primeiro integral, vamos em primeiro lugar simplificar o radicando
da funcao integranda. Assim:

’ 2 —2x 2 z? 4
L+ [F@F =1+ (5725) =1+ 75 = .
Substituindo no integral obtemos:
2m 2y @)1+ [@)Pdr = 2m [2, (34 VE=2?) \/imda
=927 fi (3 +4 — xz) \/ﬁjdx.
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Aplicando a propriedade distributiva e separando em dois integrais, obtemos:

27rf72 (3+\/77$2)

dx—Zﬂ'IQ\/ider%rf 2dx.

O segundo integral é imediato. Para calcular o primeiro integral vamos proceder
a mudanca de varidvel x = 2sent. Assim dx = 2costdt, e, mudando os limites de
integracao, quando z = —2 obtemos que { = —3, e quando z = 2 entao t = 7.

Voltando ao integal anterior,

2 [? ) \/7d33+27Tf 2dr = 127Tf m?costdt—i—élw [])%,
= 1277[ dt + 16w
= 1272 + 16m7.
Assim

27 ffz F@)\ /14 [f ()] de = 1272 — 167

De uma forma andloga podemos concluir que

o [2, g(x)\/1 + [¢'(2))*de = 1272 — 167.
Logo o valor da area pretendido é:

A= 1272 + 167 + 1272 — 167 = 2472,
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Capitulo 12

Exercicios propostos

Calcule os seguintes integrais definidos:

11 [y (V2z + ¢/x)de R

1.2. fol rosde R :arctg(3) — arctg(2)
1.3.f12 ﬁdm R: %lng

14 [ i eda R:2—1n(9)

L5, [y —A—de R: 1n(1t/5)

1.6. [ ' n(z+1)de  R:2—1In4

L7 7 Se"(;nx) dx R:1—cos(1)
1.8. fog x cos(z)dx R:% -1
1.9. [} bde R:In(d)
1.10. [, In*(2)dz R:6—2e
1.11.f0§ \/ﬁdx R:%
112, [2 Y2214y R:vV3-1T
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2. Calcule a area das regioes do plano limitadas pelas curvas:

21.y=a%y=8ex =0 R:A=12

22. 942 =2rey=2r—2 R:A=1%

23. y=—-a>+6zxey=2%—2z R: :6—34

24 y=a3, y=xey=2x R:A—%
2.5.y:x2,y:%,x:2ey:0 R: =%+1n2
26.y=Inz,y=In(z+2),y=md—-2)ey=0 R:A=6In3—-4In2-2
27. 22+’ =4, y=2rxex=0 R:A:4arcsen(‘5@)
2.8.z—z+z—§:1,coma>b>0 R:A=mab

2.9. x§+y% = a3 R:Azgwa2
210.y=%(ei +e a),z=0,y=0ex=a R:A:S—Z(lel)

3.1. y = In(cosz), com § <z <

wly

32.y=t2> —ilnz,coml<z<e R:L= ¢+l

4 1
3.3.x%+y%:a% R:L =6a

= .7 _ 335
3.4.ay2—x3,com0§x§5a R.L—?a
3.5.y:1nx,com\/§§x§2\/§ R:L:1+%ln%
3.6.y=1—1In(cosz),com 0 <z <% R:L=In(tg3)
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4. Calcule o volume do sélido de revolucao obtido através da rotagao:

4.1. do segmento de reta que une a origem ao ponto (a,b), em torno do eixo Oy.

L1_2
R : g'ﬂ'a b
4.2. da circunferéncia 22 + (y — b)? = a?, em torno do eixo Oz, com b > a.
R :2712%a%b
4.3. da elipse de equacao i—z + %)’—27 em torno do eixo Oz, com a,b > 0.
R: %Wab2
4.4. do arco de pardbola y? = 42 com z < 4, em torno do eixo Oz.
R : 327
4.5. do hipocicléide x5+ y% = a% em torno do eixo Ox.
R . 322°
© 105
5. Calcule a area da superficie de revolugao obtida através da rotacao:
5.1. do segmento da reta y = 2z, com 0 < x < 2, em torno do eixo Oy.
R: 475
5.2. da circunferéncia 2% + (y — b)? = a?, em torno do eixo Oz, com b > a.
R :4m2ab
5.3. do arco de sinoséide de equagao y = sen(x), com 0 < z < 27, em torno do
eixo Oz.
R:4n(vV2+In(v2 +1))
5.4. do arco de pardbola y? = 4az com 0 < x < 3a, em torno do eixo Oz.
R : 287q?

3
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