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Um burro e uma mula caminham juntos, car-
regando, cada um, sacos muito pesados. O burro
comeca a lamentar-se do seu pesado fardo. A
mula interrompe-o irritada, dizendo: “De que te
queixas? Os sacos sdo todos iguais. Se eu te der
um dos meus sacos, a tua carga passa a ser igual
a minha. Mas se me deres um dos teus sacos, a
minha carga passa a ser o dobro da tua.” (figura
A). Quantos sacos tem cada animal?

Para descobrirmos a solugao deste problema,
podemos fazer varias tentativas ou, em alterna-
tiva, recorrer a um sistema de duas equagdes e
duas varidveis X e y, representando X o nimero
de sacos do burro e y o nimero de sacos da mula
(figura B). A resposta correta atribui 5 sacos ao
burro e 7 sacos a mula. De facto, se a mula der
um saco ao burro, os dois ficam com a mesma
quantidade de sacos (6 sacos). Mas se o burro
der um saco a mula, ele fica com 4 sacos € a
mula com 8 sacos, em que 8 ¢ o dobro de 4 (ou
seja, 8 € igual a duas copias de 4).

A primeira referéncia a esta familia de pro-
blemas ¢ atribuida a Euclides, que viveu entre
meados do século IV a.C. e meados do século
[T a.C. A sua obra “Elementos”constitui um dos
maiores legados da Grécia Antiga. So para o lei-
tor ter uma ideia, esta foi a obra mais amplamen-
te divulgada de todos os tempos, logo a seguir a
Biblia. No volume VIII da versdo publicada em
1916 por J. L. Heiberg e H. Menge, intitulada
“Euclidis Opera Omnia”, o problema surge nas
paginas 286 e 287, em grego e latim. Em vez de
sacos, 0s animais transportam recipientes com
vinho, mas a relagdo entre as quantidades de vi-
nho ¢ a mesma: “Se eu te der uma medida de
vinho, a tua carga passa a ser igual a minha.Mas
se me deres uma medida de vinho, a minha carga
passa a ser o dobro da tua.”

A generalizagdo deste problema para dois
individuos foi estudada por David Singmaster
(1938-2023), matematico de renome conheci-
do pela sua paixdo pela Matematica Recreati-
va. Nesta generalizagdo, uma personagem diz a
outra: “Se eu te der A daquilo que tenho, a tua
carga passa a ser B vezes a minha.Mas se me
deres C daquilo que tens, a minha carga passa
a ser D vezes a tua.” Normalmente, os qua-
tro parametros sdo listados da seguinte forma:
(A,B;C,D).Por exemplo, para o problema apre-
sentada no primeiro pardgrafo deste texto, os
quatro parametros sao (1,1;1,2): “Se eu te der 1
daquilo que tenho, a tua carga passa a ser 1 vezes
a minha (ou seja, a tua carga € igual a minha).
Mas se me deres 1 daquilo que tens, a minha car-
ga passa a ser 2 vezes a tua.”

Surgiram outras variantes deste problema ao
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longo da Historia. Por exemplo, o matematico
grego Diofanto de Alexandria, que nasceu entre
201 e 214 e morreu entre 284 € 298 tera também
explorado esta familia de problemas. No livro |
da sua obra “Aritmética”, o problema 15 locali-
zado nas paginas 134 e 135 versa os parametros
(30,2;50,3): “Se eu te der 30, a tua parte passa a
ser 2 vezes a minha. Mas se me deres 50, a mi-
nha parte passa a ser 3 vezes a tua.” As equagoes
x+30=2(y-30) e 3(x-50)=y+50 caracterizam as
duas relagdes apresentadas. Ao resolver o siste-
ma correspondente, obtém-se os valores 98 ¢ 94
que constituem a solugdo do problema.

Passamos a andlise de um exemplo pro-
veniente do manuscrito escrito em latim ‘“Pro-
positiones ad Acuendos Juvenes” (“Problemas
para agucar a mente dos jovens”). A copia mais
antiga deste manuscrito data do final do século
IX. A sua autoria ¢ atribuida a Alcuino de lorque
(cerca de 735-804), um clérigo, poeta e profes-
sor de inglés de Torque, Nortimbria, um dos rei-
nos que deu origem a atual Inglaterra. Uma das
traducdes desse texto foi publicada em 1992, no
jornal “The Mathematical Gazette”, por John Ha-
dley e David Singmaster. No artigo publicado na
edi¢do do Correio dos Agores de 7 de abril de
2022, analisamos os problemas 17, 18 e 19 do
manuscrito, que pertencem a familia de quebra-
-cabecas designada por “problemas de travessia
de rio”. Ja o problema 16 pertence a familia dos
“problemas do burro e da mula” e traduz-se no
seguinte desafio. Dois homens estdo a transportar
bois ao longo de uma estrada. Um diz ao outro:
“Déa-me dois bois e ficarei com 0 mesmo nimero
de bois que tens.” O outro responde prontamen-
te: “Da-me tu dois bois, pois assim ficarei com o
dobro dos bois que tens.” Quantos bois tem cada
um? Este problema com os parametros (2,1;2,2)
traduz-se nas equagdes x+2=y-2 e 2(x-2)=y+2,
que conduzem aos valores 10 e 14.

Até agora apresentamos exemplos em que os
dois valores da solug¢do sdo numeros inteiros. Em
seguida, analisamos uma situagdo em que os va-
lores obtidos ndo sdo inteiros.

Leonardo de Pisa (cerca de 1170-1250),

mais conhecido por Fibonacci, foi um impor-
tante matematico da Idade Média. A sua obra
mais marcante intitula-se “Liber Abaci” (“Livro
de Célculo”) e contém uma parte dedicada a re-
solu¢do de problemas. Em particular, Fibonac-
ci apresenta um problema envolvendo coelhos
que ficou célebre por introduzir a sucessao co-
nhecida por sucessdo de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, ... ), em que cada termo se obtém da
soma dos dois anteriores (por exemplo, 3+5=8,
5+8=13 e 8+13=21). Os numeros desta suces-
sdo surgem recorrentemente na Natureza, facto
que tem entusiasmado matematicos, bidlogos,
fisicos e curiosos em geral. Na segunda parte do
livro “Das cal¢adas aos ananases: investigar o
mundo com um olhar matematico”, da editora
Letras Lavadas, disponivel para venda em letras-
lavadas.pt, apresentam-se numerosos exemplos
da ocorréncia dos numeros de Fibonacci na Na-
tureza.

No contexto deste texto, interessa-nos ana-
lisar outros problemas propostos por Fibonac-
ci, que pertencem a familia dos “problemas do
burro e da mula”. Na edi¢do de 2002 publicada
por L. E. Sigler e intitulada “Fibonacci’s Liber
Abaci”, explora-se em grande detalhe um leque
variado de problemas desta familia. Vamos con-
siderar um desses problemas, apresentado nas
paginas 290 e 291, em que Fibonacci recorre aos
parametros (7,5;5,7). Dois homens tém alguns
denarios (o sistema monetario romano incluia o
denario, uma pequena moeda de prata que era
a de maior circulagdo no Império Romano).Um
diz ao outro: “Se me deres 7 dos teus denarios,
ficarei com 5 vezes mais dinheiro que tu.” O ou-
tro responde: “E se me deres 5 dos teus denarios,
ficarei com 7 vezes mais dinheiro que tu.” As
equacdes x+7=5(y-7) e 7(x-5)=y+5 conduzem
a dois numeros que ndo sdo inteiros: 121/17 (o
que corresponde a 7 unidades mais 2/17 de ou-
tra unidade) e 167/17 (9 unidades mais 14/17 de
outra unidade).

Isto significa que o primeiro homem tem 7
dendrios e 2/17 de outro denario e o segundo ho-
mem tem 9 denarios e 14/17 de outro denario.

Repare-se que os valores da solugdo sdo expres-
sos em fragdes da unidade monetaria, dividindo
essa unidade em dezassete partes, o que ¢ pou-
co comum no dia a dia. Na verdade, ndo se co-
nhece um sistema monetario aplicado ao longo
da Historia que divida a sua unidade basica em
dezassete unidades menores. Por exemplo, na
Zona Euro, considera-se o céntimo como uma
subunidade do euro, que corresponde a sua cen-
tésima parte (1/100): divide-se o euro em 100
partes e cada uma delas € um céntimo. No siste-
ma monetario britnico, antes da adog¢do do sis-
tema decimal em 1971 que é analogo ao da Zona
Euro, uma libra valia vinte xelins (ou seja, cada
xelim era 1/20 de uma libra). Por sua vez, cada
xelim valia doze pence (isto é, cada um deles era
1/12 de um xelim).

O investigador croata Tomislav Doslic pu-
blicou em 2003 um texto onde analisa o proble-
ma de Fibonacci com os parametros (7,5;5,7) e
propde um sistema monetario em que a solucéo
possa ser aplicada em termos praticos: o sistema
monetario do universo magico de Harry Potter!
As moedas de ouro sdo os galedes; as de prata,
os ledes; e as de bronze, os janotas. Em “Harry
Potter e a Pedra Filosofal”, o gigante Hagrid ex-
plica a Harry como funciona o dinheiro dos fei-
ticeiros: um galedo vale 17 ledes (ou seja, cada
ledo ¢ 1/17 de um galedo) e um ledo vale 29 ja-
notas (cada janota ¢ 1/29 de um ledo).

Assim, no universo de Harry Potter, o pro-
blema de Fibonacci pode assumir a seguinte for-
mulagdo. Um feiticeiro diz ao outro: “Da-me 7
galedes e serei 5 vezes mais rico que tu!” E o
outro responde: “O melhor ¢ dares-me 5 gale-
des para que eu fique 7 vezes mais rico que tu!”
Quanto dinheiro tem cada feiticeiro?

A resposta ja ndo nos parece tdo estranha: o
primeiro feiticeiro tem 7 galedes e 2 ledes (que
sd0 2/17 de um galedo) e o outro tem 9 galedes e
14 ledes (que sdo 14/17 de um galedo).

Sem duvida que esta familia de problemas
tem atraido numerosos entusiastas ao longo da
Histdria. Desafia-se o leitor a explorar e criar
mais variantes!



