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RESUMO

Apresenta-se a propagacio duma onda electromagnética
plana através dum meio claro e turbulento. Deduz-se a funcéo
de coeréncia de segunda ordem em termos dum espectro
generalizado de turbuléncia. Mostra-se que os espectros duma
forma relativamente plana afectam a coeréncia da onda de
uma maneira diferente do que os espectros que decrescem
rapidamente. Obtém-se comprimentos caracteristicos para am-
bas as formas dos espectros.

ABSTRACT

The propagation of a plane, electromagnetic wave through
clear, turbulent media is discussed. The second-order coherence
function of the wave field is deduced in terms of a generalized
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spectrum of turbulence. It is shown that relatively flat specira
effect wave coherence differently than do steeply decreasing
spectra. Characteristic wave coherence lenghts are obtained
for both types of turbulence.

1. INTROCDUCAO

Se a radiaclo electromagnética se propagar através dum
meio no gual existem mudancas pequenas e irregulares no
valor do indice de refraccdo, a radiacdo serd espalhada.
A radiacdo espalhada contém informacic do meio espalhador.
Um- conhecimento das relacles entre o caracter do meio e a
coeréncia da radiacdo espalhada permite o uso da radiacdo
espalhada como uma sonda do meio. As mudancas irregulares
no meio seriam referidas como turbuléncia. Na seccio 2 apre-
sentam-se alguns elementos essenciais da teoria da propa-
gacdo de ondas eelctromagnéticas através dum meio turbulento
e claro. A descricio do meio como claro implica a auséncia
de absorcdo e a auséncia de particulas espalhadoras. Mostra-se
na seccdo 3 a maneira de incorporar os efeitos dum espectro
generalizado de turbuléncia na férmula da funcio de coeréncia
de segunda ordem do campo de ondas. Apresentam-se formas
aproximadas e Uteis desta funclo de coeréncia e também
comprimentos caracteristicos da coeréncia.

2. A PROPAGACAO DUMA ONDA ELECTROMAGNETICA
ATRAVES DUM MEIO TURBULENTO E CLARO

Se a radiacdo electromagnética se propagar através dum
meio claro e turbulento no qual as variacdes do indice de
refraccdo se ddo a uma escala muito maior do que o compri-
mento das ondas electromagnéticas, entdo pode-se descrever

226



RADIACAO ELECTROMAGNETICA ATRAVES DE UM MEIC TURBULENTO

a propagacdo por uma equacio escalar. Especificamente cada
componente rectangular, ¢ (%, y, z; t) dos vectores do campo
electromagnético satisfaz a equacao

n2 62
VY — eop VT 0 ey

Aqui n € o indice de refraccio e ¢ é a velocidade de luz.

Em aplicacfes tais como a propagacdo oOptica através
do ar turbulento e claro, o indice de refraccio desvia-se muito
pouco do seu valor médio. Deixe-se n, representar o valor
médio do indice de refraccio e 8n a diferenca pequena entre
o valor actual e esse valor médio. Entfo,

n =n, 4 on, onde dn«l.
A substituicdo: n? =n? (1 + 2 &n/n ), na equacdo 1 da

n2,

vi — 2¢ (L4 28n/n,) Y _y @
C

2

Uma onda que se propaga na direccfio crescente do eixo
do x pode ser representada pela funcdo de onda

v (%, z; =ulx, v, z) exp[itkx—mwt)]. 3
Aqui, u (%, y, z) é uma amplitude complexa e o numero de
onda, k, estd relacionado com a frequéncia, o, através de:
k=n_ o/c. Se se considerar existir a turbuléncia no meio para
x > 0, uma onda incidente plana, por exemplo, seria repre-
sentada por

u (0, y, z) = constante = u, .

Entdo, a amplitude u seria complexa para x > 0, uma vez
que o meio turbulento espalha a poténcia da onda incidente
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e as ondas espalhadas estdo em gquadratura com a onda
incidente.

A funcdo de onda (3) pode ser substituida na equacio 2
e o resultado é a seguinte equacido independente do tempo:

vi 4+ 2ik ou/ox + 2 (n/n) kPu=20. C))

Em muitas aplicacbes o comprimento de onda da radiacio
é muito mais pequenc do gue mesmo as irregularidades mais
pequenas da turbuléncia, de tal modo que o espalhamento
ocorre principalmente dentro de um Aangulo solido estreito
cujo centro estd alinhado com a direccdo de propagacio. Nestes
casis a refleccio da onda, que é representada pelo termo
52 u/» x? na equacéo 4, é negligivel (KLYATSKIN e TATARSKII,
1970). Se esse termo for desprezado obtém-se a chamada
equacao parabdlica

Vlzu—{—Zikau/ax +2eku=0, (5)
onde

V, = (0/dy, 9/0z) e e = dn/n, .

O interesse de (5) vem de que, em principio, as proprie-
dades estatisticas de u podem ser derivadas da equagido uma
vez que as propriedades estatisticas de e sejam especificadas.
As propriedades estatisticas de u podem ser definidas em
termos das suas funcbes de coeréncia. Deixe-se p; = (y,, z,)
ser um vector espacial e transverso, e deixe-se o simbolo ( )
representar a média de ensemble. A forma geral duma funcio
de coeréncia a uma distancia x é dada por

Fm,n (X7917_927"'7€m ’91/,,..,911')—_— <L1(X7 81)

Su(Xem ) U (X ) oo uF(Xpen ) > (6)
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Uma equacdo integro-diferencial pode ser obtida para T'_,
pelo uso da equac@o paraboélica (5). Essa, entdo pode ser
simplificada numa equacédo diferencial por causa da forma
especial dos integrais de e. Essa simplificacio, porém, precisa
uma aproximacdo do tipo Markov.

A funcio aleatéria ¢ (x, y, z) seria correlacionada para
uma certa escala 1, na direccdo da propagacdo de onda.
Se a escala longitudinal de coeréncia de u (x,y, z) for muito
maior do que |,, entdo u, como uma func¢do de x, pode ser
considerado com um processo Markov. Essa aproximacio é
valida em muitas aplicacdes praticas e aplicar-se-ia aqui tam-
bém. As correccdes surgidas dessa aproximacdo foram discuti-
das por TATARSKII (1971).

A aproximacdo é equivalente a representar a correlagio
longitudinal efectiva de &« por uma funcdo delta, assim :

<e(Hp)e(x+%,0)>228 (¥) A (% p15 p2), )
onde,
A (x, 81792):u’_m<5(x7 El)a(x+x7l 92) > dx’. ®

Assume-se também que & é uma funcio aleatéria e estatisti-
camente homogénea tal que:

A (X, p1, p9) = A (p), onde, o= p; — po
Outros autores tém apresentado derivacdes das equaches
diferenciais para T, , utilizando a aproximacdo Markov
(KLYASTKIN, 1969 ; LEE e JOKIPII, 1975). No caso do tra-
balho presente interessa apenas a funcdo de segunda ordem,
pela qual n = m = 1. Essa funcio é

Uy (%, p1 5 po) = << u (X, pr) U™ (X, o) >.
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Obedece & equagdo diferencial

21k 0 Dy/ox +(v2—v%) To+ 2 1k5 [A(O)—A[)] Ty=0, (@

onde, vy, = (8/%y;, 8/3z) .
No caso duma onda plana que incide no meio, isto é,
I’y (O, py, po) = constante = | u, ?, desaparece na equacio 9 o

segundo termo e obtém-se facilmente uma solucdo, que é:

T, (%) =|u, |2 exp {—k*x [A()—A(p)]} . (10)

3. A COERENCIA DE ONDA COMO UMA FUNCAO
DO ESPECTRO DE TURBULENCIA

Necessita-se especificar as correlacbes de ¢ se se quiser
desenvolver (10). Pode-se exprimir essas correlacfes em ter-
mos do espectro de trés dimensdes espaciais, ¢, (p, ), que se
define por

¢, (P, q)=,£fz<€(x,91)€(X+X’791 +0)>

exp { -1 (px' + q . ¢)f dx’ d% an

Segue-se de (8) que ¢_(p, q) esta relacionado com A (p) por
5 Q=G [[o,0, Qepligeta  a»
Portanto obtém-se I'y(x, p) uma vez que se especificou ¢_ (p, q)-

230



RADIACAO ELECTROMAGNETICA ATRAVES DE UM MEIO TURBULENTO

Seria conveniente, em primeiro lugar, obter o expoente em (10).
Portanto defina-se

E (z, 0 ) =Kx [AQ)—-A(e)] . 13)

Entdo a férmula de T, (x,p) segue directamente uma vez
que se especificou a férmula de E (x, p).

Uma foérmula geral dum espectro dum meio turbulento
pode ser expresso Como :

o, (K)=Cl( +K*1)exp(—K*I}). (1

Esse espectro tem quatro parametros, sendo v, 1 e 1 para-
metros que descrevem a forma do espectro e C2 que define
a grandeza das flutuacdes no indice de refracgdo. O espectro
tem uma dependéncia decrescente, seguindo o indice de espec-
tro v. O caso v=11/3 corresponde ao espectro utilizado para
descrever as variacdes no indice de refraccdo do ar turbulento
para frequéncias opticas (veja-se, por exemplo, TATARSKII,
i971). HILL e CLIFFORD (1981) utilizaram um espectro modi-
ficado que se pode descrever apropriadamente por uma com-
bina¢do de componentes da forma dada pela equacido 14
Um valor do indice de espectro entre 3 e 4 talvez se aplique
ao plasma inter-estrelar as freguéncias de radio (WOLSZCZAN
e outros, 1981, ARMSTRONG e outros, 1961).

O espectro & plano para K« e decresce abruptamente para
K»>171 As escalas 1, e 1, tém o significado duma escala
exterior e uma escala interior, respectivamente, do meio tur-
bulento, sendo uma hierarquia continua das escalas inter-
médias. O caso v=90 corresponde a uma forma Gaussiana, isto
¢ uma forma na qual existe uma s6 escala de predominincia,
1,, no meio.
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Determine-se a constante, C; por integracio, utilizando
a definicdo (11). O resultado depende do valor de v. Por-
tanto, no caso de » <3 obtém-se

C2| =[4=¥/T(B—w)/D] 12 1,3 {2) . (154)

V<3

Se v»3, por outro lado, convém assumir a condicdo 1«1,
0 que acontece normalmente nas aplicagfes praticas. Por-
tanto, nesse caso, obtém-se

C2| = [872T(/2)/T((»—3)/2)113(e?) .  (15B)

v>3

Precisa-se executar a transformacdo de (12) em duas
dimensOes e substitui-la na equacdo 13 para obter a funcio
E (%, p)- Se fosse para observar coeréncia para separagdes

muito pequenas em comparacdo com as irregularidades maio-
res, isto € p«l,, seria possivel fazer Kl »1 na equacédo 14.
A funcdo E (%, p) € entdo dada pelo integral

E (5, 0) — [47] 7 10 x C2 [T dK K (Klo) =

exp (—K2 12) [1-J, (Kp)I. (16)
A funcBo de Bessel em (16) pode-se expandir numa série.
Seja t = K2 p? e obtém-se

E(x,0)=[4n] ' 277K x C ¢l "

o

ST T T W) T exp [Ufe) ] dt. AT

S==1
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Os integrais em (17) si@o formas da definicido de Euler da
funcdo gama, desde que v {4, portanto,

E(x,0) = 4n] 7' P x G217 7P
(=) S () T2 T(s+ 1 -2/2) (o¥4l}). (18)
S=1

A expansdo a direita dessa equacdo é imediatamente identi-
ficada como uma func@o hipergeométrica confluente. Portanto
a féormula para E (x, o) €

E (x, p)=[I"(1—»/2)4m] K x Cll,7 Lt
P r-M(1-/v2, 1,-0%41%) } . 19

Mostra-se por examinacdo da equacdo 18 que E (x, p_)
tera uma forma quadréatica se a separacfo, p, for muito menor
do que a escala interior da turbuléncia, p«2l,. Nesse caso
a funcdo de coeréncia, T, (X, p), aproxima-se por

Ty (%, p) ~ |u,Pexp[—(p/2p%] , (204)

onde a escala caracteristica, p, é dada por
ps = [4=/TQC—v/2)]V? k1 x12C, ~1] v2], 22 (20B)

No caso duma separacdo que seja muito maior do que
a escala interior, p»2l,, a forma assimptotica da funcio
hipergeométrica confluente, M (a, b, z), para valores grandes
de z resulta em

E (x, p) = [T(1-2/2)/an] ¥ x C2 1,2 1,"2

o — D)t (e 1) %2 (21)
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Portanto, se o indice v tiver um valor menor do que 2, o
segundo termo entre chavetas ser4d muito menor do que 1.
Por outro lado se 2 { v {4 o segundo termo serd muito maior
do que 1, mas os restantes termos na expansfo serdo pequenos.

Entdo, se v (2,
E (%, o) ~ [[(1-2/2)/4x] kK x C21,7° ;%7
Vo100 (o2 1)
Por outro lado, se 2 { v { 4,

E (x, ¢) ~ [T (t/2)4m T (2]
K% x C2 1y %(or2)>? .

(22A)

(22B)

As relacles acima escritas implicam as seguintes formas para

a fungéo de coeréncia: quando v ¢ 2 e 2L, «p<« 1,

Ty (5, p) ~ || exp { — T (2/2) (/1) >

exp { (200/0)>"} ;

quando 2<v<4 e 21, «p«l,,

Ty (%, 0) ~ |0o|” exp { — (pr2 o) ™} .
Nessas relacdes a escala caracteristica é

1/(0-2)

oL = [ | T(1—2/2) | 1 4= T (v12) ]

(kl < Ci) — 1/(v-2) 1001(0—2) )

(23A)

(23B)

(23C)

Note-se que p, € uma funcfo da quantidade k*xC2. Esta
quantidade determina a amplitude da funcio E (x, 9), desde

que 1, e 1, tenham valores fixos. Portanto determina a gran-
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deza das flutuacOes da fase na funcio de onda. Se o indice
de espectro, v, for menor do que dois, entdo p, diminuira
a medida gue as perturbacdes da fase aumentam.

Note-se também, da equacdo 20, que p, &€ uma fungéo
decrescente da quantidade k®xC, Portanto o valor de p, dimi-
nuiria com perturbactes da fase aumentadas, mas este com-
portamento n&o seria dependente do valor do indice de espectro.

4. CONCLUSOES

Apresentaram-se formas analiticas da funcio de coeréncia
de segunda ordem, T,(X, o), em termos dos pardmetros dum
espectro generalizado de turbuléncia. Como consequéncia mos-
trou-se que, em geral, existem duas escalas caracteristicas
para a funcfo de coeréncia, T,(x, 9). Essas escalas, p, e pp,
referem as correlagbes para pontos cujas separacdes s3o, res-
pectivamente, menores ou maiores do que a escala interior
de turbuléncia 1.

Mostrou-se também dois grupos de espectros. O primeiro
constitui os espectros relativamente planos para os quais v { 2.
Para esses espectros a funcio de coeréneia caracteriza-se
principalmente por correlactes com a escala p, mas corre-
lacdes fracas desenvolvem-se com uma escala mais comprida,
pr» através do desenvolvimento das perturbacbes fortes da fase.

O segundo grupo, para o qual 2{v (4, constitui dos
espectros rapidamente decrescentes. Para esse grupo a escala
de coeréncia é p;, enquanto as perturbacfes da fase forem
fracas, mas a escala diminui para a escala p, quando as
perturbacdes da fase forem fortes.
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