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Matematica 7 Perspetivas

Quadrivium

Helena de Fatima Sousa Melo
Universidade dos Acores

Na matematica da Antiga Grécia, tempo de Tales de Mileto, Pitago-
ras de Samos, Platdo, entre outros, foi atribuido ao matematico pitagorico
Arquitas de Tarento (428 a.C. — 347 a.C.), devido ao seu interesse variado,
a divisio da matemdtica em quatro ramos: Aritmética — ou numeros em re-
pouso, relacionada ao estudo dos nimeros, Musica — ou nimeros em movi-
mento, considerada uma aplicagdo da aritmética e ao estudo dos principios
musicais, Geometria — ou grandezas em repouso, relacionada com a teoria
do espago, grandezas estdticas e a Astronomia — ou grandezas em movimen-
to, como também uma aplicagdo da Geometria.

A Aritmética, a Mdsica, a Geometria e a Astronomia compdem o co-
nhecido Quadrivium das artes liberais, que corresponde, a grosso modo, as
ciéncias exatas que por alguns é definida com qualguer area da ciéncia que
& capaz de se expressar quantitativamente. O Quadrivium, que etimologi-
camente significa o cruzamento de quatro caminhos, esta voltado para o
estudo da matéria.

Considerando esta divisio da Matematica foram selecionados alguns
artigos, aqui adaptados, cujos textos originais foram todos publicados no
Jornal Correio dos Acores, entre os anos de 2013 e de 2016, em espaco
proprio. Esta louvavel iniciativa do Correio dos Agores pode proporcionar,
e ainda proporciona, a divulgagdo da Matematica, por si s6, bem como na
sua interdisciplinaridade. Assim, surgem alguns texto que se desenrolam nas
quatro areas mencionadas.

Na Aritmética referenciamos os textos: “Simetrias Numéricas — capi-
cuas e relages numéricas” e “Era uma vez... uns niimeros”.

Na Musica destacamos os textos “Verdo, Férias, MUsica e ... Matemati-
ca” e “O Koto e a sua partitura numérica”.

Na Geometria temos os textos: “Problemas Classicos da Grécia Antiga”,
“Simetrias e Isometrias- qual a diferenga” e “Os 13 sdlidos Arquimedianos”.

Na Astronomia apresentamos o texto “Quadrados mégicos — quadra-
dos planetarios”.



Quadrivium
Helena de Fatima Sousa Melo
Departamento de Matematica

Universidade dos Agores

Na matemadtica da Antiga Grécia, tempo de Tales de Mileto,
Pitagoras de Samos, Platdo, entre outros, foi atribuido ao matematico
pitagdrico Arquitas de Tarento (428 a.C. — 347 a.C.), devido ao seu
interesse variado, a divisdo da matemdtica em quatro ramos: Aritmética —
ou numeros em repouso, relacionada ao estudo dos nimeros, Musica — ou
numeros em movimento, considerada uma aplicagdo da aritmética e ao
estudo dos principios musicais, Geometria — ou grandezas em repouso,
relacionada com a teoria do espaco, grandezas estaticas e a Astronomia —
ou grandezas em movimento, como também uma aplicacdo da Geometria.

A Aritmética, a Mdusica, a Geometria e a Astronomia compdem o
conhecido Quadrivium das artes liberais, que corresponde, a grosso modo,
as ciéncias exatas que por alguns é definida com qualquer drea da ciéncia
que é capaz de se expressar quantitativamente. O Quadrivium, que
etimologicamente significa o cruzamento de quatro caminhos, esta voltado
para o estudo da matéria.

Considerando esta divisdo da Matematica foram selecioandos
alguns artigos, aqui adaptados, cujos textos originais foram todos
publicados no Jornal Correio dos Agores, entre os anos de 2013 e de 2016,
em espago proprio. Esta louvavel iniciativa do Correio dos Agores pode
proporcionar, e ainda propociona, a divulgacdo da Matemdtica, por si so,
bem como na sua interdisciplinaridade. Assim, surgem alguns texto que se
desenrolam nas quatro areas mencionadas.

Na Aritmética referenciamos os textos: “Simetrias Numéricas —
capicuas e relagdes numéricas” e “Era uma vez... uns nimeros”.

Na Mdusica destacamos os textos “Verdo, Férias, Musica e
Matematica” e “O Koto e a sua partitura numérica”.

Na Geometria temos os textos: “Problemas Classicos da Grécia
Antiga”, “Simetrias e Isometrias- qual a diferenca” e “Os 13 sélidos
Arquimedianos”.

Na Astronomia apresentamos o texto “Quadrados magicos —
quadrados planetarios”.



Simetrias Numeéricas — capicuas e relagoes

numéricas

O mundo a nossa volta estd repleto de simetrias. Na arte, na
musica, na escrita, em vdrios momentos deparamo-nos com simetrias.
Achamo-las curiosas, divertimo-nos na sua busca, entramos hum mundo
magico e cheio de surpresas. Na matematica ha, de modo geral, dois tipos
de simetrias, as simetrias geométricas e as simetrias numéricas. Hoje
vamos ver as simetrias numeéricas.

“Brincar” com os numeros, para alguns, é algo de terapéutico.
Poder expressar uma determinada quantidade de varias formas e maneiras
tem, de certo modo, sua graga. Imaginemos se ao pedirmos uma
determinada quantidade, por exemplo, de laranjas, ao invés de menciona-
la diretamente — 28 laranjas — referissemos esta quantidade como “o
produto do quadrado de dois por sete”. Até teria a sua piada!
Principalmente para os amantes do calculo aritmético.

Mas, tratemos de casos menos complexos e mais harmonioso aos
nossos olhos e mente, as simetrias numéricas que encontramos em
capicuas. O termo capicua, ou numero palindromo, tem origem na
expressdo catald “cap i cua” que significa “cabeca e cauda”. Capicuas sdo
numerais que lidos nos dois sentidos representam o mesmo valor, por
exemplo, 13431. A palavra “palindromo” é de origem grega, sendo
constituida pelos termos "palin", que significa “novo”, e "dromo", que
significa “percurso ou circuito”. Assim, palindromos sado palavras ou frases
que podem ser lidas da esquerda para a direita ou da direita para a
esquerda. Como exemplo temos “Sairam o tio e oito Marias”. Os
palindromos também podem ser chamados de anaciclicos, ou seja, que
voltam em sentido inverso, que refazem inversamente o ciclo. No nosso
caso vamos tratar dos numéricos, os nimeros capicuas.

Comecemos pelos nimeros capicuas mais simples, ou seja, os que
sdo constituidos por n algarismos iguais, 5, 44, 333, e todos os que
imaginarmos. Também formamos capicuas quando escrevemos um
numeral com quaisquer algarismos e depois continuamos a escrevé-lo
repetindo os algarismos ja escritos pela ordem inversa, 2.736.446.372.
Podemos encontrar capicuas na escrita das horas, 14:41, ou das datas,
21/02/2012, e se pensarmos num nuUmero capicua mais ampliado,
podemos referir também as horas, minutos e segundos nessa data, ou
seja, 21:02:20,11/02/2012. Uma das proximas datas capicua ocorrerd em
12/02/2021.



Capicuas mais interessantes sdo obtidas através de relagGes
numéricas. No triangulo de Pascal (vide imagem), obtemos capicuas
formados pelos algarismos das suas linhas sucessivas, ou seja, na primeira
linha temos 1, na segunda, 11, depois, 121, seguidamente, 1331 e 14641. A
partir da sexta linha ndo temos capicuas expressos, mas sim uma perfeita
simetria de niUmeros que podem ser lidos da direita para a esquerda ou da
esquerda para a direita. Assim, na sexta linha temos 1-5-10-10-5-1, na
sétima linha, 1-6-15-20-15-6-1, na oitava, 1-7-21-35-21-7-1, etc..
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Tridngulo de Pascal

Ha outros triangulos igualmente curiosos e que produzem capicuas.
O triangulo que determina numeros triangulares produz capicuas na soma
de determinadas diagonais. Informamos que um numero triangular é um
numero natural que pode ser representado na forma de triangulo
equilatero.
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Numeros Triangulares

Uma das técnicas para obter capicuas é considerar um determinado
numero, inverter a ordem dos seus algarismos, adiciona-lo ao nimero
inicial, obtendo um novo nimero, e repetir sempre esse processo até ter
um namero capicua. Por exemplo, 1524+4251 = 5775 (capicua), 568+865 =
1433 (ndo é capicua), entdo fazemos 1433+3341 = 4774 (capicua). H4 casos
em que iniciamos este procedimento com numeros que sé apds muitas
operagdes gera um numero capicua. Por exemplo, o nimero 276, apds a



repeticdo do processo quinze vezes, dd origem ao um numero capicua
8.836.886.388.

Podemos obter alguns nimeros capicuas através de mais do que
uma operacgdo aritmética, e executando-as por mais de uma vez. Por
exemplo, 37 x 3 + 50 =161, 3 x 7 x 11 x 13 x 37 = 111111. Este ultimo
resultado também pode ser obtido fazendo 12345 x 9 + 6. Observamos que
esta associagdo entre um nuimero composto por uma sequéncia ordenada
de algarismos multiplicado por nove e adicionado o algarismo seguinte da
sequéncia resulta num numero capicua curioso. Iniciemos essa obtencgdo
de numero capicuacom0x9+1=1,depois1x9+2=11,12x9+3 =111,
123 x 9 + 4 = 1111, 1234 x 9 + 5 = 11111, 123456 x 9 + 7 = 1111111,
1234567 x 9 + 8 = 11111111 e 12345678 x 9 + 9 = 111111111. Se
observarmos estd piramide de numeros e operagdes, repararmos que a
guantidade de “1” que aparece no resultado estd associada ao numero
que é adicionado ao produto. Os préprios quadrados desses resultados
originam capicuas, ou seja, 1 x 1 =1, 11 x 11 = 121, 111 x 111 = 12321,
1111 x 1111 = 1234321, 11111 x 11111 = 123454321, 111111 x 111111 =
12345654321, 1111111 x 1111111 = 1234567654321, 11111111 x
11111111 = 123456787654321 e o produto 111111111 x 111111111 é
igual a 12345678987654321, e curiosamente o algarismo do centro desses
numeros resultantes correspondem a quantidade de “1” que aparece no
numero que foi elevado ao quadrado.

No conjunto dos numeros primos também podemos observar a
existéncia de capicuas. Acredita-se que, do mesmo modo que existe
infinitos numeros primos, exista infinitos primos capicua. Também ha
pares, ternos, quartetos, quintetos, e talvez outras formagdes, de primos
capicua, que sdo conjuntos de numeros primos apenas diferentes no seu
algarismo central. Apresentamos alguns deles: pares — (919, 929), ternos —
(10301, 10501, 10601), quartetos — (727, 757, 787, 797), quintetos — (101,
131, 151, 181, 191).

O numero 836 proporciona, quando fazemos 836 x 836, um
intrigante numero capicua, o nimero 698.896, pois quer lido da esquerda
para a direita, quer lido da direita para a esquerda, quer lido de cabega
para baixo, ou sofrendo um rota¢do de 180 graus, com centro de rotagdo
no ponto separador das classes dos milhares e das unidades, continua
sendo capicua. Outro nimero com esta propriedade é 869968, o produto
de 54373 por 16. Experimente formar outros nimeros capicuas com esta
simetria perfeita, quer por célculo, quer pela simples juncdo de algarismos.

Texto original publicado em 16 de janeiro de 2014



Era uma vez... uns numeros

Em qualquer situagdo podemos sempre encontrar um espago para
um passatempo, para contar histdria, ir ao cinema, usufruindo de
momentos agradaveis, quer em familia, quer entre amigos.

Ha pelo menos duas areas da matemadtica, na minha opinido, que
conseguem nos proporcionar, de imediato, momentos interessantes e
agraddveis: a histdria da matematica e a matematica recreativa. Quem ndo
gosta de ouvir uma boa histéria? Quem ndo gosta de passar o tempo a se
divertir?

A Histéria da Matematica, bem como a Matemadtica Recreativa, é
uma mais-valia no ensino-aprendizagem da matematica pois, auxiliam na
construcdo do conhecimento, na evolugdo de conceitos, na sua aplicagdo,
uma vez que para contar uma boa histéria, ou criar um puzzle eficaz, temos
que ter um bom dominio dos conceitos a serem utilizados.

Ha varios encontros, workshops, congressos sobre estas tematicas.
Nesses encontros podemos constatar a multiplicidade de temas que cada
uma abrange e as suas interligacGes.

Para dar um pequeno gozo sobre essas tematicas, vamos iniciar
nossa digressdo pela matematica recreativa, que, de entre outras areas da
matematica, tem conexdes com a teoria dos numeros. A Teoria dos
Numeros é um dos ramos da considerada matematica pura e que estuda
as propriedades dos numeros em geral, mas, em particular as dos
numeros inteiros. Nesse seguimento, trataremos dos numeros de
Friedman. Assim, era uma vez uns numeros cativantes e curiosos que,
decerto, despertarao o calculista adormecido que ha em nés e fard com
gue passemos o tempo sem nos aperceber.

Mas o que é um nimero de Friedman?

Os numeros de Fiedman tém essa denominag¢do em homenagem ao
matematico americano que os estudou Erich Friedman (1965 - ). Erich
Friedman, professor associado de Matematica na Universidade de Stetson,
Florida, é considerado um especialista em puzzles matematicos. As suas
areas de interesse sdo a Geometria, a Teoria dos Grafos, a Teoria dos Jogos
e a Computagao.

Os nimeros de Friedman sdo numeros inteiros positivos que podem
ser expressos, numa determinada base de um sistema de numeracao,
como uma combinagdo dos seus algarismos e dos simbolos das quatro
operagdes aritméticas basicas de adigdo (+), subtragdo ( — ), divisdo ( /),
multiplicacdo ( x ), bem como da operagdo de potencia¢do, para além do



uso de paréntesis. Por exemplo, 126 é um numero de Friedman na base
10, a base que normalmente utilizamos, pois, 126 = 21 x 6.

Outro nimero de Friedman na nossa base é 81648 = (8x8 — 1) x 6%,
ou seja, o resultado de 63 x6 x 6 x 6 x 6.

O primeiro numero de Friedaman e o Unico que possui apenas dois
algarismos é o nimero 25 = 5. Um exemplo de um niimero de Friedman
ndo na base 10 é 24132 = 31 x 422 expressos na base 5.

Lembramos que a operagao de potencia¢do deve ser efetuada antes
das operagOes de multiplicagdo e divisdo, e essas, por sua vez, devem ser
efetuadas antes das operagles de adicdo e subtragdo, essa ordem de
execucdo das operagles pode ser alterada através da utilizagdo de
paréntesis, que devem ser resolvidos, em primeiro lugar, de dentro para
fora. Assim, se tivermos 2 + x5 - 6, devemos fazer inicialmente 4
elevado a 3, que resulta em 64, multiplicar esse resultado por 5, obtemos
320, e ao produto obtido, adicionar 2 e subtrair 6, ou seja, obtemos 316.
Mas, se tivermos [(2 + 4) o 7] x 4, devemos fazer primeiramente a
adicdo entre 2 e 4, depois obter o produto de 3 por 1, e s6 depois efetuar a
poténcia de base 6 e expoente 3, ou seja, 216, obtendo de seguida a
diferenca entre essa poténcia encontrada e 7, e sé entdo multiplicar o
resultado por 4, encontrando assim 836. Se resolvermos essa Ultima
expressao sem os paréntesis, ou seja, 2 + 4 _7x 4, obtemos 38. Quando
n3do ha indica¢do de prioridade entre as operagdes, ou se estas possuem a
mesma preferéncia, devemos resolvé-las da esquerda para a direita. Por
exemplo,2-3-4+7-6=-1-44+7-6=-5+7-6=2-6=-4.

Quando os algarismos utilizados para expressar os nimeros de
Friedman seguem a mesma disposicdo que a disposicdo do numeral
original, os numeros de Friedman recebem o nome de numeros de
Friedman agraddveis, ou numeros de Friedman ordenados, ou ainda
numeros de Friedman fortes. O niUmero 127 que pode ser expresso como -
1+2'éo primeiro com essa propriedade. Um outro exemplo de nimero
de Friedman ordenado é o nimero 32785 =3 + 2 x 7 + 85, no qual
verificamos a mesma ordenacgdo.

Ha muitos nimeros de Friedman e em varias bases.

Na base 10 e com apenas trés algarismos temos uma lista com treze
numeros de Friedman: 121, 125, 126, 127, 128, 153, 216, 289, 343, 347,
625, 688, 736.

Apenas trés destes nimeros sdo numeros de Friedman ordenados,
asaber:127=1+2,343=(3+4)’e736=7+3°.



Os outros dez termos da lista apresentada sdo apenas numeros de
Friedman, pois temos que 121 = 11%, 125 = 5", 126 = 6 x 21, 128 = 2%,
153 =3x 51,216 =6 289 =(8+9)},347=7>+4,625=5"? e 688 ¢ 0
produto de 8 por 86.

Também podemos nos divertir comprovando que 123456789 e
987654321 sdao ambos numero de Friedman.

Apresentamos a solugdao descoberta por Michael Reid e Philippe
Fondanaiche, colegas de Erich Friedman,

5_
123456789 = ((86+2x7)°-91)/3" = (86”2#

8x(229)"+1

987654321 = (8x(97+6/2)°+1)/3* = -
Numeros com o mesmo algarismo também podem ser nimeros de
Friedman.

9
=%

O menor nimero é 99999999 = (9 + g) — g .

O maior numero encontrado até ao momento corresponde ao
66—6

(eee e g
ndmero 6666666666666666 = W

6

Quando os numeros de Friedman possuem um numero par de
algarismos e sdo expressos pela multiplicacdo de dois numeros cuja
quantidade de algarismos é igual a metade do nimero inicial, entdo esse
sdo denominados numeros vampiros e cada um dos fatores é designado de
“presas”. Os fatores sdo formados a partir do nimero original em qualquer
ordem, ndo sendo permitidos zeros no inicio do nimero. Por exemplo,
1260, 1395, 125460 sdo todos nimeros vampiros. E como 1260 = 21 x 60,
21 e 60 sdo as presas.

O numero 125460 admite dois pares de presas visto que, 125460 =
204 x 615 = 246 x 510.

Ha outros numeros com essa condigdo e com muitos mais presas,
como o caso de 24959017348650 que admite cinco pares de presas, ou
seja, 24959017348650 = 2947050 x 8469153 = 2949705 x 8461530 =
4125870 x 6049395 = 4129587 x 6043950 = 4230765 x 5899410.



Com tantas contas, vamos contar mais. Mas, agora, vamos contar
uma histdria. Os personagens principais sdo os numeros inteiros. Com a
necessidade de contar e relacionar quantidades, o homem desenvolveu
simbolos no intuito de expressar tais situagbes. Desde os temos mais
primitivos, por varias civilizagdes, o homem busca algo mais concreto, que
interpretasse de uma forma mais simples essas situagbes. Com o
aparecimento dos numeros naturais, temos um modo de contar que
relaciona simbolos (algarismos) a determinadas quantidades (nimeros).
Assim, era uma vez... 0s humeros.

Com o Renascimento apareceu a expansdo comercial que obrigou
os comerciantes a indicarem casos de lucro e prejuizo. E para resolverem
esse problema usaram os simbolos + e — Assim, com o uso dessa nova
simbologia, os matemdticos da altura puderam desenvolver técnicas de
operagdao adequadas a expressar qualquer condigdo compreendendo
numeros positivos e negativos. Aparece um novo conjunto numérico
representado pela letra Z (abreviatura de “Zahlen” que significa “nimero”
na lingua alemd), constituido pelos numeros positivos (conjunto do
nUimeros naturais) e seus respetivos opostos, podendo ser escrito na
forma:

z={.,-2,-1,0,1,2,3,.}.

Os gregos eram grandes apreciadores dos nimeros naturais e como
tal atribuiam-lhes caracteristicas humanas, tornando-os fascinantes e
misteriosos. Hoje tratamos dos numeros de Friedman e dos numeros
vampiros e, demos um cheirinho da histéria dos nimeros em geral, mas,
ha muito mais para contar...

Texto original publicado em 14 de agosto de 2014



Verdo, Férias, Musica e ... Matemadtica

No verdo estamos inquietos que chegue o periodo das férias para
podermos ficar longe da rotina do quotidiano e fazer o que nos dd mais
gosto. Nas férias, queremos passear, ver lugares diferentes, conversar,
ouvir musica e a ultima coisa que desejamos € pensar no servigo, nas
responsabilidades, nos afazeres didrios, e, também, na Matemadtica que
nos persegue dia a dia, quer na contagem do tempo, quer no trabalho,
qguer em casa, quer nas compras, pois esta estd em tudo que nos rodeia.
Por isso, a Matemadtica ndo entra em férias, também acompanha-nos nos
momentos de lazer, quando apreciamos os motivos em uma calgcada, a
arquitetura, a natureza e também a musica, tdo agradavel, tdo envolvente
e tdo cheia de Matematica.

Desde as eras mais longinquas o homem produz sons. Esses sons,
numa sequéncia melddica, originam a musica. Mas como surgem as
escalas, as notas, os compassos de que temos conhecimento nos dias de
hoje? Surgem de uma observagdo matematica. Os antigos, inspirados nos
pitagoricos, dividiram a Matematica em quatro partes, conhecida por
quadrivium (quadri quatro, vium caminho), que compreendia: a geometria,
a astronomia, a aritmética e a musica. Estas eram matérias ensinadas nas
universidades medievais.

A musica era para os pitagéricos um sinal da harmonia do cosmos,
bem como uma via para conseguir o equilibrio interno. Os pitagoricos
foram os primeiros a fundamenta-la cientificamente. Consideravam que a
musica tinha uma aritmética escondida. Para os pitagdricos, “tudo é
numero”. Este pensamento atravessou geragdes. Um facto curioso é a
influéncia na musica de Mozart da numerologia, uma teoria que utiliza a
matematica bdsica. Podemos verificar tal influéncia na sua obra “Flauta
Magica”.

Pitagoras teria notado que ao esticar uma corda, produzia
determinado som, o tom, e fazendo outras marcas nessa mesma corda
observou que os sons produzidos eram ora agraddveis, ora ndo. Este
descobriu que as marcas que produziam sons agraddveis estavam
relacionadas com as fragdes 1:2, 2:3 e 3:4. Quando o comprimento da
corda esticada é reduzido para a sua metade produz um som mais agudo
relacionado com o primeiro som, temos “a oitava acima”. Uma oitava é
entdo o intervalo entre uma nota musical e outra com a metade ou o
dobro da sua frequéncia. Surge, com Pitagoras, um primeiro grupo de
notas, uma primeira escala musical.



A Escala é pois uma sequéncia discreta de sons que se sucedem
dentro da oitava. Os tipos de escalas existentes sdo muitos em todas as
partes do mundo. A escala musical mais
utilizada hoje foi desenvolvida pela
civilizagdo ocidental e baseia-se num
conjunto de doze sons, a chamada escala
cromatica igualmente temperada. No
piano, por exemplo, apercebemo-nos D6 | Re | mi
dessa escala cromatica quando, sem pular Oitava musical
nenhuma, tocamos todas as 7 teclas
brancas e 5 pretas teclas.

Neste sistema de temperamento igual, a oitava é assim dividida nos
doze intervalos de semitons. A correspondéncia entre duas frequéncias
separadas por um semitom é sempre a mesma relagdo matematica, uma
constante igual a “raiz duodécima” de 2 que corresponde a
aproximadamente 1,059463. Esse valor é o fator de proporg¢do, ou razao,
entre as duas notas consecutivas da escala temperada que estdo em
progressdo geométrica, ou seja, todas as oitavas formam uma sequéncia
numérica em que cada termo, a partir do segundo, é igual ao produto do
termo anterior por 1,059463.

Com o conhecimento das relagdes entre os sons podemos construir
um instrumento musical de entre os varios tipos existentes. Estes sdo
classificados de acordo com a maneira pela qual produzem o som. Assim
temos os instrumentos de sopro, de cordas, de percussao, de teclas e ndo
esquecamos dos eletrénicos. Um instrumento de construgdo bastante
simples e interessante, em que nos apercebemos da matematica
envolvida, é o xilofone.

O xilofone, palavra de origem grega (UAov — "madeira, dwvr —
"som”) é geralmente o nome que se da a varios instrumentos musicais de
percussdo, entre eles, o préprio \ \
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pode diferir no seu aspeto geral ou no f]
tipo de madeira utilizado. Constituido ~-— A
de uma sequéncia de placas de madeira
ordenadas, do som mais grave, a Xilofone de um plano

. N L. com uma oitava musical
esquerda, para o mais agudo, a direita,
onde cada placa esta sobre um tubo de aluminio, percute-se essas placas
de madeira utilizando baquetas, com cabecas, que podem ser de borracha
ou madeira dura, ou outro tipo de material de acordo com o timbre

xilofone, a marimba, o balafon, que /T 1‘




desejado. As placas sdo feitas com todo o cuidado, em madeira seca,
cortadas em diferentes tamanhos com precisdo e montadas sobre uma
moldura trapezoidal longa. Normalmente a disposicdo das placas é feita
em dois planos. No primeiro plano sdo colocadas as placas
correspondentes as teclas brancas do piano e no segundo plano, as
correspondentes as teclas pretas. No entanto podemos posicionar as
placas num s6 plano. As madeiras utilizadas geralmente sao o carvalho, a
nogueira e o jacarandd, onde conseguimos os melhores tons do xilofone.

Podemos construir em casa um xilofone observando alguns
requisitos preliminares tais como a utilizagdo de uma vara macica de
madeira, com poucos nos; cortes paralelos, de diversos comprimentos,
satisfazendo a progressao geométrica entre as placas; e, a colocagdo das
placas na sua base trapezoidal.

Para podermos efetuar o corte de cada placa, devemos saber o seu
comprimento. Consideremos, por exemplo, uma vara de uma polegada por
polegada e meia, onde iniciaremos o seu corte com uma placa de 10cm de
comprimento, que corresponde a um som mais agudo. A proxima placa
deve ter o comprimento de 10,6cm (arredondando o produto delO x
1,059463), para a proxima, o comprimento de 11,2cm (arredondando o
produto del0,6 x 1,059463), depois as placas devem ter os comprimentos
iguais a 11,9cm, 12,6cm, 13,4cm, 14,2cm, 15cm, 15,9cm, 16,8cm, 17,8cm,
18,9cm e a placa correspondente a oitava abaixo 20cm, assinalando assim,
cada um dos doze semitons existentes numa oitava.

Apesar de muita matematica envolvida, esta ndo é complicada e até
é divertida. Podemos também construir um instrumento de corda, pois
este satisfaz as mesmas relagbes matemdticas para os trates — pequenas
divisbes de metal feitas nos bragos desses instrumentos, bem como
instrumentos de sopro, como a “flauta de pan”, em que os tubos sdo
cortados com as mesmas dimensdes das utilizadas para as placas do
xilofone, ou proporcionais a estas. De modo geral, todos os instrumentos
obedecem a mesma relagdo entre as frequéncias, ou seja, a raiz
duodécima de dois.

Texto original publicado em 1 de agosto de 2013



O Koto e a sua partitura numérica

O Koto é um dos instrumentos musicais tradicionais japoneses de
cordas dedilhadas, da familia dos cordofones, composto por uma caixa-de-
ressonancia feita com a madeira
tradicional do Japdo e com diversas
cordas. A sua histdria é longa e remota ao
século VI, época do imperador Kimmei
(509 — 571), 0 29.° Imperador do Jap3o,
e durante muitos séculos a sua musica foi
apreciada e tocada pela nobreza. O Koto foi importado da China e
inicialmente possuia sete cordas. Existem variagGes desse instrumento
com modelos de treze cordas, de dezassete cordas, de vinte e uma cordas
e de oitenta cordas.

No século XVII, o musico e compositor cego japonés Yatsuhashi
Kengyo (1614 — 1685) fundou um estilo independente, e um livro contendo
as suas principais partituras musicais, que sdao executadas até hoje, foi
impresso em 1664. Segundo informagbes, o nome Kengyo é um titulo dado
aos musicos cegos que sdo altamente qualificados. Yatsuhashi criou as
afinagdes tradicionais para o Koto: Hira e Kumoi. Ndo devemos confundir
afinagdes com escalas. De modo genérico, a afinagdo corresponde ao
processo de produzir um som equivalente a outro por comparagdo. A
escala, por sua vez, é formada por intervalos, maiores, justos ou menores,
em relagdo a tdénica, que é a sua primeira nota.

Ainda no século XVII o instrumento tornou-se popular como
acompanhamento de danga e como conjunto formado juntamente com
outros dois instrumentos: o Shakuhachi, um instrumento de sopro, e o
Sangen, um instrumento de trés cordas.
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O Koto moderno possui treze cordas que sdo feitas de seda, ou
nylon, e esticadas com a mesma tensdo sobre trastes méveis chamados
“pontes” (Kotoji) . O corpo do Koto é constituido por duas pranchas de
madeira com aproximadamente 185 centimetros de comprimento e 27
centimetros de altura, formando a caixa-de-ressonancia. A madeira
utilizada na construgdo do Koto é o kiri, uma madeira origindria da China,
Coréia e Japdo, tolerante ao frio invernal, geadas e poluigdo ambiental,
bem como, resistente aos incéndios, pois rebrota a partir das suas raizes.



Por debaixo de cada uma das treze cordas do Koto existe uma sé
“ponte” que eleva a corda permitindo-lhe vibrar quando tocada. As cordas
produzem o som de acordo com a localizagdo e a posi¢do de sua respetiva
ponte, que como é movel, pode ser deslocada, levantada ou abaixada,
durante a execugdo de uma musica, alterando, por conseguinte, a afinagdo
da corda a que corresponde.

O som do Koto é produzido pelo dedilhar das suas cordas usando
trés plectros, palhetas, ou "unhas" artificiais, (Tsume) de marfim que sdo
fixas por pequenos cintos em trés dedos: o polegar, o indicador e o dedo
médio, da mdo direita, utilizada para o efeito. O modo de tocar cada
sequéncia de caracteres é determinado pela posicdo da “ponte” sobre o
corpo e pela tensdo da corda. Por vezes, a posi¢ao da “ponte” é modificada
pelo musico, com a mdo esquerda, alterando o tom durante a execugao de
uma pega. Cada corda pode dar origem a uma maior ou menor tonalidade
empurrando ou relaxando a corda, de modo que o Koto possa mudar os
seus sons continuamente.

A partitura utilizada para a escrita da musica tocada no Koto é
diferente da partitura normalmente utilizada em outros instrumentos, isto
é, a partitura tradicional italiana. A partitura tradicional italiana deriva do
trabalho do monge italiano beneditino Guido d'Arezzo (cerca de: 992 —
1050), criador do sistema de notagdo musical com quatro linhas
horizontais, o tetragrama, uma vez que “tetra” significa “quatro” em
grego, que deu origem a atual pauta musical com cinco linhas horizontais,
0 pentagrama, visto que “penta” significa “cinco” em grego, onde cada
nota ocupa uma posicdo na pauta de acordo com a nota desejada. Para
além desse contributo, d’Arezzo idealizou o solfejo, um sistema de ensino
musical que permitia ao estudante cantar os nomes das notas. Para tal,
também criou os nomes pelos quais as notas sdao conhecidas atualmente,
ou seja, DG, Ré, Mi, Fa Sol, La e Si, como substituicdo do sistema de letras:
A (L3), B (Si), C (Dd), D (Ré), E (Mi), F (F4) e G (Sol), que eram usadas
anteriormente. Os nomes das notas musicais foram retirados de um texto
sagrado em latim das silabas iniciais do Hino a Sdo Jodo Batista:

Ut queant laxis (Ut)

Resonare fibris (Re)

Mira gestorum (Mi)

Famuli tuorum (Fa)

Solve polluti (Sol)

Labii reatum (La)

Sancte loannes (San)



Que significa: "Para que teus grandes servos possam ressoar
claramente a maravilha dos teus feitos, limpe nossos labios impuros, 6 Sao
Jodo."

Mais tarde, para facilitar o canto, a nota Ut passou a ser chamada
de DJ, provavelmente, segundo algumas informagdes, por proposta do
musico italiano Giuseppe Donizetti (1788 — 1856) que escolheu a primeira
silaba do seu sobrenome para essa nova denominagdo e a nota San passou
a ser chamada de Si, por serem as inicias em latim de S3o Jodo: Sancte
loannes.

Ndo seguindo a partitura tradicional italiana, a partitura para o Koto
é geralmente escrita na vertical, de cima para baixo e da direita para a
esquerda, utilizando os treze caracteres, ideogramas japoneses
representativos dos niumeros de 1 a 10, seguidos dos carateres "toe" "i" e
"kin", pois, no Koto, cada uma das cordas possui o seu proprio nome de
acordo com esses dez numerais japoneses e os trés caracteres.
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Ichi Ni San Shi Go Roku MWana Hachi FKyu Zyu
As cordas do Koto, a partir do seu lado inferior, recebem os
seguintes nomes: Ichi (1), Ni (2), San (3), Shi (4), Go (5), Roku (6), Shichi
(ou, Nana) (7), Hachi (8), Kyu (9), Zyu (ou, Ju) (10), Toe (11), | (12), Kin (13)
(vide imagem). O ideograma para o numero “um” (ichi) corresponde a
corda mais grossa, sendo a corda de menor som.

Uma das mais famosas pecas de ;%‘ :‘ \‘ ilr’ ‘ ;‘ Z
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devagar e aumenta a rapidez até ao final. Rokudan no Shirabe
Estudo em Seis Ciclos



Atualmente existem duas correntes para o Koto: a lkuta Ryu e a
Yamada Ryu. A escola lkuta, fundada no final do século XVII por lkuta
Kengyo (1656 — 1715), baseava-se na transposicdo para o Koto das
formulas existentes para os instrumentos Shamisen e Sangen. A
caracteristica fundamental dessa escola estd em sua énfase nas técnicas
instrumentais. A escola Yamada, fundada no final do século XVIII por
Yamada Kengyo (1757 — 1817), baseava-se em narrativas, dando um maior
destaque ao canto. Tecnicamente o estilo de execugdo das duas escolas
também é diferente, pois, o formato da “unha” é diferente. No estilo lkuta,
a unha tem o formato retangular, e no estilo Yamada, é adotado o formato
oval. Essa diferenca faz com que os instrumentistas também se sentem de
maneira diferente com relagdo ao instrumento, porém, como o Koto
assemelha-se a um dragdo, estes ajoelham-se junto a extremidade direita,
considerada a cabega do dragdo. No entanto, o instrumentista da escola
Ikuta senta num angulo obliquo, enquanto o da escola Yamada, senta em
angulo reto. A posicdo que a mdo direita toca as cordas também é
diferente. Na escola lkuta toca-se com a mado inclinada em relagdo as
cordas, e na escola Yamada toca-se com a mdo na posicdo vertical em
relagcdo as cordas.

Como podemos notar, direta ou indiretamente, pelos angulos,
posicdes, numerais, a Matematica esta presente e na musica em geral é
uma constante, quer na construg¢do de um instrumento, quer na prépria
evolugdo musical.
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Texto original publicado em 10 de margo de 2016



Problemas cldssicos da Geometria

Hoje em dia, com a diversidade de software de geometria e
programas de construgdes graficas, perdeu-se a satisfagdao de um tragado,
utilizando uma régua sem escala e um compasso.

Sabemos que a régua é usada para tragar partes de retas pela
ligagcdo de quaisquer dois dos seus pontos, visto que a reta é infinita nos
seus dois sentidos, e o compasso é utilizado para construir circunferéncias,
onde todos os pontos de uma mesma circunferéncia tém a mesma
distancia, o raio, a um mesmo ponto, o seu centro.

Mas onde esta o fascinio e o desafio destes instrumentos?

Voltemos atras no tempo, por volta da época de Tales de Mileto
(cerca de 640 a.C. — 550 a.C.), Pitdgoras de Samos (cerca de 580 a.C. —
500 a.C.), Euclides de Alexandria (cerca de 360 a.C. — 295 a.C.),
Arquimedes de Siracusa (cerca de 287 a.C. — 212 a.C.), entre outros sabios
da Antiga Grécia, em que as construgdes, envolvendo a régua e o
compasso, tiveram um papel desafiador na resolugdo de determinados
problemas de geometria.

Surgem, por estas alturas, trés problemas que desempenharam um
papel importante na geometria da Antiga Grécia. Algumas das solugGes
apresentadas para esses problemas deram origem a vdrias teorias, curvas e
construgdes, mas nenhuma dessas solugbes utilizou uma régua ou um
compasso.

Estes famosos problemas cldssicos da geometria grega sdo a
quadratura do circulo, a trissecg¢do do dngulo e a duplicagéo do cubo. Mas
porque sdo tdo importantes e o que ha de desafiador neles?

A quadratura do circulo foi um problema proposto inicialmente pelo
fildsofo grego Anaxagoras de Clazomenas (cerca de 499 a.C. — 428 a.C.) e
consistia em construir um quadrado com a mesma area de um circulo,
utilizando apenas uma régua e um compasso.

Como sabemos, a drea de um circulo é calculada pela férmula
Ao = r?, onde i (Pi) é a famosa constante — aproximadamente 3,14 — e
r é o raio do circulo. Por sua vez, a area de um quadrado é obtida
multiplicando dois de seus lados, que sdo iguais, ou seja, Aj = 12

Assim, para que a area de um quadrado seja igual a area de um
circulo, o lado do quadrado tera que ser | =r+/ . Ora, é impossivel obter o

segmento rr por meio da régua e do compasso.



A trissec¢do do dngulo foi outro problema classico da geometria
grega envolvendo construgdes com a régua e o compasso e baseia-se em
obter, dado um angulo qualquer, um outro angulo com um tergo da
amplitude do angulo dado.

O problema da trissec¢do surge naturalmente apds o da bisseccdo
do angulo. Os gregos sabiam trissectar alguns angulos, entre eles, o angulo
de amplitude igual a 90° e o ngulo de amplitude igual a 180°.

Notemos que se o angulo dado for de amplitude igual a um multiplo
de 45° o problema tem solucdo, pois algebricamente a amplitude da
trissecdo desse angulo é também igual a um mdltiplo de 15°. Por exemplo,
se a amplitude do angulo inicial for igual a 135° que é igual a 3 x 45°, a
amplitude do angulo trissectado sera igual a 45° = 3 x 15°. Facilmente, com
a régua e o compasso, conseguimos construir o angulo resultante da
trisseccdo dos angulos multiplos de 45°, mas algumas das solucdes obtidas
ndo sdo por construgao direta dessa trissec¢ao.

Se o0 angulo for diferente de um multiplo de 45°, o problema torna-
se mesmo impossivel de ser obtido pela constru¢do com a régua e o
compasso, mesmo que indiretamente. Hoje em dia sabemos que, por
exemplo, um angulo de 60° n3o pode ser trissectado apenas utilizando
esses instrumentos.

A impossibilidade da resolugdo com a régua e o compasso deste
problema foi provada em 1837 pelo matematico francés Pierre Laurent
Wantzel (1814 — 1848), apoiando-se nos resultados do matematico alemao
Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), publicados em 1801.

A duplicagéo do cubo foi mais um problema de geometria euclidiana
qgue ndo possui solugdo por meio da régua e do compasso. O problema
consiste em encontrar um método em que dada a aresta de um cubo
obter, através desses instrumentos, a aresta de outro cubo cujo volume
seja o dobro do volume do cubo inicial.

As origens deste famoso problema esta relacionada com uma lenda
ligada a Péricles (cerca de 495 a.C. — 429 a.C.), um dos principais lideres de
Atenas, que morrera vitimado da epidemia que assolou parte da
populagdo daquela cidade-estado. Desesperados por essa enorme perda,
os habitantes consultaram o oraculo de Apolo em Delos para saber como
podiam combater a doenga. Em resposta foi-lhes dito que deveriam
duplicar o altar de Apolo, que possuia o formato de um cubo. Logo os
atenienses dobraram as dimensdes do altar, ou seja, as arestas passaram a
ter o dobro do comprimento inicial, mas isso ndo afastou a peste, porque o
seu volume fora multiplicado por oito e nao por dois.



Com essa lenda, este problema também ficou conhecido como
problema de Delos ou problema deliano.

Para termos a solugdo correta a esta questdo, isto é, obtermos o
dobro do volume do cubo inicial, o comprimento da aresta deste novo

cubo devera ser igual 3 aresta inicial multiplicada por %/2 , ou seja, a3/2,

onde a é o comprimento da aresta do primeiro cubo. Consequentemente,
o seu volume serd a3/2xa3/2xa3/2 =2a3, o dobro do volume do cubo

original. E evidente que ndo conseguimos obter, com a régua e o
compasso, o segmento a§/§ e assim, o problema ndo tem solugdo por

meio desses instrumentos.

Quase todo o caminho da geometria dos antigos gregos foi
influenciado pelas tentativas de resolucdo desses problemas. Para as
solugdes obtidas neste periodo foram utilizadas outras curvas como, por
exemplo, a trissectriz ou a quadratriz de Hipias, que servia tanto para
trissectar um angulo, bem como, para quadrar um circulo.

A reta e a circunferéncia, obtidas através da régua e do compasso,
respetivamente, eram entendidas, segundo o fildsofo grego Platdo de
Atenas (cerca de 427 a.C. — 347 a.C.), como curvas perfeitas e como tal
deveriam ser suficientes para executar quaisquer construgdes. Talvez fosse
esse um dos motivos da busca, pelos gregos, de uma solugcdo usando
apenas esses instrumentos.

E certo que estes trés problemas desafiaram os gedmetras gregos,
bem como, com o passar dos anos, as geragées de matematicos.

Texto original publicado em 23 de maio de 2013



Simetrias e Isometrias — qual a diferen¢a?

Volta e meia deparamos com objetos que possuem determinadas
carateristicas geométricas que saltam as nossas vistas. Observadas
algumas das suas caracteristicas, os matematicos ora dizem que esses
objetos possuem simetrias, ora afirmam que esses objetos foram
construidos através de isometrias. Mas do que falam? Qual a diferenca
entre simetria e isometria? Quando devemos usar um termo ou outro?

A simetria é usada pelo homem em suas produgdes desde os
tempos mais primitivos. O ser humano ndo poderia deixar de colocar a
simetria em suas obras, uma vez que a propria esséncia formal de todos os
seres é a simetria. Apesar de termos vestigios deste conceito destes os
tempos pré-histdricos, a teoria das simetrias e a arte ornamental tem suas
raizes na antiga Grécia.

Assim, a palavra simetria tem suas raizes na filosofia e estética
grega, onde era usada para expressar equilibrio, propor¢ao, e era sindnimo
de harmonia, e deriva da palavra grega ouppetpla (“sin” — com; “métron”
— medida). O termo simetria sé entra nas ciéncias em 1830, com o comego
do estudo da classe dos cristais e sua analise baseou-se na teoria dos
grupos, introduzida pelo matematico francés Evariste Galois (1811 — 1832).

Com o desenvolvimento das ciéncias naturais, tais como a
cristalografia, a quimica, a fisica, entre outras, as estruturas simétricas
tornaram-se uma importante area de estudo na geometria. Mas nao so
nesses campos observamos a existéncia de simetria.

Ao longo dos tempos, a simetria teve varias defini¢des e conceitos.
Fidias (cerca de 492 a.C. — 432 a.C.), escultor grego, define a simetria como
“a devida disposicdo, o equilibrio e a correspondéncia adequada das
“formas parciais” em qualquer totalidade formal”. Eudoxo de Cnido (cerca
de 400 a.C. — 347 a.C.) filésofo, matematico e astrénomo grego formula a
doutrina das esferas homocéntricas que suponha uma terra fixa e imével.
Escreve também uma “teoria das proporgdes”.

Desde o séc. VI a.C., sob a orientagdo de Pitdgoras (cerca de 569 a.C.
—475 a.C.), que um grupo de matematicos gregos estuda pela primeira vez
os poliedros regulares. Platdo (cerca de 427 a.C. — 347 a.C.) filésofo grego,
também faz referéncias a simetria. Marcus Vitruvius, arquiteto romano,
por volta de 80 a.C., define a simetria, numa forma bem generalizada,
como “a harmonia apropriada que resulta dos membros da prépria obra e
a correspondéncia modular que resulta das partes separadas em relagdo a
aparéncia de todo o corpo”.



Na “idade das trevas”, entre os séculos V e IX, um relacionamento
estreito leva a minimizagdo das ideias abertas e fortes da simetria como
algo dindmico, mais e mais, até transforma-la na vulgar e limitadissima
nogao de reflexdao sobre um eixo ou plano.

A volta da simetria comega realmente com Leonardo da Vinci (1452
— 1519), que costumava determinar de maneira sistematica todas as
simetrias possiveis dos edificios monumentais com vista a projetar de
maneira harmoniosa eventuais extensdes e acrescentos, sem destruir a
simetria da parte central. A simetria comega a ressurgir com toda a sua
adaptabilidade, e do renascimento em diante, a simetria é algo implicito na
nogao de desenho.

Podemos entdo definir a simetria como a operagdo que mantém,
através de determinadas transformagdes geométricas, um dada figura
geométrica, isto é, um conjunto de pontos do plano, invariante. Um objeto
gue possui simetria pode ser convertido nele proprio, a partir de uma das
suas partes, ficando numa posicdo indistinta da outra. Uma figura
geomeétrica com simetria possui uma certa regularidade no plano.

A palavra isometria deriva da palavra grega oopetpla (“iso” —
mesma; “métron” — medida). A isometria é uma transformacdo geométrica
que, aplicada a uma figura geométrica, mantém as distancias entre pontos.
Ou seja, os segmentos da figura transformada sdo geometricamente iguais
aos da figura original, podendo variar a dire¢do e o sentido. No plano
euclidiano distinguimos as seguintes transformagdes isométricas: reflexao
em reta, translacdo, rotacdo e reflexdo deslizante. Esse resultado, de 1831,
também ¢é conhecido por “Teorema da classificacdo das isometrias” e
deve-se ao historiador e gedmetra francés Michel Chasles (1793 — 1880).

Uma isometria passa a ser designada por simetria de uma figura
geométrica se, e so se, essa isometria deixa a figura, apds a transformacgao,
invariante. O conjunto de todas as simetrias de uma figura geométrica com
a operagao de composi¢cdo é o grupo de simetrias dessa figura, e tal figura
é denominada de ornamento.

Podemos dizer que um ornamento possui: simetria axial; simetria
translacional; simetria rotacional, se, respetivamente, fazem parte das
simetrias desse ornamento a reflexdo numa reta, a translagao, a rotagao.
Se a rotacdo for de 180°, dizemos que hd simetria central.

Distinguimos os seguintes tipos de grupo de simetrias:

O Grupo de rosdcea (ou grupo cristalografico de dimensdo 0) é um
grupo, finito, que ndo contém transla¢des de vetor ndo-nulo, ou seja, ndo
possui simetria translacional no seu grupo de simetrias. Possui 2 grupos: o



grupo ciclico, com apenas rotacdes, e o grupo diedral, com reflexdes e
rotagdes. Os ornamentos correspondentes denominam-se rosdceas. A
existéncia e completa classificagdo desse grupo de simetria foram
atribuidas a da Vinci;

O Grupo de friso (ou grupo cristalogréfico de dimensdo 1) é um
grupo, infinito, que tem translagdes de vetor ndao-nulo, numa so diregao.
Os ornamentos sdao denominados frisos. Existem 7 grupos de simetria dos
frisos e esses foram deduzidos, independentemente, em 1924, pelo
professor hingaro George Pdlya (1887 — 1985) e pelo mineralogista suigo
Paul Niggli (1888 — 1953);

O Grupo de papel de parede (ou grupo cristalografico de dimensao
2) é um grupo, infinito, que tem translagdes em 2 dire¢des diferentes. Os
ornamentos sdo designados pavimentos. Existem 17 grupos distintos. Entre
1885 e 1890, E.S. Fedorov, estudando cristalografia, demonstrou a
existéncia de unicamente 17 grupos de simetria do plano. Em 1924, Pélya e
Niggli redescobriram esses grupos;

O Grupo espacial (ou grupo cristalografico de dimensdo 3) é um
grupo que tem translagdes em 3 diregGes diferentes. Os ornamentos
denominam-se cristais. Existem 230 grupos espaciais distintos. A
determinagdo do grupo de simetrias no espago foi realizada, por volta de
1830, pelo médico e mineralogista alemdo Johann F.C. Hessel (1796 —
1872), mas o seu trabalho ndo teve reconhecimento dos seus pares, tendo
mesmo permanecido no desconhecido até a sua reedicdo em 1897. Hessel
classificou, em 1831, os 32 grupos tridimensionais que correspondem aos
grupos finitos de simetria. Mais tarde, em 1848, a mesma determinacgéo foi
redescoberta por Auguste Bravais (1811 — 1863), que de um modo mais
elegante, demonstra, geometricamente, a existéncia das 32 classes
cristalinas e das 14 redes tridimensionais as quais levam o seu nome.

Varios matematicos desenvolveram estudos sobre cristalografia,
uns com base na geometria, outros com base em outras ciéncias e desde
entdo tém sido estudados exaustivamente e aplicados ndo sé na
cristalografia, como também em diversas manifestacGes artisticas, bem
como na arquitetura. O holandés M.C. Escher (1898 — 1972) é um dos
artistas que usou a classificagdo matematica dos pavimentos.

Como vimos, quer a nogao de simetria, quer a no¢do de isometria,
sdo muito importantes nas artes, em matematica, e em diversas ciéncias,
cada qual com seu papel definido.

Texto original publicado em 12 de dezembro de 2013



Os 13 solidos Arquimedianos

Durante muitos anos estudamos os cinco sélidos platénicos que sdao
poliedros regulares convexos constituidos pelo mesmo tipo de poligono
regular em suas faces. Mas ha muitos outros tipos de sélidos.

Historicamente, os poliedros regulares foram associados com
algumas caracteristicas do ser humano por causa das suas proprias
caracteristicas geométricas. O filésofo grego Platdo de Atenas (cerca de
428 a.C. — 347 a.C.) apresenta, em sua obra “Timeu”, uma associagdo entre
esses cinco sélidos — o tetraedro regular (quatro triangulos equildteros), o
hexaedro regular (seis quadrados), o octaedro regular (oito triangulos
equilateros), o icosaedro regular (vinte triangulos equildteros) e o
dodecaedro regular (doze pentagonos regulares) — e os quatro elementos
—o fogo, a terra, o ar e a 4gua — e o universo, respetivamente. Para Platdo,
o universo era formado por um corpo e uma alma, e na matéria havia
porgdes limitadas por triangulos regulares e quadrados, formando
elementos que se diferenciavam por sua forma periférica. Lembramos que
os poliedros (do grego: poli — muitas; edros — faces) sdo convexos quando
estdo todos para o mesmo lado em relagdo ao plano que contém qualquer
uma das suas faces, os poligonos (do grego: poli — muitos; gonos —
angulos).

Pelo lado artistico, os solidos platdnicos sdo muito utilizados e
apreciados por causa das suas simetrias, principalmente no Renascimento,
onde em 1480, o pintor Piero della Francesca (1415 — 1492) faz um estudo
muito completo em sua obra “Libellus De Quinque Corporibus
Regularibus”. Nessa mesma obra o autor encontra-se com quatro outros
tipos de poliedros que apresentam faces regulares, mas ndo todas com o
mesmo poligono, os denominados sdlidos arquimedianos.

Os sdlidos arquimedianos, ou sélidos de Arquimedes, ou poliedros
semirregulares, sdo poliedros convexos cujas faces sdo poligonos regulares
de mais de um tipo, enquanto nos sdlidos platdnicos, todas as faces sdo
poligonos regulares de um Unico tipo. Esses sélidos tém o nome do
matematico, fisico, engenheiro, inventor e astronomo grego Arquimedes
de Siracusa (cerca de 287 a.C. — 212 a.C.), pois foi quem os estudou no
século Il a.C.. Infelizmente, de acordo com gedmetra e historiador norte-
americano Howard Eves (1911 — 2004), os trabalhos originais de
Arquimedes, que tratam desses sélidos, estdo perdidos.

Para além de Piero della Francesca, durante a Renascenga, muitos
artistas e matematicos foram gradualmente redescobrindo os sdlidos
arquimedianos. As descobertas ficaram completas por volta de 1619, pelo



astronomo e matemadtico alemao Johannes Kepler (1571 — 1630), na sua
obra “Harmonices Mundi”, onde apresenta um estudo sistematizado.

Estes poliedros semirregulares tém a particularidade de em torno
de todos os seus vértices haver o mesmo arranjo de poligonos, sendo essa
uma das exigéncias para ser solido arquimediano.

Curiosamente todos os sélidos arquimedianos podem ser colocados
dentro de um tetraedro regular, de modo que quatro das suas faces
fiquem sobre as faces do tetraedro.

Existem apenas treze sélidos arquimedianos que sdo todos obtidos
através de transformagdes nos sélidos platdnicos, proporcionando uma
forte ligacdo entre eles. Onze desses sélidos sdo obtidos através de cortes
(também denominados truncamentos), cada vez mais profundos, nos
sélidos platonicos. Esses sdo: o tetraedro truncado; o cubo truncado; o
cuboctaedro; o rombicuboctaedro; o cuboctaedro truncado; o octaedro
truncado; o icosaedro truncado; o dodecaedro truncado; o
icosidodecaedro; o rombicosidodecaedro e o icosidodecaedro truncado. Os
dois Ultimos sdo obtidos por snubificacdo de dois sélidos platénicos: o cubo
snub e o dodecaedro snub. A snubficacdo é, por assim dizer, o processo de
afastar as faces de um poliedro preenchendo os espagos formados entre
elas com outras faces (poligonos), em alguns caso a rotagdo das faces é
necessaria. Por exemplo, o cubo snub é obtido quando afastamos as faces
do cubo, giramos 45° e preenchemos os espacos formados entre as faces
com 32 triangulos equilateros.

Através da tabela apresentada (vide imagem), podemos observar
qgue os solidos arquimedianos, a exce¢do do rombicuboctaedro, também
satisfazem a relagdo de Euler, em que o nimero de faces adicionado ao
numero de vértices e subtraido o numero de aresta é igual a 2, ou seja,

F+V-A=2,

Segundo a Psicogeometria, aos 13 sdlidos arquimedianos
correspondem os 13 tordides horizontais que estdo ao longo do corpo
humano e que se dispéem ordenadamente e transversalmente a médula
espinhal, até ao alto da cabeca com o dodecaedro snub. Esses servem para
distribuir o biocampo humano e regular o seu ambiente interno, de modo
a manter uma condi¢do estdvel mediante multiplos ajustes de equilibrio
dinamico.

Os duais dos solidos arquimedianos, ou seja, os sélidos obtidos pela
unido dos pontos centrais das faces adjacentes dos sélidos arquimedianos,
sdo chamados sélidos de Catalan, descritos pela primeira vez em 1865 pelo



matematico belga Eugene Catalan (1814 — 1894), mas, essa € uma outra
histéria para um outro dia...

Salido Arquimediano Faces| Arestas|Veérticeq Compaosicio
Al g 13 12 4 Tridngulos equiliteros
Tetraedre Trunado 4 Hexdgonos regulares
AZ ' - 14 16 2a g Tridngulos equilieros
Cube Truncado > 6 0ctdgonos regulares
A3 14 22 12 8 Tridgngulos equiliteros
Cuboctaedro & Quadrados
A% o
8 Tridngul, ilate
Rombicuboctaedro | 4 26 42 24 Triangulos equiliteros
18 Quadrados
At ' 12 Quadrados
Cubocmedro trun@do ‘ ' 26 72 42 2 HExf,gunns regulares
-.\L_ & 0ccdgonos regulares
] . e
AB { 3z . 24 32 Trigngulos equildterns
Cubeg snuk ¥ & Quadrados
AT r 6 Quadrades
- 14 36 24
Octzedro Truncado | b 2 Hexagonos regulares
-
A 12 a0 . 12 Pentagonos regulares
loossedre Truncado 20 Hexigonos regulares
AS 32 a0 &0 20 Triangulos equiliteros|
Dodecaedro Truncado 12 Decigonos regulares
Al0 32 60 20 20 Trigngulos equildteros
Icosidedecaed ro 12 Pentigonos regulares
A1l J 20 Tridngulos equiliteros|
Raombicosidode caedro 62 120 &0 30 Quadrados
” 12 Pentagonos regulares
" 30 Quadrades 20
AlzZ .
. ' . 62 180 120 Hexagonos regulares
lccsidedecaedre truncado =
- .’ 12 Dedigonos regulares
A13 92 150 &0 80 Tridngulos equildterns

Dodecaedro Snub

12 Pentdgonos regulares
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Quadrados Mdgicos — Quadrados Mdgicos

Planetdrios

Um quadrado mdgico é uma tabela de ndmeros inteiros, com a
mesma quantidade de linhas e colunas, cuja soma, de todos os valores de
qualguer uma das suas linhas, ou das suas colunas, ou de uma das suas
duas diagonais, é sempre a mesma. Esse resultado invaridvel é chamado
constante do quadrado. O numero de quadriculas de uma linha, ou de uma
coluna, é denominado de mddulo ou ordem do quadrado. Se, por exemplo,
um quadrado for de ordem 4, isto significa que possui 4 linhas e 4 colunas,
e contém um numero total de 16 quadriculas.

Os quadrados magicos foram encontrados em diversas culturas,
mas nao se conhece bem a sua origem. Desde a antiguidade os quadrados
magicos intrigaram muitas pessoas, mantendo sempre uma ligagdo com o
mundo da magia, pois atribuiam-lhes propriedades misticas. Por exemplo,
no Egito, gravados em pedras ou metais, eram usados como amuletos,
visto que acreditavam que tinham qualidades astrolégicas, divinatérias e
preveniam doengas.

Parte da historia destes quadrados pode ser encontrada no livro
chinés Yih King, escrito ha cerca de 3000 anos e repleto de simbologia.
Nesse livro encontramos o quadrado magico de ordem 3, conhecido como
Lo Shu, preenchido com os nimeros de 1 até 9, em que a soma de cada
linha, coluna ou diagonal é igual a 15. Na primeira linha desse quadrado
estdo os numeros 4, 9 e 2, na segunda linha os nimeros 7, 5 e 3 e na
ultima linha os numeros 8, 1 e 6. O numero 5 representa a Terra e a sua
volta estdo distribuidos os quatro elementos principais: os metais 4 e 9; o
fogo 2 e 7; a madeira 3 e 8; e a agua 1 e 6. Esse quadrado com nove
numeros era considerado um amuleto de alta eficiéncia, que combatia a
peste e livrava da mordida do escorpido.

No ocidente, os quadrados magicos foram referidos pela primeira
vez em 130 na obra do autor grego Téon de Esmirna (c. 70 — 135). Por volta
do século nono, os quadrados magicos foram usados pelos arabes nos
calculos de hordscopos, sendo assim, introduzidos no mundo da astrologia.
Em 1300 um sabio greco-binzantino, Manuel Moschopoulos, inspirado nos
tratados drabes, escreveu um tratado sobre quadrados magicos. O italiano
Luca Bartolomeu de Pacioli (1445 — 1517) trabalhou com uma grande
variedade de quadrados magicos, tendo também influenciado a mistica
ocidental.



Na Idade Média os quadrados magicos se tornaram muito
populares pelo seu uso em Pantdaculos (palavra de origem grega, composta
por pan-, que significa "tudo", e -kleo, que significa "honra") e Talismas
(palavra de origem arabe Tilasm, e também de origem grega Teleo que
significa "consagrar") para a prote¢do dos seus portadores.

O livro mais antigo sobre esse tema é Occulta Philosophia de
Heinrich Cornelius Agrippa von Nettesheim (1486 — 1535), um médico e
matematico alemdo da Renascencga, escrito entre 1507 e 1510, cujo
capitulo XXIl do Livro Il é dedicado aos quadrados magicos planetarios. Os
sete planetas, conhecidos até entdo, aparecem nas ordens de 3 a 9 dos
quadrados magicos. A razdo de iniciarem na ordem 3 é devido ao de
ordem 1 ndo ser considerado, por alguns matematicos, como quadrado
magico, porém segundo Cornelius Agrippa esse quadrado representava a
eternidade, e o de ordem 2 ser inexistente.

Assim, o quadrado magico de ordem 3, com 9 elementos, estava
associado a Saturno, o de ordem 4, com 16 elementos, associado a Jupiter,
o de ordem 5, com 25 elementos, a Marte, o de ordem 6, com 36
elementos, representava o Sol, o de ordem 7, com 49 elementos, seria
Vénus, o de ordem 8, com 64 elementos, associado a Mercurio e o de
ordem 9, com 81 elementos, representava a Lua. Naquela altura ndo eram
conhecidos os planetas Netuno e Plutdo, o Sol e a Lua eram considerados
planetas e a Terra era vista como um planeta fixo. Posteriormente
associaram o quadrado magico de ordem 10 a Terra.

Em 1801, o inglés Francis Barret no capitulo XXVIII do Livro | do seu
livro O Magus, reproduz o capitulo do livro de Agrippa sob o nome de As
Tabuas Madgicas dos Planetas, onde os diagramas dos quadrados magicos
estdao melhor definidos. Os quadrados magicos ainda sdo trabalhados por
Paracelso, pseuddénimo de Phillipus Aureolus Theophrastus Bombastus von
Hohenheim (1493 — 1541), um médico, alquimista, fisico, astrélogo e
ocultista suigo-alemdo, também por Athanasius Kircher (c. 1601 — 1680),
um jesuita alemao, gedlogo e médico, entre outros estudiosos desse tema.

Como vemos, o nimero de quadriculas de um quadrado magico é
igual a sua ordem multiplicada por ela proépria. Assim, sabendo a ordem,
sabemos a quantidade de quadriculas que cada quadrado magico planetdrio e os
respetivos nimeros que serdo colocados em cada quadricula iniciando
pelo nimero 1.

O numero constante da soma dos niumeros das n linhas, ou das n
colunas e ou das n diagonais de um determinado quadrado magico de
ordem n é o numero planetario, e a soma total do quadrado é denominada



0 numero mistico. O nimero planetario é a média aritmética entre o

, . , n+n3 , . ,
numero de ordem e o seu cubo, isto &, —, € 0 nlmero mistico é a soma

de todos os numeros do quadrado magico, ou a metade do produto do
numero de quadriculas pelo numero de quadriculas adicionadas de uma
unidade. Na tabela seguinte apresentamos na primeira coluna a ordem do
quadrado magico, na segunda, o astro, na terceira, o nimero planetario e
na quarta o respetivo nimero mistico.

Ordem | Astro N2 planetario N2 mistico
3 Saturno 15 45
4 Jupiter 34 136
5 Marte 65 325
6 Sol 111 666
7 Vénus 175 1225
8 Mercurio 260 2080
9 Lua 369 3321

Através da ilustragdo, com os quatro primeiros quadrados magicos
planetdrios, podemos comprovar, o nimero mistico e verificar que a rota
se mantém ndo sé pela soma dos nimeros das linhas, ou colunas, mas
também pela soma de outras combinagdes de nimeros.

4 |14 |15| 1
4192 9 7 6 | 12
T3]3 5 |11]10] 8
3]1[6 16 | 2 3 113

11 | 24 7T 20| 3 6 323 34|35 1
4 |12 |25 | 8 [ 16 7112728 8 |30
17 | 5 13 | 21 | 9 19 (14 (16 | 15 |23 | 24
10 | 18 1 | 14 | 22 18 (202221 |17 |13
13| 6 19 | 2 | 15 5129|110 9 |26 | 12
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