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Poema de Luis Soares

Cada reta é um caminho interrompido
Que curva
No desconhecido.

Nenhuma reta se tracga
Entre quem ama e quem n3o ama
A geometria do amor é n3o-euclidiana.

De varidveis imaginadas

A vida é complexa funcio.

A sua primitiva permanece incégnita
Presa de irresolivel equacao.

O matematico é um poeta
Que pinta
Sem paleta.

)
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Conceitos basicos

Definicao

Uma fungéo f de A com valores em B (f : A — B) consiste em
dois conjuntos, o dominio A (Ds) e o conjunto de chegada B, e
uma regra ou correspondéncia que associa a cada elemento x
(objeto) de A um e um sé elemento y = f(x) (imagem) de B.
Simbolicamente:

f:A — B
x — y=f(x)

Ao conjunto das imagens de f chama-se contradominio da fungao
e representa-se por D.




Observacdo 1

Ha correspondéncias que n3o sdo funcdes.
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Grafico e representacao grafica de uma funcao

Definicao
Se f € uma fungdo com dominio A, o grafico de f é o conjunto
dos pares ordenados

{(x,f(x)), xe A}

Sempre que o dominio ou o contradominio é um conjunto
ilimitado, é impossivel representar o grafico de uma fungao.

No caso de ndo ser possivel representar o grafico de uma fungdo
diz-se que se faz uma representacao grafica da funcao.



Exemplos

A LA A ’

3 Y y ‘ //

: — 31 §.

) Y J/

) 4 - 2 //

z A/./.

11 11 19

r — - S| N
O| 1 ) 3 X iy B | O 1 2 X [9) 1 2 3 x
D,=R; D=3 D.=]-1, 1]; D,=(2 D,=10, +o0[: D}=]1, +o9|

6/85



Varidvel dependente e varidvel independente

Graficamente, convencionou-se que no eixo horizontal se
representa a variavel independente e no eixo vertical se
representa a variavel dependente.

Por exemplo:

O perimetro P de um quadrado de lado x é dado pela funcdo
P(x) = 4x, onde x representa o comprimento do lado do quadrado.

P: x—y=4x.

@ x é a varidvel independente;

@ y é a varidvel dependente.



Teste da reta vertical

Numa funcdo, a cada objeto corresponde uma e uma sé imagem,
portanto o grafico de uma fungdo sé pode ser intersectado, no
maximo, uma vez por uma qualquer reta vertical.

O teste da reta vertical afirma que:

Uma curva representada num referencial é o grafico de uma fungdo
se e s se qualquer reta vertical intersecta o grafico, no maximo,
num ponto.



Exemplo
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Formas de representar uma funcao

Uma funcdo pode ser definida por:

@ Um diagrama

@ Uma expressdo verbal: “ A cada nimero faz corresponder o
seu dobro”
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Formas de representar uma funcao - continuac3o.

@ Uma expressdo analitica: y = 2x

@ Uma tabela
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Formas de representar uma funcao - conclus3o.

@ Uma representacdo grafica ou um grafico
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Zeros de uma funcao

Definicao

Chama-se Zero de uma fungdo a todo o objeto que tem imagem
nula.

Exemplo: Determine os zeros da func¢3o:

f(x) = (x —10)(x — 3)(x + 2).
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Extremos absolutos de uma funcao

Seja f uma fungdo de dominio D:

e f(a) é o maximo absoluto de f se, para todo o x de D,
f(a) = f(x), diz-se que a € um maximizante.

€ o minimo absoluto de f se, para todo o x de D,
f(b) < f(x); diz-se que b é um minimizante.
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Extremos relativos ou locais de uma funcao

e f(a) é o maximo relativo de f se, existir um intervalo E

contendo a, tal que f(a) > f(x), para todo x de E n D; diz-se
que a é um maximizante.

e f(b) é o minimo relativo de f se existir um intervalo E
contendo b, tal que f(b) < f(x), para todo x de E n D;
diz-se que b é um minimizante.
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Observacao 2

@ Qualquer extremo absoluto é também extremo relativo.

@ Se uma fungcdo tem maximo absoluto este coincide com o
maior dos maximos relativos e com o maior valor do
contradominio.

© Se uma funcdo tem minimo absoluto este coincide com o

menor dos minimos relativos e com o menor valor do
contradominio.
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Func3o crescente

Diz-se que f € crescente em A quando, para todos os nimeros
reais a e b em A, se a < b, entdo f(a) < f(b).

O u a b v %

f é crescente em E = [u, v]
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Func3o decrescente

Diz-se que f € decrescente em A quando, para todos os niimeros
reais a e b em A, se a < b, entdo f(a) > f(b).

O u a b v x

f é decrescente em E = [u, v]
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Func3o estritamente crescente

Diz-se que f € estritamente crescente em A quando, para todos
os nimeros reais a e b em A, se a < b, entdo f(a) < f(b).

v

Ol % a b v x

f é estritamente crescente em E = [u, v
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Func3o estritamente decrescente

Diz-se que f € estritamente decrescente em A quando, para
todos os numeros reais a e b em A, se a < b, entdo f(a) > f(b).

Of u a b v x
f é estritamente decrescente em E = [u, v]
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Definicoes

@ Uma fung¢ido diz-se crescente se for crescente em todo o seu
dominio.

@ Uma funcdo diz-se decrescente se for decrescente em todo o
seu dominio.

@ Uma fungdo diz-se mondtona num intervalo se for crescente
ou decrescente nesse intervalo.

@ Uma fungdo constante é crescente e decrescente em qualquer
intervalo do seu dominio.
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Funcoes reais de variavel real

Definicao

Chama-se funcao real de variavel real (f.r.v.r.) a toda a
correspondéncia que a cada elemento de um subconjunto A de R
faz corresponder um e um sé niimero real.

f:A — R
x — y=f(x)

Exemplo: - S3o f.r.v.r. as fungdes definidas por:
f(x)=x>+8; g(x)=2 e h(x)=sen(x).



Exercicio 2

A partir de um determinado instante, considerado como origem,
registaram-se os valores de velocidade v, em km/h, em fun¢do do
tempo, t, em segundos, durante uma parte do circuito que um
automdével percorria num rali.

‘.

a) O grafico representa uma fungdo? Justifique a sua resposta.

b) Qual é a varidvel dependente?
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Exercicio 2 - continuacao

c) Relativamente a fungdo f representada graficamente, determine:
1) o dominio;

2) o contradominio;

3) um intervalo onde a fung3o é estritamente crescente;

4) um intervalo onde a fung3o é estritamente decrescente;
5) um intervalo onde a fun¢do é constante;

6) os extremos absolutos;

7) as solugdes da equagdo f(x) = 70.

d) Construa uma tabela de varia¢do da fungo.



Funcdo afim

Definicao

Uma funcao afim € definida por uma expressdo do tipo

y=mx+b, onde m beR.

O gréfico de uma fungdo afim € uma reta.
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Exemplo

Os trés graficos seguintes sdo exemplos de graficos de funcdes afins

A
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vl Y| g Y
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/I /‘l
/ | _ = >
/0 x /10 x O %
/ Vi
/
/
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Definicoes

Definicao

Quando o grafico de uma funcdo afim contém a origem do
referencial, a funcdo tem o nome de funcao linear ou funcao de
proporcionalidade direta.

Quando o grafico de uma fungdo afim é paralelo ao eixo das
abcissas, a fungdo diz-se funcao constante.
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Observacao 3

@ Uma func¢ao de proporcionalidade direta é definida por uma
expressdo do tipo y = mx, com m # 0;

@ uma fung¢do constante é definida por uma expressao do tipo
y =b,com beR.
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Declive de uma reta

Definicao

Sendo A(x1,y1) e B(x2,y2) pontos de uma reta, chama-se declive
da reta ou coeficiente angular e representa-se por m ao

quociente:
2— )1
m= 2"
X2 — X1

, X1 F X2

Sendo P(x,y) um ponto qualquer da reta, uma equagcdo dessa reta
pode ser obtida pela férmula:

y—y1=m(x—xy).




Relacdo entre os declives de duas retas paralelas e duas

retas perpendiculares

O declive de uma reta é extremamente (til para averiguar se duas
retas sdo paralelas ou perpendiculares.

Definicao

Duas retas distintas ndo verticais sdo paralelas se e s se os seus
declives forem iguais, isto é, se e s6 se m; = mj.

Definicao

Duas retas distintas ndo verticais sdo perpendiculares se e sé se o

declive de uma for igual ao simétrico do inverso do declive da

outra, isto é, se e s6 se my = _m%'
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Exercicio 6

Determine a equagdo geral da reta (Ax + By + C = 0) que passa
pelo ponto (1,1) e é:

a) paralela a reta 5x + 3y = 10;
b) é perpendicular a reta 6x + 8y = 1,

x—2 y-—3
2 lela a ret =—.
c) é paralela a reta 2 :

d) é perpendicular a reta 2x — 9y = 12
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Exercicio 9

Para cada a € R, a expressao

define uma func3o afim.

a) Se a = 4, determine as coordenadas dos pontos de intersegdo do
grafico da fungdo com os eixos coordenados.

b) Determine a de modo que o grafico da fun¢do contenha o ponto
de coordenadas (1, 3).

c) Determine o valor de a de modo que a fungdo n3o tenha zeros.

d) Determine a de modo que a fun¢do seja decrescente.
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Funcdo Quadratica

Definicao

Uma funcao quadratica é uma funcdo definida por:
f(x)=ax®>+bx+c, a#0

com a, b e ¢ sdo nimeros reais.

O dominio de uma funcdo quadratica é o conjunto dos nimeros
reais.

O grdfico de uma funcdo quadratica é uma parabola.
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Sentido da concavidade do grafico de uma funcao

quadratica

Dada uma fungdo f definida por
f(x) =ax*+bx+c, acR\{0} e bceR
tem-se que:

@ se a > 0, a concavidade do grafico é voltada para cima;

@ se a < 0, a concavidade do grafico é voltada para baixo.
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Intersecao do grafico com o eixo Oy

Para obter as coordenadas do ponto de intersecdo do grafico da
funcdo f definida por f(x) = ax®> + bx + ¢, com a,b,ce Re a # 0
com o eixo Oy, substitui-se x por 0.

Como f(0) = c, existe sempre um ponto de intersecdo do grafico

da fun¢do quadratica com o eixo Oy. As coordenadas do ponto de
intersecdo sdo (0, ¢).
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Intersecao do grafico com o eixo Ox

Uma func¢do quadrética pode ter um zero, dois zeros ou nenhum.
As abcissas dos pontos de ordenada zero sdo os zeros da fungdo.

Para calcular os zeros de uma fungao f, definida por

f(x) = ax?> + bx + ¢ (com a # 0), pode recorrer-se a férmula
resolvente, igualando a expressdo analitica da fungdo f a zero, ou
seja resolvendo a equagdo f(x) = 0.
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Férmula Resolvente

ax’+bx+c=0 <

—b+ v/b?% —4ac
o x = =
2a
- —b —/b% —4ac —b+v/b? —4ac
= A\V4 = .

2a x 2a

O radicando A = b% — 4ac é o binémio discriminante.
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Quadratica - dois zeros reais

Para sabermos o nimero de zeros de uma fun¢do quadratica
podemos atender ao sinal do bindmio discriminante. Assim:

@ Se A > 0 a equacgdo tem duas raizes reais distintas

‘\l

o *
A>0
a> 0
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Quadratica - um zero real duplo

@ Se A =0 a equagdo tem uma raiz real (raiz dupla)
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Quadratica - sem zeros reais

@ Se A < 0 a equagdo ndo tem raizes reais

y} \_/ y|
ou O x
0] i
asd A<0
a>0 : ¥
a< ()

40 /85



Determine os zeros das fungdes definidas por:

a) fF(x) = x> —2x+1
b) g(x) = —x®> + x +2

c) h(x) = x> —4x+5
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Contradominio de uma funcdo quadratica

Para determinar o contradominio de uma funcdo quadratica
determinam-se as coordenadas do vértice da pardbola que
representa graficamente a fungdo.

Como determinar o vértice da pardbola?

Toda a funcdo quadrética f definida por f(x) = ax? + bx + ¢, com
(a # 0), tem como gréfico uma pardbola de vértice no ponto

(h, k), sendo:
b
@ h= ~ 5,

° =f(—b)
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Outro processo para determinar o vértice de uma parabola

Ha outros métodos para determinar o vértice da pardbola sem
recorrer a calculadora. Escrevendo a expressao:

f(x) =ax® + bx + ¢

na forma
f(x) =a(x — h)2 +

e o vértice serd o ponto de coordenadas (h, k).
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Exercicio 12

Considere a funcdo quadratica f, definida por

f(x) = x> —5x + 6.

Escreva a funcdo na forma f(x) = a(x — h)? + k e indique as
coordenadas do seu vértice.
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Exercicio 14

Para cada valor real de t, a expressdo g(x) representa uma fungdo
quadrética, sendo
g(x) = x* —4x + t.

Determine t de modo que a funcdo g tenha:

a) dois zeros reais;
b) um dnico zero real;

c) ndo tenha zeros reais.
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Funcao par

Definicao

Uma funcio g diz-se par se e s6 se

Vxe Dy, —xe Dy e g(—x)=g(x).
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Funcao impar

Definicao
Uma fungdo f diz-se impar se e so se

Vx e Df, —x € Df e f(—x) = —f(x).
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Estude a paridade de cada uma das fun¢Ges reais de variavel real
definidas por:

a) f(x) = x — 4x?
b) g(x) =1—x*

c) h(x) = I/x —9x3
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Funcao médulo

A fungao definida por

X, sex =0
f(x) =
—X, sex <0

€ chamada funcao médulo ou funcao valor absoluto e tem
como dominio o conjunto dos numeros reais.
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Observacao

@ Para k>0
x|=k < x=k v x=—k
Ix|[<k < x<kax>—-k & —k<x<k

Ix|>k © x>k v x<—k

@ Para k=0

x| =0 < x=0
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Exercicio 17

Resolva cada uma das seguintes condi¢des:

a)|x—1=4

b) [x — 2| <5

c) 3x —1] > 12
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Considere a funcdo f definida por f(x) = x> — 2x.
a) Represente graficamente f e |f].

b) Explique como se pode obter o grafico de |f| a partir do grafico
de f.
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Funcao exponencial

Definicao
Uma fungdo da forma
f(x) =a*

é chamada uma fun¢3o exponencial, sendo x € R e ae RT\{1}.
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Observacao

Note que em f : x ~ y = a¥

@ Sea=0, f(x) =0, para todo o x € R, e f seria uma funcdo
constante em R™.

@ Sea=0exeR ", f(x) ndo seria um nimero real.

@ Sea=1, f(x) =1, para todo o x € R, e f seria uma fun¢do
constante.

@ Se a <0, entdo f(x) nem sempre seria um ndmero real.

Por exemplo, se a = —4, f(1) = (—4)% = 4/—4 que ndo é um
nimero real.
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Exercicio 21

Durante as tltimas décadas verificou-se que a populacdo mundial
crescia 2% ao ano e que em 1992 era cerca de 6 mil milhdes.

a) Mostre que a populagdo P pode ser dada pela expressdo
P(t) = 6(1 +0,02)" com t em anos e t = 0 corresponde a 1992.

b) Recorrendo a calculadora represente graficamente a fung3o.

c) Qual serd a populagdo em 2100 prevista para este modelo?
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Propriedades das funcoes exponenciais

Sejam f(x) =2%; g(x)=3% e h(x) = 10* e consideremos a
sua representacdo grafica no mesmo referencial:
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Propriedades das funcoes exponenciais

e O ponto (0,1) é comum a todos os graficos.

@ Quando x — 400, as fungdes tendem para +o0.

@ Quando x — —a0, as funcdes tendem para 0.
Relativamente as fungdes y = a*, com a > 1, pode afirmar-se

ainda que o dominio é R, o contradominio é R*, s3o continuas,
injetivas e crescentes.
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Observacao

Se uma funcdo € injetiva qualquer reta horizontal intersecta o
grafico da fungdo no maximo num ponto.
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Como obter o gréficode y = a* com a > 17

Como podemos obter o grafico da fungdo y = a=* a partir do
grafico da funcdo y = a*, coma>17

Atendendo a que os dois graficos sao simétricos relativamente ao
eixo das ordenadas, entdo:
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Propriedades das fungdes exponenciais f(x) = a*, a>0e

a#l

© A funcdo f é estritamente crescente para a > 1 e estritamente
decrescente para 0 < a < 1.

@ O grafico da fungdo intersecta o eixo Oy no ponto de
coordenadas (0, 1).

@ A reta de equagdo y = 0 (eixo Ox) é uma assintota horizontal
do grafico de . A funcdo n3o tem assintotas verticais nem
obliquas.

© O dominio é R e o contradominio ¢ |0, +c0.
© A funcao é injetiva.
O A funcio é continua.

60 /85



Equacdes exponenciais

As funcdes exponenciais sdo injetivas. Assim,

Para a>0 e a#1,

se 3 =3, entio x1 = x.

Esta propriedade é utilizada para resolver equagdes exponenciais.
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Resolva em R, cada uma das seguintes equacdes:

a) 2857x =32
b) 10 —10* =0
C) 3x2—5x — 8711

d) x> x5 X —-3x5%=0
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Aplicacdo da funcao exponencial de base e

@ O capital acumulado M obtido pelo investimento de um
capital C, durante t anos, a uma taxa nominal r, com
capitaliza¢Bes n vezes por ano, é dado pela férmula:

M=C<1+%>nt.

A medida que n aumenta, M aumenta, mas tem um limite.
Se a capitalizag¢do fosse calculada continuamente, a férmula

M= Ce'"

permitiria o calculo do capital acumulado.
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Exercicio 25

Colocaram-se 1000 euros num banco a taxa anual nominal de 4%.
Calcule o capital acumulado num ano se as capitalizagbes forem:
anuais, trimestrais, mensais, didrias, hora a hora e continuas.
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Transformacoes de funcoes

y=f(x)+a| 1| | Translagdo de a na direcdo do eixo Oy

y =f(x+a) | « | Translacdo de —a na direcio do eixo Ox
Expans3o ou contracao segundo o factor a na

y=2af(x) direcdo do eixo Oy .

y = f(ax) E.xpaPsao ou contragdo segundo o factor 3 na
direcdo do eixo Ox

y = —f(x) Simetria em relagdo ao eixo Ox

y = f(—x) Simetria em relagdo ao eixo Oy
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Seja f a funcgdo cuja Represente graficamente cada
representacdo grafica é uma das seguintes funcgdes:

a) fi(x) = f(x) = 1;

b) fa(x) = f(x) + 1;
Al c) fi(x) =f(x) = 3;
d)) :4((X)) = ;:((X —l—il));
y = f(x) €) Isix) =T1{Xx—1)
l\/ , ) fe(x) = f(x+2);
O[ 123 % g f(x)=2f():
h) fg(x) = 3 (x);
i) fo(x) = f (3x);
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Logaritmo de um nidmero

Qual é o nimero a que é necessario elevar 2 para obter 87
Como sabemos, a resposta é 3, pois 23 = 8.
Diz-se que 3 é o logaritmo de 8 na base 2 e escreve-se:

log, 8=3 < 23=38

Definicao

O logaritmo de x na base a, com a € RT\{1}, é o expoente a que
se deve elevar a para obter x, isto €,

log, (x)=y < & =x

67 /85



Consequéncias da definicao:

@ O logaritmo de 1 em qualquer base é 0, isto é, log,(1) =0

@ o logaritmo na base a de a é igual a 1, isto é

@ S é possivel calcular o logaritmo de um nimero positivo.
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Calcule:

a) logs (27)

b) log1 (8)

c) log, (f%)

d) logz (1) + logs (3)
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Logaritmos com bases especiais

No célculo com logaritmos ha duas bases que sao usadas com
maior frequéncia: a base 10 (também designada por base comum)
e a base e (também chamada base natural).

Estas bases s3o quase sempre suprimidas e a escrita normal é
modificada:

logyo(x) — log(x)

log..(x) — In(x)
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Calcule:

a) log(100)
b) In(e*)

c) —LIn(e3) + 4log(0,001)
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Definicao da funcao logaritmica

Consideremos a funcdo exponencial y = 2%, cujo gréfico é:

3249 1 2 3%

Esta funcdo é injetiva e como tal tem inversa.

Se uma funcdo admite inversa esta designa-se por f 1 e os graficos
de f e f~1 sdo simétricos relativamente a reta de equacdo y = x.
No caso da fungdo exponencial f(x) = a*, a fungdo inversa
designa-se por fungdo logaritmica, isto é, f~1(x) = log, x.
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Exemplo

Consideremos f(x) = 2% e f1(x) = log, (x)

e calculemos a imagem de alguns objetos por f e por f~, para as
fungdes representadas no grafico.

X 0,1 0 1 2 3 4 |y =logy(x)
y =2% X
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Propriedades das funcdes logaritmicas

Paraa>1

O
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Propriedades das funcdes logaritmicas

Q9 g(1)=0

@ Dominio: R*

© Contradominio: R
Qzgx)=0 & x=1

© g é estritamente crescente

Q Ilim g(x)=+0w

X—400

@ lim g(x)=-w

x—07+

A reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do grafico de g

Q g é continua.
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Propriedades das funcdes logaritmicas - cont.

Se0<axl

g: R — R

x — log,x

0D<ac
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Propriedades das funcdes logaritmicas - cont.

Q9 g(1)=0

@ Dominio: R*

© Contradominio: R
Qzgx)=0 & x=1

© g é estritamente decrescente

Q Ilim g(x)=—ow

X—400

@ Iim X) =+
Jim_g(x)

A reta de equagdo x = 0 é assintota vertical do grafico de g
Q g é continua.
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Determine o dominio de cada uma das funcdes:

a) fi(x) = 5>

d) f4(x) = log(14 — x?)
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Propriedades operatérias dos logaritmos

Considere x e y dois niimeros positivos quaisquer € a é um nldmero
positivo diferente de 1.

1) Logaritmo do produto
O logaritmo do produto é igual a soma dos logaritmos dos fatores:

|Oga(X y) = |Oga(X) + loga()/)

2) Logaritmo de um quociente
O logaritmo do quociente é igual a diferenca entre os logaritmos
dos termos:

log, (;) = log,(x : y) = log,(x) — log,(y)
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Propriedades operatérias dos logaritmos - conclusao

3) Logaritmo de uma poténcia
O logaritmo de uma poténcia é igual ao produto do expoente pelo
logaritmo da base:

log,(xP) = p log,(x), peR

4) Mudanca de base

log,(x) = :Zzl;g;, sendo be RT\{1}
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Calcule, recorrendo as propriedades dos logaritmos:

a) log3(27 x 9)
b) log, (16 : 2)
c) log,(8°)

d) log,(1) + Iog6(363)
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Use apenas uma vez o simbolo In para escrever a expressao:

a) In(3) + In(x?) + In(x), (x> 0);

b) In(x®) —In(y?) +2In(x), (x>0 e y #0).
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Equacdes exponenciais e logaritmicas

Algumas equagdes envolvendo logaritmos podem ser resolvidas
através de uma equagdo exponencial equivalente e algumas
equagdes com a incégnita em expoente podem ser resolvidas
usando logaritmos.

Tal equivaléncia é possivel atendendo a que:

log,(x) =y < x=2a

¥=y e x=log,ly)
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Resolva cada uma das equagdes:

a) log(x?) = log(2x) f) 321 =3

b) 4e> + 3 = 403 g) = =8

c) logs(x) = 5 h) log(x — 3) = log(2x — 9)
d) 2¥ =80 i) In(6x) = In(x? — 16)

e) log(3x?) = log(x?) j) 100073 = 0, 1%
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Exercicio 36

Admita que a altura h, em metros, das plantas de uma
determinada espécie é dada em fungdo do tempo t (t > 1), em
meses, por:

h(t) = 0,32 +0,891In(t)

Apresente os resultados com duas casas decimais.
a) Uma planta tem 50 c¢m de altura. Quantos meses tem a planta?

b) Mostre que, para qualquer valor de t, h(3t) — h(t) é constante.
Determine um valor aproximado as centésimas dessa constante e
interprete esse valor no contexto do problema.
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Exercicio 38

A desvalorizacdo de um automével de luxo é dada pela funcao
P(t) =100 e 12 *

onde P é o valor do automével em milhares de euros e t o tempo,
em anos, decorrido apds a compra.
a) Qual é o valor do automével trés anos apds a compra?

b) Determine x tal que, para qualquer t, P(t + x) = 3P(t).
Apresente o resultado arredondado as décimas e interprete o valor

obtido no contexto da situacdo descrita.

c) Anos apds a compra, o automdvel foi vendido por 35 000 euros.
Quantos anos tinha o automdvel quando foi vendido?
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Funcoes trigonométricas

@ Funcao seno

Consideremos a fungdo real de varidvel real definida por:
f:R— R

x +— f(x) =sen x
A representacdo grafica de f é:

—
1
I
I
|
]
I
I
I
I
|
I
|
]
o, i
s ]
|
EE T
|
|

—————— e o o o s o
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Funcdo Seno - continuacao

@ Dominio: R
e Contradominio: [—1,1]

@ Paridade: f é uma fung¢do impar, isto é,
f(—x) = —f(x), Vx € D

@ Injetividade: f n3o é injetiva

@ Periodo: o periodo positivo minimo é 27

@ Zeros: Todos os pontos da forma x = kw, keZ
e Positiva: nos intervalos |2km, 7w + 2kn[, keZ

o Negativa: nos intervalos |7 + 2km, 2w + 2kn|, ke Z

88 /130



Funcdo Seno - continuacao

o Minimo: -1 para x = 3% + 2kmr, keZ

Maximo: 1 para x = 5 + 2km, keZ

Crescente: nos intervalos [—% + 2km, 5 + 2k7r] , kel

o Decrescente: nos intervalos [5 + 2km, 3T + 2kr|, keZ

Equagdes: Seja ae [—1,1] e sen o = a. Ent3o:
sen x = a < sen x =sen a <

& x=a+2kr v x=(r—a)+2kmr, kel
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Resolva as seguintes equacdes:

a)2sen(3x) =1
b) sen (5x) =0
c) 2 sen (10x) = /3

d) sen (2x) = —sen x
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Func3o cossecante

Definicao
Chama-se cossecante de x a fungdo definida por

1

sen x

cosec X =
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Funcao Cosseno

Consideremos a func¢3o real de varidvel real definida por:

A representacdo graf

f: R— R

x +— f(x) = cos x

ica de f é:

92
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Funcao Cosseno - continuacao

@ Dominio: R

e Contradominio: [—1,1]

e Paridade: f é uma fungdo par, isto ¢, f(—x) = f(x), Vx € Dr
@ Injetividade: f n3o é injetiva

@ Periodo: O periodo positivo minimo é 27

@ Zeros: Todos os pontos da forma x = 5 + k7w, keZ

e Positiva: nos intervalos | — 5 + 2km, 5 + 2kn[, keZ

o Negativa: nos intervalos |3 + 2km, 3% + 2kn[, keZ
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Funcao Cosseno - continuacao

@ Minimo: -1 para x =7 + 2kn, keZ
@ Maximo: 1 para x = 2knw, keZ
o Crescente: nos intervalos [—m + 2km,2knw], keZ

@ Decrescente: nos intervalos [2km, 7 + 2kn]|, keZ

Equagdes: Seja a€ [—1,1] e cos o = a. Entdo:
COS X =a & CO0S X =Cos a <

S x=a+2kn v x=—a+2kw, kelZ.
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Resolva as seguintes equagdes:

a)2 cos (3x) =1
b) cos (5x) =0

c) cos (2x) = —cos x
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Funcido secante

Definicao
Chama-se secante de x 3 fungdo definida por

1
cos x

S€C X =
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Funcado tangente

Consideremos a fungdo real de varidvel real definida por:
0
f: R\{E—i-kw, keZ}—> R
x> f(x) =tg x

Notemos a alteracdo imposta ao dominio da funcdo uma vez que

pelo que cos x # 0.
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~

tangente - continua

T

Funcao

3o grafica de f é:

A representac

A
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Funcao tangente - continuacao

e Dominio: R\{5 + km, k € Z}
@ Contradominio: R

@ Paridade: f é uma fungdo impar, isto é,
f(—x) = —f(x), Vx € Df

@ Injetividade: f n3o é injetiva

@ Periodo: O periodo positivo minimo é w

@ Zeros: Todos os pontos da forma x = k«w, keZ
e Positiva: nos intervalos |km, 5 + kn[, keZ

o Negativa: nos intervalos |5 + km, 7w + kn[, keZ
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Funcao tangente - continuacao

@ Minimo: n3o tem

Negativa: nos intervalos |5 + km, 7 + kr[, keZ

@ Maximo: n3o tem
@ Crescente: nos intervalos [—% + km, 5 + kw] , kel

@ Decrescente: nunca

Equacdes: Seja a€ R e tg o = a. Entdo:

tgx=a © tgx=tga & x=a+ kmn, keZ.
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Exercicio 42

Resolva a seguinte equagdo trigonométrica

tgx—tg2x=0.
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Funcdo cotangente

Consideremos a fungdo real de varidvel real definida por:

f: R\{km, keZ} — R

x — f(x) = cotg x

Notemos a alteragao imposta ao dominio da fungao uma vez que

COs X

cotg x = ,
sen x

pelo que sen x # 0.
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Funcdo cotangente - continuacao

e Dominio: R\{km, k € Z}
o Contradominio: R

o Paridade: f é uma fung¢do impar, isto é,
f(—x) = —f(x), Vx € D

@ Injetividade: f n3o é injetiva
@ Periodo: O periodo positivo minimo é 7
@ Zeros: Todos os pontos da forma x = 5 + km, keZ

o Positiva: nos intervalos |km, 5 + kn[, ke Z
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Funcdo cotangente - continuacao

Negativa: nos intervalos |5 + km, 7w + kn[, keZ

Minimo: n3o tem

@ Maximo: n3o tem

@ Crescente: nunca

Decrescente: nos intervalos [km,m + kr|, keZ

Equacdes: Seja a€ R e cotg o = a. Entdo:

cotgx =a © cotgx =cotgax & x=a+ kmw, keZ.
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Exercicio 43

Mostre que

1

sen X

= sen x (cos 27 + cotg’x) .
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Funcoes circulares inversas

Tendo em conta que apenas as fungdes injetivas admitem inversas,
ndo podemos, a priori, falar em inversas das funcgdes circulares.

Deste modo, definem-se restri¢gdes das fun¢Ges onde sejam bijetivas
e assim, podemos definir as inversas das funcoes circulares.
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Func3o arco-seno

Consideremos a funcao real de varidvel real definida por:

f: R— [-1,1]

x — f(x) =sen x

Qualquer restricao de f a um intervalo do tipo
T T
Tk Tk ] kel
[ 5 + KT, 5 + K7 |,

é bijetiva.
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Func3o arco-seno - continuacao

De entre todas as restricGes, chama-se restricao principal a

funcado

1o o

0
0

T
g [-33]— -1 Z
X +— g(x) = sen x

~of =)

Nofa

Nos intervalos em que a inversa de sen x é uma funcdo, ela
representa-se por arcsen x e permite obter o angulo y cujo seno é

X.
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Definicao da funcdo arco-seno

Definicao

Define-se a fungdo inversa da fungdo seno, arco-seno, por

arc sen x

X = arcsen x
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Calcule:

a) arcsen 0

)

c) arcsen (— @)

)

N[=

b) arcsen (

NS,

d) arcsen (

111 /130



Exercicio 45

Determine o dominio e a inversa da funcdo definida por

f(x) = arcsen (2x — 3).

112 /130



Funcao arco-cosseno

O que se passa com a fungdo seno passa-se com as restantes
funcdes trigonométricas. Interessa apenas fixar a restricdo principal
para se poder definir a inversa.

Qualquer restricdo da funcdo cosseno a um intervalo do tipo
[km, 7 + km], kelZ

é bijetiva.
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Func3o arco-cosseno - continuacao

No caso da fungdo cosseno, considera-se como restricdo principal a

funcao

h: [0,7] — [-1,1]
x +— h(x) = cos x

=)
|
|
|
| o=
K
x

Nos intervalos em que a inversa de cos x € uma func3o, ela
representa-se por arccos x e permite obter o dngulo y cujo cosseno
é Xx.
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Func3o arco-cosseno - continuacao

Define-se a funcdo inversa da funcdo cosseno, arco-cosseno, por

ht: [-1,1] — [0, 7]

X = arccos Xx
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Calcule:

a) arccos0

N|—=

)

c) arccos (—?)

b) arccos (

d) arccos (72>
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Exercicio 47

Determine o dominio e a inversa da funcdo definida por

f(x) = 3arccos(2x — 3).
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Funcao arco-tangente

Qualquer restricdo da fungdo tangente a um intervalo do tipo

]—f+kw,f+kw[ kelZ

2 2
é bijetiva.
No caso da fungdo tangente, considera-se como restricdo principal
a funcao
| 1
= \“ Iv:lg X
I I
I I
na
! 1
2 /I B
m™ T i :
S R
] 2°2 [ | |
| |
| |

x> s(x) = tg x
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Funcao arco-tangente - continuacao

Nos intervalos em que a inversa de tg x é uma fungdo, ela
representa-se por arctg x e permite obter o dngulo y cuja tangente
é x.

Define-se a fun¢do inversa da funcdo tangente, arco-tangente, por
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Exercicio 48

Caracterize a inversa da fun¢ao definida por

1
g(x) = 5 arctg (x +3) — %
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Funcao arco-cotangente

Qualquer restricdo da funcdo cotangente a um intervalo do tipo
|km, 7+ kn| kelZ
é bijetiva.

No caso da funcdo cotangente, considera-se como restricao
principal a fungdo

y=cotg x

t: 0,7 — R
x — t(x) = cotg x
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Funcao arco-cotangente - continuacao

Nos intervalos em que a inversa de cotg x € uma funcao, ela
representa-se por arccotg x e permite obter o angulo y cuja
cotangente é x.

Define-se a fungdo inversa da fungdo cotangente,
arco-cotangente, por

t71: R —]0, 7 \,,
7
0

x > t71(x) = arccotg x




Exercicio 49

Calcule arccotg (/3).
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Operacdes com funcoes

Dadas duas fungdes f e g podemos operar estas duas fungdes
entre si de modo a obter novas fun¢des.

o (f+g)(x)=r(x)+gx) (soma)
o (f—g)(x) ="f(x)—gx) (diferenca)
o (fg)(x) = f(x)g(x) (produto)

o (f> () = fX) (quociente)
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Funcao Composta

Outra forma de operar duas func¢des é através da composicdo. A
func3o resultante diz-se funcdo composta.

Definicao

Sejam f e g duas funcbes. A funcdo dada por

(fog)(x) = f(g(x))

€ chamada funcdo composta de f com g ou f apés g. O dominio
de f o g é o conjunto de todo o x no dominio de g, tal que g(x)
esta no dominio de f.

Dfog = {x: xe Dy A g(x) € Dr}
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Funcdes permutaveis

Definicao

fog=gof

diz-se que as fungdes f e g sdo permutaveis.
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Dadas as fungdes f(x) = x> + 1 e g(x) = sen x, determine:
a)fog

b)gof
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Averigue se as func¢des indicadas em cada caso s3o, ou ndo,
permutaveis:

a)f(x)=1-x e gx)=x-1
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Dadas as fungdes f(x) = v/3x + 1 e g(x) = x2 + 5. Calcule o
valor da expressdo:

a) (fog)(1)
b) (g o f)(5)
c) (fog)(=1)
d) (fog)(x)

e) (gof)(x)
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Considere as fungoes:

@ c(x) = cosx o k(x) = cotgx e
s(x) = sen x o a(x) = Ix
t(x) = tgx,

Calcule:

a)(coa)(l) e (coa)x)
b) (soa)(2) e (soa)(x)
c) (toa)(4) e (toa)x)

d) (ko a)(2) e (koa)(x)
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Razao incremental

Seja y = f(x) uma fungio real de varidvel real. Chama-se razdo
incremental ou taxa de variacdo média da func3o f entre xy e
x1 = xo + h ao quociente (ou razdo):
f(x1) — f(x)
X1 — X0 '
Mas,
o f(x1)="f(xo+h)e
ex1=xg+th&e h=x1—Xxp
e assim,
f(x1) — f(x0) _ f(xo+ h) —f(x0) _ Ay
X1 — Xo h Ax

onde

Ax é o acréscimo dado a varidvel independente x (ou incremento)
Ay acréscimo correspondente da funcao.
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Interpretacao geométrica da razao incremental

f(x1) — f(x0)

X1 — X0

A razdo incremental representa o declive da reta

secante PQ.

)
&
)
QQJ
o7
N
Qg) eCa“\e
0 Re®™>
fxp - <y =f(x)

P flx) = f(xp)
f(xg) y

X; —Xo

Xo -« X
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Derivada de uma funcdo num ponto

Definicao
Chama-se derivada da funcdo f) no ponto xo (xo € Ds), ao limite
da razdo incremental da fungdo f(x) entre xp e x quando x — xq,
isto é,
f(x)—f f h) —f
im [ —fx0) _ . Flo+h) — flx)
X=X X — Xp h—0

Representa-se por

df dy
fi(x0)i  ¥'(0)i  Dr(xpi <dx)x=xo . (dx)x=xo'




Derivada por definicio de uma funcao num ponto

Portanto:

f/(Xo) = lim

flbo) = fli—rpo h
. f(xo + Ax) — f(x
o = g gt

Se este limite existir (ou for infinito) diz-se que f tem derivada no
ponto xp. Se ndo existir, diz-se que f ndo tem derivada no ponto
X0-
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Interpretacao geométrica da derivada de uma funcdo num

ponto

Conforme sugere a figura, o ponto @ move-se ao longo da curva
em direc3o a P se e somente se x; tende para xp. Assim, f'(xp)
representa o declive da reta tangente ao gréafico de f no ponto

(%0, f(x0))-

Reta \
tangente

Py~ S —
b e —




Resumo- interpretacoes geométricas de razao incremental

e derivada num ponto

flxy)

!I,\‘”)’

Mgec

y =f(x)

Yo Xy

mge. € a taxa de variagao média
de y em relagao a x no intervalo
[xg, X4].

)H(g

v =f(x)

-

Xp

myq € a taxa de variagao instantanea
de y em relag¢ao a x no ponto .



Funcao diferenciavel ou derivavel num ponto

Definicao

Seja f uma fungdo real de varidvel real e xg € Dr. Diz-se que f é
diferenciavel ou derivavel no ponto xy quando a derivada existe e é
finita no ponto xg.

8/62



Derivada lateral a esquerda

Seja f uma f.r.v.r cujo dominio D contenha um intervalo /.

Definicao

Designa-se por derivada a esquerda da func¢do f(x) no ponto
a € | ao limite lateral
f(x)—f(a)

im ———= = I|im
xX—a~ X —a h—0—

f(a+ h)—f(a)

sempre que este limite exista (ou seja infinito).
Notag3o:

f@ e e @ (4 () o




Derivada lateral a direita

Definicao
Designa-se por derivada a direita da funcao f(x) no ponto
a € | ao limite lateral

o f0—f@) _ | fla+h) —f(a)

x—at X —a h—0+ h

sempre que este limite exista (ou seja infinito).
Notag3do:

df dy
et ae der e (), (&), o
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Observacoes

@ As notagBes mais utilizadas sdo f;(a) ou f] (a) para a derivada
a direita e f/(a) ou f’ (a) para a derivada a esquerda.

@ Notemos que f'(a) existe se e s se existirem e forem iguais

fi(a) e fi(a).
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Funcao diferencidavel num intervalo

Seja | = [a, b]. A fungdo f é diferencidvel em [ se, e sé se,
e f é diferencidvel em |a, b|
o f é diferencidvel a direita de a

o e f é diferencidvel a esquerda de b
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Funcao derivada da funcao

Definicao

Sejam f uma f.r.v.r e A o conjunto dos pontos onde f é
diferencidvel.

Designa-se por funcao derivada da funcao f a funcio que a cada
x € A associa a derivada nesse ponto, f'(x).

f(x+ h) —f(x)

xeA — f'(x) zllim0

Notag3do:
df  dy

o9 Y.oop
dx' dx’ f
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Exercicio 1

Seja f(x) = x*> — 1. Calcule:

a) f'(x)

b) (3)
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Exercicio 4

Mostre que n3o existe a derivada da fun¢do f(x) = |x| no ponto
x = 0.
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Equacao da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto

(%0, f(x0))

Seja f uma funcdo que admite derivada no ponto xg e seja
m = f'(xp). Ent3o, a equacdo da reta tangente ao grafico de f no
ponto (xp, f(xp)) define-se por:

o y—f(xo) =f'(x)(x—x0), sef'(x) for finito;

e x =xp, se f'(xg) for infinito.
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Equacdo da normal ao grafico da funcao f no ponto

(%0, f(x0))

Sabemos que duas retas s3o perpendiculares se o declive de uma
for igual ao simétrico do inverso da outra. Assim sendo,

o y—f(x)=-— (x — x0), se f'(xp) # 0

'(xo)

@ x = xp, se f'(xg) = 0.
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Exercicio 5

Escreva as equacdes da tangente e da normal a curva y = x3 no

ponto (1,1).
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Teorema

Teorema

Seja f uma funcio real de varidvel real. Se f é diferencidvel no
ponto xg, entdo f é continua nesse ponto.
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Observacao

O reciproco do teorema anterior nem sempre é valido, isto §,

f é continua em xg == f é diferencidvel em xp.

@ Dé um exemplo de uma fun¢do que seja continua num ponto
e n3o seja diferencidvel nesse ponto.
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Regras de derivacao

Nesta seccdo vamos aprender como derivar funcdes sem recorrer a
definicdo. Para tal, usaremos um conjunto de regras para
determinar as derivadas sem usar diretamente a definicdo. Essas
regras de derivagdo permitem-nos calcular com relativa facilidade
as derivadas de polinémios, fung¢des racionais, fungdes algébricas,
funcdes exponenciais, fungdes logaritmicas, além das funcoes
trigonométricas e trigonométricas inversas.
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(Derivada da fungdo constante

Teorema

(Derivada da fungcdo constante)

Se y = f(x) = c (constante), entdo

dy
~Z =f(x)=0
dX (X) )

Vx e R




Exercicio 7

Calcule a derivada de:

a) f(x) = 20



Derivada da funcdo poténcia

Teorema

(Derivada da fungao poténcia)
Se f(x) = x" entdo

% = f'(x) = (x") = nx""!

Generalizacao:
Se f é uma func3o derivavel, entdo

[F7C] = n FG)™ £ (%)



Exercicio 8

Calcule a derivada de:

a) x? e) v/x
b) x* f) v/x2
c) x125 g) x~6
d) 1 h) x~14
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A regra da multiplicacdo por uma constante

Teorema

(A regra da multiplicagdo por uma constante)

Se ¢ é uma constante e f uma funcdo derivavel, entdo

e (] = e 7N = ¢ F/(x)




Calcule a derivada de:

a) 3x*
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Derivada da soma

Teorema

(Derivada da soma) Se f e g forem ambas derivaveis, entdo

d

)+ 8] = [f() + ()] = F'(x) +&'(x)

Observacao

A regra da soma pode ser estendida para a soma de qualquer
nimero de fungdes.




Derivada da diferenca

Teorema

(Derivada da diferenga) Se f e g forem ambas derivdveis, entdo

dx
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Calcule a derivada de:

a) x® +12x% — 4x* +10x® — 6x + 5

b) —2x + 4/x.
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Exercicio 12

Determine os pontos da curva y = x* — 6x? + 4 onde a reta
tangente é horizontal.
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Derivada da func3o exponencial

Teorema

(Derivada da fungcao exponencial)

Se y = a* com ae RT\{1}, entdo

d
"= ¥ha

y_dx

Generalizacao:
Se u € uma funcio derivadvel, ento

[a“0] = 2" W/ (x) Ina




Calcule a derivada de:

d) 10

33/62



Derivada da funcdo exponencial natural

Teorema

(Derivada da fungao exponencial natural)

Se y = e¥, entdo

dy
1_7: xX\/ X

Generalizacao:
Se u € uma funcio derivadvel, ento

[eu(x)]l _ eu(x) UI(X).
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Calcule a derivada de:
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Derivada da funcao logaritmica

Teorema

(Derivada da funcao logaritmica)

Se y = log, x com a€ RT\{1}, entdo

I:Q: 1
dx xlna’

Generalizacao:

Se f é uma funcdo derivavel, entdo

llog, (FGO)] = )
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Calcule a derivada de:

a) logy(x)
b) logs (3x)
c) logg(x? + x)

d) Iog%(6x5 +2)
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Derivada da funcao logaritmica de base e

Teorema

(Derivada da fungao logaritmica de base ¢)
Se y = Inx, entdo
g1
dx x’
Generalizacao:

Se f é uma funcio derivavel, entio

[ (FCNT = s
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Calcule a derivada de:

a) In(3x)
b) In(4x")
c) In(x? + x)

d) In(6x> + 2)
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Derivada do produto

Teorema

(Derivada do produto)
Se f e g sdo diferencidveis, entdo

%[f(X) g(x)] = [f(x) g(x)] = f'(x) g(x) + f(x) g'(x).
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Calcule a derivada de

a) x e
b) x* 5%

c) x? In(x? + x)
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Derivada do Quociente

Teorema

(Derivada do Quociente) Sejam f e g sdo diferencidveis, entdo

£[(9)]- (¢ - g
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Derivada do Quociente em que o numerador é 1

Teorema

Derivada do Quociente em que o numerador é 1
Se g € diferencidvel e g(x) # 0, entdo

@)= w--55
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Calcule a derivada de:

1 e
- d) =
a)x )Xz
1 x2+x—2
)ex—i—x e) —03
x> +6
o) 1 x e*
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Derivada da funcdo composta

Teorema (Derivada da fun¢do composta)

Sejam f : A—> R eg: f(A) — R, tais que f € diferencidvel em xp
e g € diferencidvel em f(xp). Entdo, g o f € diferencidvel em xq,
tendo-se

(gof) (x) =g (f(x)) - f'(x0)
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Sendo f(x) = x% e g(x) = In(6x), calcule:
a) (fog)(x)
b) (f o g)'(1)

c)g o f)'(x)
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Derivada da func3o inversa

Teorema

(Derivada da fungao inversa)
Sejam y = f(x) uma fungdo diferenciavel em A com f(x) ndo nula
em A ex=f1(y) = gly) asua inversa. Entdo,

”
Observacio

O teorema da derivada da funcdo inversa consiste em

dy 1

dx ’
dx &
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Exercicio 22

Aplicando o teorema da derivada da fungdo inversa, calcule a
derivada de f(x) = In(3x + 1).
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Sabe-se que f é uma f.r.v.r e que f(4) =5 e f'(4) = —2. Calcule
(F1(5)".
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Derivada da exponencial-poténcia

Teorema

(Derivada da exponencial-poténcia)
Sey = u(x)"™, com u(x) > 0, entio

d
y' = dl = v(x) 0P (x) U (x) + P (x) In(u(x)) V(x).
Ix < — N - 4
regra da poténcia regra da exponencial




Exercicio 24

Calcule, simplificando, a derivada das seguintes func¢des:
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Derivadas das funcoes circulares diretas

Teorema

(Derivada do seno)
Se y = senx, entdo y' = cosx

Generalizacao:
[sen (f(x))]" = cos (f(x)) f'(x)

Teorema

(Derivada do cosseno)
Se y = cosx, entdo y' = —senx

Generalizacao:
[cos (f(x))] = —sen (f(x)) f'(x).




Derivadas das funcoes circulares diretas

Teorema

(Derivada da tangente)
Sey = tgx, entdo y' = sec®x

Generalizagao:

[tg ((x))] = sec® (F(x)) f'(x).

Teorema

(Derivada da cotangente)
Se y = cotg x, entdo y' = —cosec?x

Generalizacao:
[cotg (f(x))]" = —cosec? (f(x)) f'(x).
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Derivadas das funcoes circulares diretas

Teorema

(Derivada da secante)
Se y = secx, entdo y' = secx tgx

Generalizacao:

[sec (F(x))]" = sec (f(x)) tg (F(x)) f'(x).

Teorema

(Derivada da cossecante)
Se y = cosec x, entdo y' = —cosec x cotg x

Generalizacao:
[cosec (f(x))]" = —cosec (f(x)) cotg (f(x)) f'(x).
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Calcule a derivada das seguintes fungdes:

a) sen (3x2)
b) cos(3x2)
0) tg (3x2)
d) cotg (3x?)

e) sec(3x?)

)

f) cosec (3x2)
g) sen (x? 4+ 1) — cos(x3 + x)
h) sen (x° + ) tg (3x?)

) sen x + cos x
I —

sen x — Cos x

tg x — cotg x
tg x + cotg x
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Derivadas das inversas das funcoes circulares

Teorema

(Derivada do arco-seno)
Se y = arcsen x, entdo y' =

1—x2

Generalizacao:

r f'(x)
[arcsen (f(x))]" = WieTel




Derivada do arco-cosseno

Teorema

Se y = arccos x, entdo y' = ——-%
1—x2

Generalizacao:

[arccos (f(x))]' = _\/%2)(@'
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Derivada do arco-tangente

Teorema

5 1
Sey = arctgx, entdo y' = 1=

Generalizacao:

[arctg (F(x))] = %
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Derivada do arco-cotangente

Teorema

1

Se y = arccotgx, entdo y' = —175

Generalizacgdo:

[arccotg (f(x))] = _%'
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Calcule a derivada das seguintes fungdes:

a) arcsen (3x?)
b) arccos(3x?)
c) arctg (3x?)
d) arccotg (3x?)

e) arctg (3x?)
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Derivada de ordem n

Seja f uma funcio diferencidvel num intervalo. Ent3o:

f'(x) primeira derivada

(f'(x)) = f"(x) segunda derivada ou derivada de segunda ordem
(F"(x)) = f"(x) terceira derivada ou derivada de terceira ordem
(F"(x)) = F®(x) quarta derivada ou derivada de quarta ordem

(f(n_l) (X))/ = f(n) (X) derivada de ordem n

Notac3o:

n n dn n n
£ )(X); y( ). dx)’/'; D"y, D"f
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Determine a derivada de ordem n das seguintes fungdes:

a) f(x) =5x3 —3x2 +4x -3

b) f(x) = e
¢) F(x) = %
d) F(x) = —
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Funcao regular

Definicao

Diz-se que uma fungdo € regular no intervalo fechado e limitado
[a, b], se € continua em |a, b] e diferencidvel em ]a, b|.
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Teorema de Rolle

Seja f uma fungdo que satisfaga as seguintes hipcteses:

@ f € continua no intervalo fechado |a, b].
@ f € diferencidvel no intervalo aberto |a, b|.
Q f(a) =1(b)

Ent3o existe um nidmero ¢ em |a, b| tal que f'(c) = 0.

Teorema
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Interpretacao geométrica do Teorema de Rolle

O Teorema de Rolle garante que o grafico de f admite uma
tangente horizontal num ponto interior de ]a, b[. llustremos:

v =f(x)
v =flx)

Y =

'8 |
a I’
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Corolario 1

Entre dois zeros de uma fungdo (diferenciavel) ha pelo menos um
zero da derivada.

y A
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Corolario 2

Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcao
(diferencidvel) existe, quanto muito, um zero da fungdo.

y A

/A
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Considere a f.r.v.r definida por f(x) = 2x> — 8x + 3.

a) Mostre que a fungdo f no intervalo [1, 3] verifica as condigdes
do Teorema de Rolle.

b) Calcule um ¢ €]1, 3], tal que f’(c) = 0.
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Teorema de Lagrange

Teorema

(Teorema de Lagrange ou do Valor Médio de Lagrange ou
dos Acréscimos Finitos)
Seja f uma fungdo real de varidvel real regular em |a, b]. Entdo

f(b) — f(a)

dc €la, b|: f'(c) = r—
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Interpretacao geométrica do Teorema de Lagrange

Geometricamente o Teorema de Lagrange significa que, sendo
A(a,f(a)) e B(b,f(b)) dois pontos do grafico de f, existe um

ponto P(c,f(c)) onde a tangente de f ¢ paralela a corda [AB].

Ya

P (c,flc))
.

|
|
|
|

Ala,fla))

B (b.fib))

0| a c b x
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Exercicio 31

Determine o ponto M em que a tangente a curva y = x? é paralela
a corda que une os pontos A(1,1) e (2,4).
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Exercicio 33

Recorrendo ao Teorema de Lagrange, mostre que:

a)e*>1+x, comx>0;

b) Vx +1—+/x <

com x > 0.

1
24/x'
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Teorema de Cauchy

Teorema

Sejam f e g duas f.r.v.r. regulares em [a, b]. Se

° g(a) # g(b);
o f'(x) e g'(x) ndo se anulam simultaneamente em ]a, b|,

entao
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Considere f(x) = 3x2 +3x + 1 e g(x) = x> — 4x + 2 no intervalo
[0,1]. Calcule o valor de c €]0, 1] tal que
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Indeterminacdes

A “Algebra dos limites” é o conjunto de regras operatdrias para o
calculo de limites. Quando a aplicacdo direta destas regras conduz
a

8
|
8
o
X
8
olo
818
i
80
<

dizemos que "ha indeterminacdo”, o que significa que estas regras
sdo insuficientes para se concluir sobre a existéncia, ou n3o
existéncia, de limite.

"Levantar a indeterminagdo” consiste em “descobrir” o valor do
limite, caso ele exista, recorrendo a um processo especifico para
cada caso, mais ou menos engenhoso, conforme a situac3o.
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Regra de Cauchy

Se as funcgdes f e g sdo diferencidveis no intervalo aberto /, se a é
um dos extremos de /, se g(x) # 0, g'(x) #0, Vx e/,
!

X

lim f(x) = lim g(x) = 0 e existir lim , entao,
Jim, f(x) = lim g(x) xoa g/ (x)
f(x) '(x)
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Observacao

© Este coroldrio é aplicavel quando a é um ponto impréprio
(+00 ou —o0);

QE igualmente aplicdvel no levantamento de indeterminagdes
do tipo &7, seja a finito ou infinito;

@ Se f'(x) e g'(x) tendem conjuntamente para zero, quando x

N s FX) o e s

tende para a, e se, a fungdo 700 ¢ aplicavel a Regra de
Cauchy, vem:

f(x)

im T _ i £ P

X—a g(X) X—a g/(X) a X—a g”(X) '

Isto é, podemos aplicar a Regra de Cauchy tantas vezes
quantas as necessdrias para levantar a indeterminacao.
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Em suma:

@ A Regra de Cauchy permite, de um modo geral, levantar as
indeterminacdes do tipo g e .

@ As indeterminacgdes do tipo o0 — o0 e 0.00 reduzem-se aos
casos anteriores.

@ As indeterminacdes do tipo 0°, 1% e oo® levantam-se
recorrendo aos logaritmos.
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Exercicio 35

Calcule cada um dos seguintes limites, indicando, sempre que
possivel, o tipo de indeterminac3o existente:
2
X°—Xx

a) lim
)X—>1 X2—1

i x2 -1
&) im 1

i) lim x Inx
j) Jim_

. 3 12
k)lg]z(x—Z_x2—4>

m) lim x*
x—0+
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Representacao grafica de funcoes

O esbogo grafico de uma fungdo f é um problema que em geral se
resume em determinar:

@ O dominio de existéncia de f;

@ Os pontos de interseccdo com os eixos;

@ Os pontos de descontinuidade;

@ Os intervalos de monotonia e extremos da funcio;

@ Concavidade e pontos de inflexdo;

°

Assintotas do grafico.
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Exercicio

Faca o estudo da funcdo f e esboce o seu grafico, sendo

2x2

f(x) = 21
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Férmulas de Taylor e de Maclaurin

As férmulas de Taylor e de Maclaurin possibilitam o calculo
aproximado de algumas fun¢des logaritmicas, exponenciais e
trigonométricas a partir de uma fungdo polinomial.
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Férmulas de Taylor

Definicao

Seja f uma fungdo continua num intervalo aberto | e diferencidvel
até 3 ordem (n+ 1) num ponto a € I.

Ent3o, para todo o x € I,

f(”)(a)

n!

f/l(a)
2!

f(x) = f(a)+f'(a)(x—a)+ (x—a)®+- -+ (x—a)"+Rn(x
Esta formula designa-se por férmula de Taylor de f em torno do
ponto a e a parcela R,(x) designa o resto de ordem n de f(x) e

pode ser dado por

(X _ a)n+1

(n+ 1)1 F ()

Rn(x) =

)

onde a < ¢ < x, desde que f seja diferencidvel até a ordem (n + 1)
para todo o x € .
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FOormula de Maclaurin

Se a = 0 a férmula de Taylor passa a chamar-se férmula de
Maclaurin, tendo-se:

F(x) = F(0) + F/(0)x + - "2(!0) I f(ril(o)x + Ro(x)
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Exercicio 41

Determine os polinédmios de quarto grau em (x — a) para aproximar
as fungdes:

a) e para a=0;
b) senx para a= 7

c) log x para a = 1;

d) tgx para a=0.
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X

llustragdo - Aproximagdo de f(x) = e

Pi(x) =14x

P3(x) =1+ x+ %x2 + +%x3

Grafico de f(x) = € e seus polinémios de Taylor de ordem 1
(vermelho), 2 (verde) e 3 (azul) em xp = 0.
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Exercicio 42

a) Escreva a fungdo f(x) = x* — 2x3 + x? — x + 3 como um
polinémio nas poténcias de (x — 1).

b) Aplique a férmula de Taylor para exprimir o polinémio
f(x) =4x> +5x% —2x +1

como um polinémio nas poténcias de (x + 2).
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Estudo dos extremos de uma funcao recorrendo a férmula

de Taylor

Sejam f uma fun¢do com derivadas até a ordem n continuas num
intervalo ]a, b[ e c €]a, b[ tal que

f’(C) _ f”(c) S f("fl)(c) =0

com (" (c) # 0. Entdo:

©Q Se n é par e f("(c) < 0, entdo a fungdo tem um maximo no
ponto x = ¢;

@ Se n é par e f("(c) > 0, entdo a fungdo tem um minimo no
ponto x = ¢;

© Se n é impar, entdo a funcdo n3o tem extremo no ponto
X = cC.
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Exercicio 43

Recorrendo a férmula de Taylor, determine os extremos das
seguintes fungdes:

a) f(x) = x* — 4x3;
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Método de Newton ou método de
Newton-Raphson

Maria do Carmo Martins
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Método de Newton ou método de Newton-Raphson

Sem recorrer a calculadora grafica como determinar aproximacdes
para os zeros de uma funcido?

Um corolario do Teorema de Bolzano (também conhecido por
Teorema do Valor intermédio) afirma que:

“se f € uma fungdo continua em [a, b] e se f(a) e f(b) tiverem
sinais contrdrios, entdo f tem pelo menos um zero entre a e b".

No entanto, nada adianta quanto ao valor desse zero!

92 /114



Método de Newton - cont.

A geometria que estd subjacente ao método de Newton estd
ilustrada na figura seguinte, onde a raiz que pretendemos é r.

Comecamos com uma primeira aproximacao xi.

93 /114



Método de Newton - cont.

Consideremos a reta tangente L a curva y = f(x) no ponto
(x1,f(x1)) e seja xp a interse¢do de L com o eixo Ox.
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Método de Newton - cont.

O método de Newton é baseado na suposicdo de que o grafico de
f e a reta tangente em (xi, f(x1)) intersetam o eixo Ox em pontos
préximos.

Uma vez que podemos determinar o ponto de intersecdo da reta
tangente com o eixo Ox, podemos usid-lo como uma segunda
estimativa para o zero de f.
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Método de Newton - cont.

Como vimos, a equacgdo da reta tangente ao grafico de f no ponto
(x1,f(x1)) é:
y = f(a) = f/(x)(x = x1),

Ora, sendo x; a intersecdo de L com o eixo Ox, fazemos y =0 e

obtemos
0— f(Xl) = f/(Xl)(Xz — Xl).

Se f'(x1) # 0, podemos isolar x; nessa equag3o:

f(x)
f'(xa)

Usamos x» como segunda aproximacao de r.

X2 = X1 —
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Método de Newton - cont.

A seguir repetimos o procedimento com xj substituido por xy,
usando a reta tangente em (xz, f(x2)). Isso dd4 uma terceira
aproximacgao:

f(x2)

f'(x2)

X3 = X2 —

Se repetirmos este processo, obteremos uma sequéncia de
aproximacoes
X1y X2, X3, X4, =

conforme mostra a figura seguinte:
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Método de Newton - cont.
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Método de Newton - cont.

Em geral, se x,, for a n-ésima aproximacdo e f'(x,) # 0, ent3o a
aproximacgdo seguinte é dada por

Xl =X TG
n

Se os niimeros x, ficarem cada vez mais proximos de r a medida
que n cresce, dizemos que a sequéncia converge para r e
escrevemos

lim x, = r.
n—o0
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Exercicio 44

Comecgando com x; = 2, encontre a terceira aproximagdo x3 para a
raiz da equacdo x3 —2x —5 = 0.
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Exercicio 45

Use o método de Newton para determinar /2 com precisio de 8
casas decimais e considere x; = 1 como primeira aproximacao.
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Observacao

Nos casos até agora considerados a sequéncia de aproximagdes
sucessivas foi sempre convergente para a raiz desejada. Contudo,
em certas circunstancias a sequéncia pode n3o convergir.
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Observacdo - continuacao

Por exemplo, a fungio f(x) = /x n3o é diferencidvel em x = 0.
Por essa razdo nao é possivel utilizar o método de Newton, pois
irlamos obter uma sucessao divergente. Vejamos:

como

1 2
f'(x) == x73
(=73
teriamos
1
f(xn) X3 1,2
Xn+l = Xn — 4 = Xnp — 2:Xn_3xﬁo> 3 =2x,
f (Xn) 1,73
3%n

e, consequentemente, as iteracdes irdo afastar-se de zero em vez de
convergirem para esse ponto.
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Diferenciais

Como foi realcado o método de Newton é um processo de
aproximar um grafico usando uma reta tangente. Vejamos agora,
outras situagdes nas quais o grafico da funcao pode ser aproximado
por uma linha reta.
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Diferenciais - continuacao

Consideremos uma fung¢do f, diferencidvel em x = ¢. Como
sabemos, a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto
(c,f(c)) é

y = fl(c)(x—c) + f(c)

e é chamada aproximacdo pela reta tangente de f em c. Sendo ¢
constante, y é uma fun¢3do linear de x. Além disso, restringindo os
valores de x a ficarem suficientemente préximos de ¢, os valores de
y podem ser usados como aproximacgdes dos valores da funcdo f.
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Diferenciais - continuacao

Quando a reta tangente ao grafico de f no ponto (c, f(c)),
y =f(c)(x = c) + f(c)

é usada como uma aproximagdo ao grafico de f, a quantidade

x — ¢ é chamada a variacdo de x, e é denotada por Ax. Quando
Ax é pequena, a variagdo em y (denotada por Ay) pode ser
aproximada por

Ay =f(c+Ax)—f(c) =~ f'(c)Ax

A quantidade Ax é denotada por dx e é chamada diferencial de
x. A expressdo f'(c) dx é denotada por dy e é chamada
diferencial de y.
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Diferencial - definicao

Definicao

Seja y = f(x) uma fun¢do diferencidvel num intervalo aberto
contendo x. A diferencial de x é qualquer nimero real ndo nulo,
enquanto a diferencial de y é:

dy = f'(x) dx.
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Exercicio 48

Dado y = 4x? — 3x + 1, determine Ay e dy para:
a) qualquer x e Ax;

b) x =2, Ax =0,1;
c) x =2, Ax =0,01,
d) x =2, Ax =0,001.

e) Calcule Ay — dy para cada uma das alineas anteriores. O que
conclui?
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Exercicio 50

Compare os valores de Ay e dy sey =x3+ x> —2x+1ex
variar:

a) de 2 para 2,05.

b) de 2 para 2,01.
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Problemas de otimizacao

Os métodos estudados nessa seccdo para encontrar os valores
extremos tém aplicacGes praticas em muitas situacdes do dia a dia.
Como maximizar areas, volumes e lucros e minimizar distancias,
tempo e custos?

Na solucdo desses problemas praticos, o maior desafio estd
geralmente em converter o problema num problema de
optimizacdo matematica, determinando a funcdo que deve ser
maximizada ou minimizada.
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Exercicio 52

Um fazendeiro tem 1 200m de cerca e quer cercar um campo
retangular que estd na margem de um rio. Ele n3o precisa de cerca
ao longo do rio. Quais sdo as dimensGes do campo que tem maior
area?
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Exercicio 53

Uma lata cilindrica é feita para receber um litro de déleo. Quais as
dimensdes que minimizardao o custo do metal para produzir a lata?
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Exercicio 54

Determine a drea do maior retdngulo que pode ser inscrito num
semi-circulo.
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Exercicio 55

Um agricultor tem 810 euros para gastar na vedagdo de duas
cercas contiguas, retangulares e iguais, junto a um rio, como se
mostra na figura:

A vedac3o dos trés lados perpendiculares ao rio custa 9 euros o
metro, enquanto que vedar o lado paralelo ao rio custa 8 euros o
metro.

Quais devem ser as dimensdes das cercas de modo que a area
destas seja maxima?
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