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Introducao

"A geometria é mais do que definicées; deve contemplar a
descricdo de relagbes e de raciocinios, a construcdo de justificagbes
e de demonstragoes”.

Os gregos expandiram e organizaram légica e, dedutivamente, o
conhecimento geométrico existente até a época. Salientam-se:

e Tales de Mileto (625-547 a.C.);

e Pitdgoras de Samos (cerca de 550 a.C.);
@ Arquimedes (287-212 a.C.);

e Euclides (cerca de 295 a.C.)

)
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Termos Primitivos - ponto e reta

Desde muito cedo que os nomes “pontos”’ e “retas” fazem parte
do nosso vocabulario e entram naturalmente em frases que
construimos. S3o considerados termos primitivos.

@ Ponto P - usa-se letras maitsculas do alfabeto latino

P

@ reta r ou EF - usa-se letras minusculas do alfabeto latino ou
letras maiusculas dos pontos que definem a reta.



reta - continuacao

@ Dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

@ Se os pontos n3o forem distintos, ie., se for um tnico ponto,
por esse ponto pode passar uma infinidade de retas, que
forma um feixe de retas.




Pontos colineares

Definicao

Os pontos situados sobre a mesma reta dizem-se colineares.

e e O
P Q R

Os pontos P, Q e R sio colineares.

Exercicio 1 - Complete:

Dois pontos sao




Semiplanos

Ao tragar uma reta s no plano este fica dividido em duas partes
que se designam por semiplanos.

Podem considerar-se dois semiplanos de fronteira s.

Um semiplano tem fronteira s e contém o ponto A;
o outro semiplano tem fronteira s e contém o ponto B.
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Introducdo a semirreta

= |

Sabe-se que um ponto O de uma reta A’A a divide em duas
semirretas sendo O a origem comum de ambas.

A reta A’A diz-se reta suporte das duas semirretas.

Distingue-se uma semirreta da oposta indicando em cada uma
delas um outro ponto:

e a semirreta OA (origem em O e passando por A);

e a semirreta OA’ (origem em O e passando por A').



Semirreta

Definicao
A semirreta AB é o conjunto dos pontos A, B e de todos os

pontos X da reta AB, situados entre A e B ou tais que B se situa
ente Ae X (A— X —BouA-B-X).

NINEES e e csill T




Exercicio 2

Complete:
© A semirreta tem inicio mas n3o tem
@ O ponto A diz-se a da semirreta AB.
© Na3o podemos trocar a ordem dos pontos visto que o
ponto designa a origem da semirreta:

AB #



Atividade 1

Indique o valor ldégico das seguintes afirmacdes e justifique
adequadamente a sua resposta:

Quando intersectamos duas semirretas podemos ter:

© um ponto;

© uma semirreta;

© um segmento de reta;
© um conjunto vazio;
o

uma reta.
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Posicao relativa de duas retas

Quando no plano se consideram duas retas, elas podem ou n3o ter
pontos comuns.

@ Quando tém apenas um ponto comum dizem-se retas
concorrentes.

@ Quando n3o tém pontos comuns ou tém todos os pontos
comuns dizem-se retas paralelas.

As retas g e s sdo paralelas (estritamente).
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Retas paralelas

@ Quando as retas n3o tém pontos comuns dizem-se retas
estritamente paralelas.

@ No caso de terem todos os pontos comuns dizem-se retas
coincidentes.

r

e e e T T

S

Exercicio 3 - Complete:

@ Qualquer reta é paralela a

@ Qualquer reta é coincidente
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Segmento de reta

Segmento de reta [AB] € o conjunto dos pontos A, B e de todos
os pontos da reta AB situados entre A e B.

e
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Exercicio 4

Complete:

@ Um segmento de reta tem e

@ Os pontos A e B dizem-se os pontos do segmento
de reta.

© O segmento de reta [AB] também se pode designar por )
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Comprimento de um segmento de reta. Segmentos de reta
congruentes.

Definicao
O comprimento do segmento de reta [AB] € a distancia entre
0s pontos extremos A e B e representa-se por

AB = d(A, B).

Definicao

Dois segmentos de reta dizem-se congruentes ou
geometricamente iguais se tém o mesmo comprimento.
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Atividade 2

Considere na reta s dois pontos distintos A; e As.

© Quantos segmentos de reta é possivel distinguir?

@ Aumente progressivamente o niimero de pontos da reta e
conte o niumero de segmentos de reta distintos.

@ Para n pontos distintos (colineares) quantos segmentos de
reta pode contar?
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Ponto Médio

Dados dois pontos G e H, chama-se ponto médio do segmento
[GH] a um ponto J desse segmento tal que GJ = JH

k.

G
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Observacdo 1

Observacoes:

© Dado um segmento de reta, ele tem apenas um Unico ponto
igualmente distanciado dos pontos extremos.

@ No plano é possivel encontrar outros pontos igualmente
distanciados dos extremos do segmento de reta considerado.
Esses pontos formam uma reta que é a mediatriz do segmento.
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Mediatriz de um segmento

Definicao

Mediatriz de um segmento de reta € a reta formada pelos pontos
do plano que estio a igual distancia dos pontos extremos do
segmento.

N
e
//\\
N
TN
A reta v é a mediatriz do segmento de reta [TU].
M € o ponto médio do segmento de reta | TU].
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Atividade 3

Comente a afirmacdo:

“Se a reta v é a mediatriz de [AB], entdo [AB] é o tnico
segmento de reta de que a reta v é a mediatriz”.
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Angulos

Podemos intersectar varios elementos geométricos.

@ Quando intersectamos duas retas podemos obter:
@ um ponto, se as retas sdo concorrentes;
@ 0 conjunto vazio, se as retas forem paralelas (estritamente);

e uma reta, se as retas iniciais sdo coincidentes.

@ O que obtemos quando intersectamos dois semiplanos?
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caso 1: As retas fronteiras dos semiplanos s3o paralelas.

@ Se os semiplanos s3o disjuntos, a interseccdo é o conjunto
vazio.

n e s sdo estritamente paralelas.

@ Se os semiplanos tém em comum a reta fronteira, a
interseccdo é a reta fronteira.

n e s sdo coincidentes.



caso 1 - continuacao

@ Se os semiplanos s3o coincidentes, a intersec¢do é o prdprio
semiplano.

j e g sdo coincidentes.

@ A intersec¢ao dos semiplanos é uma “banda” plana cuja
fronteira é constituida por duas retas paralelas.

Jj e m sdo estritamente paralelas.
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caso 2: As retas fronteiras dos semiplanos sao
concorrentes.

n e p sdo concorrentes.

A interseccao dos semiplanos é a regido plana assinalada a preto.
Esta regido é designada por angulo convexo.

Se nos referissemos a reunido destes semiplanos, obteriamos um
angulo n3o convexo.

Definicao

Angulo € o conjunto dos pontos da regido plana cuja fronteira sdo
duas semirretas com origem comum.
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Angulo convexo e ndo convexo

~ 7

Angulo convexo Angulo ndo convexo

As duas semirretas AB e AC delimitam duas regides planas.

@ O angulo convexo pode designar-se por angulo BAC ou por
angulo CAB.

@ Sempre que nos referirmos ao angulo ndo convexo temos de
dizer explicitamente angulo n3o convexo BAC (ou CAB).

As semirretas formam os lados do dngulo e o ponto A é o vértice

do angulo.
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Angulos com lados coincidentes

Se as semirretas forem coincidentes, teremos um

@ angulo nulo, se nos restringirmos apenas aos lados do angulo
ou
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Angulos com lados nao coincidentes

Se as semirretas n3o forem coincidentes mas estdo no
prolongamento uma da outra, isto é, estdo contidas na mesma
reta, os angulos obtidos s3o angulos rasos.

As semirretas KM e KN estao no prolongamento uma da outra.
O angulo MKN é um angulo raso.

27 /48



Exercicio 5

Considere a figura abaixo e complete os espacos em branco:

X

e sao os lados do angulo.
é o vértice do angulo.
Na escrita de um angulo a letra correspondente ao
fica sempre no meio.

© 000

|&-se angulo AVB.
© Para medir ou construir um angulo pode usar-se um

@ A amplitude do angulo AVB representa-se por
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Amplitude de um angulo

A amplitude de um angulo mede-se em graus, em radianos ou em
grados.

4

£
E
| =0

Dividindo um angulo reto em 90 partes iguais, obtemos a
amplitude de 1 grau.
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Classificacao dos angulos

Os angulos classificam-se de acordo com as suas amplitudes.

" A «
@ < a & (o)
.41 4 -

a=0°" 0* <a<90° «=90 90° <« < 180° =180 a =360

Angulo nulo Angulo agudo Angulo recto Angulo obtuso Angulo raso Angulo giro
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Angulos congruentes

Definicao

Dois dngulos dizem-se congruentes se puderem fazer-se coincidir
ponto por ponto, por meio de um deslocamento.
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Angulos verticalmente opostos

Duas retas concorrentes originam quatro angulos convexos. Destes
angulos, os opostos, que se designam angulos verticalmente
opostos, sdo congruentes.

Angulos verticalmente opostos
tém o vértice em comum e os
lados de um estdo no
prolongamento dos lados do
outro.

Os angulos AVB e CVD si3o verticalmente opostos, tendo-se AVB CVD
Os angulos CVB e DVA s3o verticalmente opostos, tendo-se CcVB = DVA.

Note que a designa a amplitude do dngulo AVB e escreve-se AVB = a.
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Angulos retos

As duas retas concorrentes podem originar quatro angulos
congruentes entre si. Nesse caso, as retas dizem-se retas
perpendiculares e os angulos obtidos sao angulos retos.

.G

As retas FG e HJ s3o retas perpendiculares.

Os angulos FCJ, JCG, GCH e HCF sao angulos retos.
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Angulo agudo

Definicao
Um &ngulo ndo nulo contido num angulo reto diz-se angulo
agudo.

O angulo ABC é um angulo agudo.
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Angulo obtuso

Definicao

Um angulo que contém um angulo reto e estd contido num angulo
raso é um angulo obtuso.

O angulo ABC é um angulo obtuso.
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Angulos complementares

Definicao

Dois dngulos cuja reunido origina um angulo reto dizem-se
angulos complementares.

b

i A

a+ b=90°
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Angulos suplementares

Definicao
Dois angulos cuja reunido origina um angulo raso dizem-se
angulos suplementares.

B
G 1 A

a+b=180°
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Atividade 4

Comente a afirmacio:

“Se o dngulo a é complementar do dngulo b e o dngulo b é
complementar do dngulo ¢, entdo o angulo a é complementar do
angulo c¢".
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Angulos adjacentes

Definicao

Angulos adjacentes sio dois dngulos que tém o mesmo vértice,
um lado comum e se situam um para cada lado do lado comum.

Alternativamente, podemos

dizer que dois angulos que tém

apenas um lado comum C
dizem-se angulos adjacentes. b

@ Os angulos AVB e BVC s3o angulos adjacentes.

@ Os angulos AVC e AVB nio sdo angulos adjacentes, pois apesar de terem um
lado em comum (VA), tém mais pontos em comum (por exemplo, o ponto B)
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Angulos da mesma espécie e de espécie diferente

Nos angulos de lados paralelos temos dois casos a considerar:

@ S3o ambos agudos ou ambos obtusos (dizem-se da mesma
espécie)

<N

e Um angulo é agudo e o outro é obtuso (dizem-se de espécie
diferente)
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Bissectriz

Definicao
Bissectriz de um dngulo é a semireta formada pelos pontos do
angulo que estdo a igual distancia dos lados do angulo.

AB ¢ a bissectriz do angulo OAQ.
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Observacao 2

@ Dois angulos da mesma espécie e com os dois pares de lados
ambos paralelos ou ambos perpendiculares sdo angulos

congruentes.

M

KN // AB e KM // AC
ZMKN e ZCAB sao congruentes

AC L KN e AB L KM
ZMKN e ZCAB sido congruentes
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Observacao 3

@ Dois angulos de espécie diferente e com pares de lados ambos
paralelos ou ambos perpendiculares sao suplementares.

\,
M
K & K
A
B, S
KN // AB ¢ KM // AC AC L KN e AB L KM
ZMKN ¢ ZCAB siao suplementares ZMKN ¢ ZCAB sado suplementares
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Angulos de lados paralelos

L

a=b

Dois angulos agudos de lados

paralelos sao geometricamente iguais.

b/

a+b=180°

Dois angulos de lados paralelos,
um agudo e outro obtuso,
sao suplementares.
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Exercicio 6

Determine x em cada uma das seguintes figuras:

1)

anb b
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Exercicio 7

Considere a figura e determine x.
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Exercicio 8

Na figura estdo representados trés sistemas de retas paralelas.

@ Indique os pares de retas paralelas.

@ De acordo com os dados, determine x, y, z e w.
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Introducao

Muitas vezes somos confrontados com tarefas que propdem a
ligacdo sequencial de varios pontos numerados por forma a
obter-se uma figura. Alguns exemplos de figuras deste tipo s3o:

ey L I o T e i
NS L/ S W O = -
P Q R S T V X Z
@ A linha obtida pode ser uma linha poligonal.
@ As linhas P, R, T e V sdo linhas poligonais.
@ As linhas X e Z s3o linhas curvas.
@ As linhas @ e S s3o linhas mistas.
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Linha poligonal

Definicao

Uma Linha poligonal é formada por sucessivos segmentos de reta,
tendo os segmentos consecutivos um extremo comum, ndo estando
na mesma reta dois segmentos consecutivos e ndo tendo os
segmentos de reta pontos comuns para além dos extremos.

Os pontos e sao os extremos da linha poligonal.
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Linha poligonal fechada

Quando os pontos extremos coincidem, a linha poligonal diz-se
fechada. As linhas poligonais P, R, T e V, representadas
anteriormente, sdo fechadas.

Uma linha poligonal fechada permite considerar no plano trés
regioes:

@ a propria linha poligonal,

@ a regido plana limitada pela linha poligonal

@ e a regido plana que lhe é exterior.

D{.nha poligonal
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Poligono

Deve-se a Pitdgoras o conceito geométrico do espaco e o inicio do
estudo e constru¢do dos poligonos.

Definicao

Poligono € a regido plana limitada que inclui a fronteira que é
uma linha poligonal fechada.

@ Os segmentos de reta constituintes da linha poligonal s3o os
lados do poligono.

@ Os vértices da poligonal s3o os vértices do poligono.
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Poligono convexo

Definicao
Um poligono € convexo se para quaisquer dois dos seus pontos o
segmento de reta que os une estd contido no poligono.

Poligono convexo
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Poligono nao convexo

Definicao
Um poligono que nio é convexo diz-se nao convexo

Poligono nao convexo

No hexdgono [ABCDEF], o segmento de reta [AE] n3o estd
contido no poligono.
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Designacao atribuida aos poligonos

A designacao atribuida aos poligonos estd relacionada com o
nimero de lados. Assim, teremos:

os trildteros ou triangulos (3 lados);

os quadrilateros ou quadridngulos (4 lados);
os pentagonos (5 lados);

os hexagonos (6 lados);

os heptdgonos (7 lados);

os octégonos (8 lados);
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Designacao atribuida aos poligonos - continuacao

@ os enedgonos (9 lados);
@ os decdgonos (10 lados);
@ os undecdgonos (11 lados);
@ os dodecdgonos (12 lados);
@ os pentadecadgonos (15 lados);
@ e os icosagonos (20 lados).
Para os outros poligonos especificaremos o niimero de lados, por

exemplo, dizendo que s3o poligonos de catorze lados, de dezasseis
lados, etc.
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Atividade 5

Comente a seguinte afirmacdo:

"E possivel construir um poligono com dois lados”.
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Diagonal de um poligono

Em todos os poligonos com mais de trés lados é possivel unir os

vértices nao consecutivos, isto é, é possivel tracar diagonais. No
caso dos triangulos, quaisquer dois vértices sdo sempre
consecutivos, por isso o tridngulo ndo tem diagonais.

Definicao
Diagonal de um poligono é um segmento de reta que une dois
vértices ndo consecutivos.

[BE] é uma diagonal do poligono [BCDEF].
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Atividade 6

Considere o poligono [BCDEF]:

@ Quantas diagonais se pode conduzir a partir do vértice B?

@ E, no total, quantas diagonais pode tracar?
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Propriedades dos poligonos convexos relativamente ao

nimero de vértices, de lados e de diagonais

@ O numero de vértices é igual ao niimero de lados.
@ De cada vértice de um poligono de n lados, saem n — 3

diagonais.
@ O nimero de diagonais (d) de um poligono de n lados é dado
n(n—3)
pord = ——=.

2
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Poligono regular

Definicao
Poligono regular é um poligono com todos os lados e todos os
angulos internos congruentes entre si.

A B
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Triangulos

Na Geometria Euclidiana certos poligonos assumem maior
importancia, como é o caso dos triangulos e dos quadrilateros.
Os tridngulos sdo poligonos bésicos na geometria, visto que a
resolucao de muitos problemas passa pela comparacao de dois ou
mais triangulos, de saber se sdo ou ndo congruentes. Por este
motivo vamos estuda-los com maior pormenor.

Definicao

Triangulo é um poligono com trés lados.

15/61



Senhor tridngulo,
Senhor tridngulo
Vossa Exceléncia
que nos abraca

com seus trés bracos
porque nao canta
ndo brinca e salta?
Seu pé o cansa?

Oh sim, que triste
é ser escaleno,
desengragado
como um penedo!

Mas ser isésceles
sem ter de qué,
ser tao altivo

que nem ch3o vé...

O equilatero
é equilibrado,
pode virar-se
de qualquer lado

que ndo se sabe
se estd de pé
se estd dormindo
sobre o que é.

Triangulos ( “Figuras e figuronas” - Maria Alberta Menéres)
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Classificacao dos triangulos quanto aos lados

Os tridangulos podem ser classificados atendendo ao comprimento
dos seus lados e aos seus angulos internos.

CLASSIFICAGAO QUANTO AOS LADOS

Triangulo equilatero Tridngulo isésceles Tridngulo escaleno

Tem os trés lados iguais Tem dois lados iguais Tem os trés lados diferentes
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Classificacao dos triangulos quanto aos angulos

Triangulo acutangulo Triangulo retangulo Triangulo obtusangulo

A Tem um angulo reto 3
Tem os 3 angulos agudos € Tem um angulo obtuso
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Observacdo 1

Num tridngulo isdsceles os angulos opostos aos lados congruentes
também s3o congruentes.
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Hipotenusa e catetos

Num tridngulo retangulo o lado que se opde ao dngulo reto
designa-se por hipotenusa. Os outros dois lados sio os catetos.

hipotenusa

i
¥

catetos

Nota: Por vezes, para nos referirmos ao comprimento da
hipotenusa ou ao comprimento dos catetos, usamos apenas as
palavras “hipotenusa” e “cateto”.
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Atividade 7

Considere uma classificacdo dos tridngulos interligando
caracteristicas dos lados e dos angulos. Comente as afirmacdes:

© E possivel construir um tridngulo que seja escaleno e
retangulo.

@ Todos os tridngulos obtusangulos sdo escalenos.
© Os triangulos equildteros podem ser retangulos.

@ Todos os tridngulos isdsceles sao acutangulos.
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Angulo externo de um triangulo

Os angulos dos tridngulos, a que nos referimos, sdo angulos
internos. No entanto, podemos também considerar um angulo em
que um dos lados é um lado do triangulo e outro é o
prolongamento de um lado consecutivo. Nestas condi¢cGes, o
angulo é um angulo externo do tridngulo.

r
angulo
exrerno,

angulo
externo

Y

v angulo
externo
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Observacao 2

Um tridngulo tem seis dngulos externos (dois por vértice)
geometricamente iguais dois a dois (dngulos verticalmente

opostos).
Complete na figura abaixo os restantes angulos externos:

r
angulo
externo

angulo
externo

Y

/ v angulo

externo

s

E usual considerar apenas um angulo externo por vértice.
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Relacbes entre os angulos de um tridngulo

J& sabemos que num tridngulo temos a considerar os angulos
internos e os angulos externos. Entre esses dngulos existem
relacbes das quais vamos considerar trés:

1) O angulo interno e o externo adjacente sdo suplementares.

x+E; =180° y+E3=180° e z+ E,=180°

24 /61



Relacbes entre os dngulos de um tridngulo - continuacao

2) A soma das amplitudes dos angulos internos de um tridngulo é
180°.
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Relacbes entre os dngulos de um tridngulo - continuacao

3) A amplitude de um angulo externo de um tridngulo é igual a
soma das amplitudes dos angulos internos nao adjacentes.
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Exercicio 1

Para cada figura, determine os niimeros representados pelas letras:

D 86
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Atividade 8

Justifique a conclus3o:

E possivel comparar cada angulo externo de um tridngulo com os
angulos internos que n3o lhe sdo adjacentes e concluir que, num
tridngulo, um angulo externo é maior do que qualquer um dos
angulos internos ndo adjacentes.
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Alturas de um triangulo

Num tridangulo podemos distinguir varias linhas e varios pontos
especiais. Podem tracar-se as mediatrizes dos lados, as bissectrizes
dos angulos, as alturas, as medianas, as cevianas; podem marcar-se
o circuncentro, o incentro, o ortocentro, o baricentro, ...

Definicao

Alturas de um tridngulo sdo os segmentos de reta da
perpendicular tracada de um vértice para o lado oposto.

O ponto de interseccdo das
alturas chama-se ortocentro.

Ortocentro
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Medianas de um triangulo

Definicao

Medianas de um tridngulo sdo os segmentos de reta que unem
cada vértice com o ponto médio do lado oposto.

O ponto de interseccao das
medianas chama-se baricentro
ou centro de gravidade do
triangulo.
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Incentro

As bissectrizes dos dngulos de um triangulo intersectam-se num
ponto, o incentro, que é o centro da circunferéncia inscrita no
triangulo.

N

Incentro
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Circuncentro

As mediatrizes dos lados de um tridngulo intersectam-se num
ponto, o circuncentro, que é o centro da circunferéncia
circunscrita ao tridngulo.

Circuncentro

32/61



Ceviana de um triangulo

Definicao

Ceviana® de um tridngulo é qualquer segmento de reta que une
um vértice com um ponto do lado oposto, excluindo os vértices.

* Estes segmentos de reta tém esta designacdo em homenagem ao
italiano Giovanni Ceva.
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Observacao 3

Num tridngulo o incentro, o ortocentro e o
baricentro s3o o mesmo ponto.
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Atividade 9

Comente a afirmacdo:

"As alturas de um triangulo passam sempre no ponto médio do
lado oposto”.
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Triangulos congruentes

Num tridangulo qualquer é possivel distinguir seis elementos: trés
lados e trés angulos.

Definicao

Dois tridngulos sdo congruentes se coincidirem ponto por ponto.

Portanto, se os lados e os angulos forem congruentes, os tridngulos
também o serao.
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Triangulos congruentes

Os triangulos [ABC] e [DEF] sdo congruentes se os vértices de um
corresponderem aos vértices do outro, A—> D, B— E, C — F, de

modo que
@ os lados correspondentes sejam congruentes
AB congruente com [DE]
BC congruente com [EF]

AC congruente com [DF]
@ os angulos correspondentes sejam congruentes

e o angulo A congruente com o angulo D
e 0 angulo B congruente com o angulo E

e o angulo C congruente com o angulo F
37/61



Introducao aos critérios de congruéncia de triangulos

Em dois tridngulos congruentes aos angulos congruentes opdem-se
lados também congruentes e, do mesmo modo, aos lados
congruentes opdem-se angulos congruentes.

Se os seis elementos do tridngulo forem iguais, os tridngulos sdo
congruentes. Contudo, para concluirmos que dois triangulos sio
congruentes ndo é necessario comparar os seis elementos.

Para facilitar estabeleceram-se os critérios de congruéncia de
tridngulos, que sdo condigcdes “econdmicas” que permitem garantir
a congruéncia dos tridngulos, sem que seja necessario comparar os
seis elementos.

38 /61



Critérios de congruéncia e de semelhanca de triangulos

Existe um paralelismo entre os casos de congruéncia de tridngulos
e os casos de semelhanca de tridngulos (mantém-se a congruéncia
dos angulos e os lados passam a ser proporcionais).

Casos de igualdade de triangulos

Casos de semelhanga de triangulos

Dois tridngulos sao geometricamente
iguais se os trés lados de um sao
geometricamente iguais aos trés

lados do outro.

Caso:

lado - lado - lado (££f)

Dois tridangulos sao semelhantes se 0s
trés lados de um sao directamente pro-
porcionais aos trés lados do outro.
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Critérios de congruéncia e de semelhanca de triangulos

Casos de igualdade de tridngulos

Casos de semelhanca de triangulos

Dois triangulos sao geometricamente
iguais se tém um lado igual e os
dois dngulos adjacentes a esse lado
geometricamente iguais.

Caso:

angulo - lado - angulo (a f a)

Dois triangulos sao semelhantes
se tém dois lados directamente
proporcionais e o angulo por eles
formado geometricamente igual.

B B’
'] a’
¢ X
b 3 b’ A
Y s
a b
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Critérios de congruéncia e de semelhanca de triangulos

Casos de igualdade de tridngulos Casos de semelhanca de triangulos
e - = e SR i
Dois triangulos sdo geometricamente Dois tridngulos sdo semelhantes se
iguais se tiverem dois lados iguais tém dois angulos correspondentes
e o angulo por eles formado geometricamente iguais.

geometricamente igual.

Caso:

lado - angulo -~ lado (£ a f) A=A"e B=8B



Relacdes entre elementos dos tridngulos

Comparando os lados e os angulos de um triangulo é possivel
estabelecer vdrias relacoes:

@ Num tridngulo, a lados geometricamente iguais opdem-se
angulos geometricamente iguais e a angulos geometricamente
iguais opdoem-se lados geometricamente iguais.
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Relacbes entre elementos dos triangulos continuacao

@ Num tridngulo, ao maior lado opde-se o maior angulo e ao
maior angulo opde-se o maior lado.

@ Num tridngulo, ao menor lado op&e-se 0 menor angulo e ao
menor angulo opde-se o menor lado
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Teorema da desigualdade triangular

Com trés segmentos de reta nem sempre é possivel construir um
tridngulo.

AB>AD +CB AD +CB =AB

Quando um segmento qualquer é menor do que a soma dos outros
dois, ent3o é possivel construir um tridngulo.

AB<AD +CB
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Teorema da desigualdade triangular

Teorema

Num tridngulo, o comprimento de qualquer lado € menor do que a
soma dos comprimentos dos outros dois lados.
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Exercicio 2

Diga, justificando se é possivel construir um tridngulo cujos lados
medem:

Q@ 24cm, 36 cm e 50cm.

@ 15cm, 23 cm e 38cm.
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Exercicio 3

Num tridngulo [ABC] sabe-se que AB =10 cm e BC = 6 cm.
Entre que valores pode variar AC?
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Teorema de Pitagoras

Teorema

Num tridngulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa € igual a soma
dos quadrados dos catetos.

=
\
\
|
|

Pitdgoras, Matematico grego (580-500 a. C.)
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Exercicio 4

Calcule a hipotenusa de um tridngulo retangulo sabendo que os
catetos medem 10 cm e 24 cm.
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Exercicio 5

Determine um cateto de um tridngulo retangulo sabendo que a
hipotenusa e o outro cateto medem 1 cm e 0.8 cm, respetivamente.
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Exercicio 6

Observe a figura :

@ O parapeito da varanda a que altura fica do solo?

@ Calcule a distancia do parapeito da varanda ao telhado,
sabendo que para atingir este a vara teria de ter mais 1m.



Razbes trigonométricas para angulos agudos

Para qualquer triangulo retangulo as trés razdes trigonométricas
bésicas de um angulo agudo sdo: o seno, o cosseno e a tangente.

C
b a
A \a - !
¢ sena= c?::rz.p.dcéacitiitoot:npfszto; seno = %
o cosa = e cosa = 3¢
° tga = 2P do cateto oposto

comp. da cateto adjacente’ tg o=

it
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Exercicio 7

Seja [ABC] um tridngulo retangulo em C e AB = 5cm; BC = 4cm
e AC = 3cm.

Wil JaN

Escreva as razdes trigonométricas dos angulos CAB e CBA.
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Resultados de referéncia: razbes trigonométricas de

30°e 60°

Considere-se o tridangulo c
equiltero [ABC] de lado 2
unidades de comprimento. S
Observando a figura, vem:
\60° 607
AL = =B

sen 30° = % sen 60° = §
cos 30° = § cos60° = %

o_ 1 _ 3 tg60° = /3
tg 30° = 3= 3
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Resultados de referéncia: razoes trigonométricas de 45°

Considere-se agora o tridngulo

retangulo isdsceles, tendo os T45°
catetos uma unidade de

comprimento.

459

Ent3o:
sen 45° = ?
cos45° = g

tg4h® =1



Exercicio 8- Complete:

Ne de tridngulos | Soma dos angulos
Ne de
Poligono Exemplo em que ficou ternos
lados 3 |
dividido |  do poligono
Tridingulo 3 1 180
| Quadrildtero ‘ 4 2 2% 180
|
Pentigono ‘ | 3% 180
|
Hexigono ‘ 4 x 180
|
Heptigono ‘ 5 5% 180
=

Poligono
com 10 lados (10 =2) x 180
Poligono

com n lados



A soma dos angulos externos de um triangulo

A

S+b+3+8=3x180°
3=3x180°—(4+bh+8)

S

180°

'1\+§+§=360°
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A soma dos angulos externos de um quadrilatero

Ajuda a completar!

A A A N A
148 +2+b +3+0 + d+d=4x...
—_— —_—

180° 180° 180° 180°

Logo,

1483+5+4=4x180°-@G+b+8+d)
o,
2 x 180°

f+23+8+2=..

58
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A soma dos angulos externos de um pentagono

A A A}
(R T ) S W

+ 4+ + 548 =5x180°

—— —— S——

180° 180° 180° 180°

——

180°
Logo,
A A A A A
1+2+3+4+5=5%x180°—-(...+... +.

s P

- —

(5-2)x180° =3 x 180°
Conclusao:

t

+3+83+4+5=360°
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Propriedades dos poligonos convexos relativamente aos

angulos

@ A soma S; das amplitudes dos angulos internos de um

poligono (convexo) de n lados é dada por
S;=(n—2) x 180°.

@ A soma dos angulos externos de um poligono de n lados é
dada por S¢ = 360°.

@ A medida do angulo interno de um poligono regular de n

. —2)x180°
lados é dada por a; = (")+80.

@ A medida do angulo externo de um poligono regular de n
, o
lados é dada por a. = 3670.
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1. GEOMETRIA no PLANO
QUADRILATEROS

Maria do Carmo Martins

Fevereiro de 2012



Quadrilatero

Na extensa lista de poligonos, a “familia” que se segue aos
tridngulos é a dos quadrildteros.

Definicao
Um quadrilatero é um poligono com quatro lados.

’ Y e = / \
= & w ) e <>

)
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Observacdo 1

Observando os quadrildteros podemos descobrir algumas
particularidades que os caracterizam e relacionam uns com os
outros. Podem ter pares de lados paralelos, podem ter angulos
todos congruentes, podem ter os angulos opostos congruentes, etc.

As definicGes que vamos apresentar permitem hierarquizar os
quadrilateros, comegando pelo quadrilatero mais geral, seja ele
convexo ou n3o convexo e terminar no mais especial, o quadrado!

Quadrilatero convexo Quadrildtero ndo convexo



Trapézio

Definicao

Trapézio é um quadrilatero com pelo menos um par de lados
opostos paralelos.

Os lados paralelos designam-se por bases do trapézio.
Distinguimos a base menor e a base maior, se existirem.



Trapézio isdsceles

Definicao

Trapézio isGsceles é um trapézio com dois pares de dngulos
consecutivos congruentes.




Trapézio retangulo

Definicao

Trapézio retangulo é um trapézio em que um dos lados nao
paralelos é perpendicular aos lados paralelos.
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Trapézio escaleno

Definicao

Trapézio escaleno é um trapézio em que os lados ndo paralelos
ndo sio congruentes.




Paralelogramo

Definicao
Paralelogramo é um trapézio com os lados opostos paralelos.




Retangulo

Definicao

Retangulo é um paralelogramo ou trapézio isdsceles com os
angulos internos todos congruentes.




Papagaio

Definicao
Papagaio € um quadrildtero que tem dois pares de lados
consecutivos congruentes.
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Losango

Definicao
Losango é um paralelogramo com os quatro lados congruentes.
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Quadrado

Definicao
Quadrado € um
@ retangulo com os quatro lados congruentes.

@ losango com os quatro dngulos congruentes.
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Congruéncia dos lados opostos de um paralelogramo

A definicdo que apresentdmos de paralelogramo, por si sé, n3o
garante que os lados opostos dos paralelogramos sejam
congruentes. Todavia, prova-se que a congruéncia dos lados
opostos decorre da definicdo, dai que:

Teorema
Os lados opostos de um paralelogramo sido congruentes.
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Teorema

Teorema
Uma diagonal de um paralelogramo divide-o em dois tridangulos
congruentes.

X 7 Y @ [XZ] é uma diagonal do

A S - .

p :\\ 4 paralelogramo [XYZT];
y: o 4
i W // @ Os tridngulos [XTZ] e [XYZ] s3o
// : 7 congruentes.
T S e R\



Atividade 10

Comente a seguinte afirmacao:

“Os angulos opostos de um paralelogramo s3o congruentes”.
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Observacao 2

Os quadrilateros sao poligonos com duas diagonais. Nas figuras
seguintes as diagonais sdo os segmentos de reta [AC] e [BD].

@ Ao tracar uma diagonal num quadrildtero convexo ele fica
dividido em dois triangulos.
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Atividade 11

Comente a afirmacdo:

“A diagonal de um retangulo coincide com a bissectriz de dois
angulos internos opostos.”
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As diagonais dos quadrilateros

Temos quadrildteros com:

@ as diagonais congruentes, no caso do trapézio isdsceles;
@ as diagonais perpendiculares, no caso dos papagaios;

@ as diagonais que se bissetam, no caso dos paralelogramos.

Nota: Por vezes, as diagonais dividem os quadrildteros em dois
tridangulos congruentes.



Propriedades das diagonais dos quadrilateros

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
10}

Num papagaio as diagonais sdo perpendiculares;
Num trapézio isdsceles as diagonais sdo congruentes;
Num paralelogramo as diagonais bissetam-se.

Num retangulo as diagonais s3o congruentes.

Num retangulo as diagonais bissetam-se.

Num losango as diagonais s3o perpendiculares.

Num losango as diagonais bissectam-se.

Num quadrado as diagonais sdo congruentes.

Num quadrado as diagonais bissectam-se.

Num quadrado as diagonais sdo perpendiculares.
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Atividade 12

Escreva as propriedades anteriores relativas aos retangulos,
losangos e quadrados na forma “Se ... entdo..."
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Teorema

Teorema

Num paralelogramo as diagonais bissetam-se (intersectam-se a
meio).

/ / -‘\ ’/..
‘/,/ i | Bl
e NS

I Z

Tl =1 e I =1
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Atividade 13

Comente as afirmacoes:

o
2]

© 6 0 ©

Todo o paralelogramo é um trapézio.
Todo o losango é um quadrado.

Se um quadrilatero tem os quatro angulos retos ent3o é
quadrado.

Todo o quadrado é um paralelogramo.
Se um quadrildtero é retdngulo entdo é losango.
Um quadrildtero com trés lados congruentes é um losango.

Dois triangulos isésceles com dois pares de lados congruentes
sdo congruentes.



Exercicio 1

Complete:

© Num paralelogramo:

e os lados paralelos sao
e os angulos opostos sao
e as diagonais

© Num quadrado:

e as diagonais sdo
e as diagonais sao

© Num retangulo:

e as diagonais s3o
e as diagonais nao sao

Q@ Num losango:

e as diagonais s3o
e as diagonais s3o
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Propriedades dos Paralelogramos - resumo

Sabendo que [ABCD] é um paralelogramo podemos afirmar que:

@ Os angulos opostos tém a mesma amplitude.

@ Os lados opostos tém o mesmo comprimento.

@ As diagonais tém o mesmo ponto médio (bissetam-se).

@ Os angulos adjacentes ao mesmo lado de um paralelogramo
sdo suplementares.
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1. GEOMETRIA no PLANO
CIRCUNFERENCIA. CIRCULO
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Fevereiro de 2012



Circunferéncia

Definicao

Circunferéncia € o conjunto dos pontos do plano que estdo a
mesma distancia de um ponto designado por centro da
circunferéncia. Estes pontos formam uma linha curva fechada.

A distancia entre cada ponto da linha e o centro chama-se raio da
circunferéncia.

)
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Observacdo 1

Uma circunferéncia de raio r divide o plano em duas zonas: uma
interior (pontos cuja distdncia ao centro é inferior a r) e a outra
exterior (pontos cuja distancia ao centro é superior a r). A
circunferéncia serve de fronteira entre as duas zonas.



Atividade 14

Comente a afirmacio:

" O centro da circunferéncia é um ponto da circunferéncia.”



Circulo

Definicao

Circulo € a regido plana limitada que inclui a fronteira que € a
circunferéncia.

o



Actividade 15

Comente a afirmacio:

“ O centro da circunferéncia é um ponto do circulo.”
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Corda e diametro

Definicao

Um segmento de reta cujos extremos sejam pontos de uma
circunferéncia designa-se por corda da circunferéncia.

As cordas que passam pelo centro da circunferéncia
designam-se por diametros da circunferéncia.

e 66 6 6 o

C é centro da circunferéncia;
[AC] é um raio;

[BH] é um didmetro;

[EF] é uma corda;

Os pontos B e H dividem a

circunferéncia em duas

semicircunferéncias.



Teoremas

Teorema

Se uma reta qualquer passa pelo centro de uma circunferéncia e é
perpendicular a uma corda, entdo bisseta a corda.

Teorema

Se uma reta qualquer passa no centro de uma circunferéncia e
bisseta uma corda, entido € perpendicular 3 corda.




Posicao relativa entre duas circunferéncias - introducao

A intersec¢do de duas circunferéncias pode variar desde o conjunto
vazio até a prépria circunferéncia. As circunferéncias podem:

@ nao ter pontos comuns;
@ ter um ponto comum,;
@ ter dois pontos comuns;

@ ter todos os pontos comuns.

Vejamos com detalhe cada uma destas situacoes:



Posicao relativa entre duas circunferéncias - caso 1

Caso 1: As duas circunferéncias C e C' ndo tém pontos comuns.

Isto ocorre quando as circunferéncias sao exteriores ou interiores.

Circunferéncias exteriores Circunferéncias interiores
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Posic3o relativa entre duas circunferéncias - caso 2

Caso 2: As duas circunferéncias C e C' tém um ponto comum.
Isto ocorre quando as circunferéncias sao tangentes.

Circunferéncias tangen
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Posicao relativa entre duas circunferéncias - caso 3

Caso 3: As duas circunferéncias C e C' tém dois pontos comuns.
Isto ocorre quando as circunferéncias sao secantes.

—
< // ‘\\\ N\
/ { \
( () |
C \ \1//‘ /, (

Circunferéncias
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Posicao relativa entre duas circunferéncias - caso 4

Caso 4: As duas circunferéncias C e C' tém todos os pontos
comuns. Isto ocorre quando as circunferéncias s3o coincidentes.

Circunferéncias coincide
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Circunferéncias concéntricas

Definicao
Duas circunferéncias com o mesmo centro dizem-se
circunferéncias concéntricas.

As circunferéncias concéntricas tanto podem n3o ter pontos em
comum, como ter todos os pontos comuns.



Posicao relativa de uma reta e de uma circunferéncia

E possivel distinguir a posicao relativa entre uma reta e uma
circunferéncia. Podem ter ou n3o pontos comuns. Quando tém
pontos comuns, tém no maximo dois pontos comuns.

Sintetizando, uma reta e uma circunferéncia podem:
@ ndo ter pontos comuns;
@ ter um ponto comum;

@ ter dois pontos comuns.
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Posicao relativa de uma reta e de uma circunferéncia

@ A reta s interseta a circunferéncia em dois pontos - s é
secante a circunferéncia;

@ A reta t interseta a circunferéncia no ponto T - t é tangente
a circunferéncia. Esse ponto, comum a reta e a circunferéncia
chama-se ponto de tangéncia.

@ A reta e n3o interseta a circunferéncia - e é exterior a

circunferéncia. 1620



Atividade 16

@ Considere a circunferéncia com 2 cm de raio e um dos seus
didametros. Marque os pontos da circunferéncia que distam
1 cm do didmetro considerado.

@ Dada uma circunferéncia com 4 cm de raio e um ponto P a

distancia de 3 cm do seu centro, marque os pontos da
circunferéncia que distam 2 cm de P.
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Teorema

Teorema

A reta tangente a uma circunferéncia num ponto € perpendicular
ao raio marcado nesse ponto.

T

/

l

t
“«C

18 /20



Segmentos de tangente

A partir de um ponto P exterior a uma circunferéncia de centro O
podemos tragar duas tangentes para a circunferéncia nos pontos A
e B.

Os segmentos de reta [PA] e [PB] sdo designados por segmentos
de tangente.
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Teorema

Teorema

Se de um ponto exterior da circunferéncia tracarmos duas
tangentes a circunferéncia, entdo, os “segmentos de tangente” sdo
congruentes.
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CIRCUNFERENCIA - GENERALIDADES
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Arco de um circunferéncia

Definicao
Arco de uma circunferéncia é qualquer porcido da circunferéncia
limitada por dois dos seus pontos, chamados extremos do arco.

E Os pontos E e F dividem a circunferéncia

/_\ em dois arcos:

@ O arco menor EF que estd contido
[ numa semicircunferéncia

\ (representado a encarnado na
figura).

7 @ O arco maior EF que contém uma
7 semicircunferéncia (representado a
— azul na figura).

)

29



Observacdo 1

Dois pontos de uma circunferéncia que n3o sdo extremos de um
didmetro determinam sempre dois arcos diferentes.

Se escrevermos apenas arco EF n3o sabemos se nos estamos a
referir a0 arco menor ou ao arco maior.

Assim convencionou-se que para nos referirmos ao arco maior de
extremos E e F indicamos mais um dos seus pontos, por exemplo
o ponto G. Deste modo, quando escrevermos:

@ Arco EF referimo-nos ao arco menor.
@ Arco EGF referimo-nos ao arco maior.



Angulo ao centro de uma circunferéncia

Definicao

Angulo ao centro de uma circunferéncia é um angulo cujo
vértice € o centro da circunferéncia.

Também aqui podemos considerar nao um angulo ao centro, mas
sim dois: o dngulo convexo (azul) e o dngulo cdncavo (branco).

B

O angulo AOB é um angulo ao centro.



Angulo convexo e concavo

Definicao
Um angulo diz-se convexo se ndo € intersetado pelo
prolongamento de qualquer dos seus lados.

Definicao

Um angulo diz-se concavo se € intersetado pelos prolongamentos
dos seus lados.




Circunferéncias geometricamente iguais ou congruentes

Definicao
Circunferéncias geometricamente iguais ou congruentes sjo
as que, quando sobrepostas, coincidem ponto por ponto.

Da definicao decorre que, se duas circunferéncias sao
geometricamente iguais, entdo tém raios iguais e reciprocamente.
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Relacbes entre cordas, arcos e angulos ao centro

Existe uma correspondéncia biunivoca entre arcos menores e
angulos ao centro.

@ Ao angulo ao centro AOB podemos fazer corresponder o arco
menor AB.

Numa circunferéncia, a cada angulo ao centro, corresponde um
arco e, reciprocamente, a cada arco corresponde um angulo ao
centro.



Relacbes entre cordas, arcos e angulos ao centro -

continuacao

Existe também uma correspondéncia biunivoca entre angulos ao
centro e as cordas que os subtendem.

@ Ao angulo ao centro BCE podemos fazer corresponder a
corda |BE]

Numa circunferéncia, a cada dngulo ao centro, corresponde uma
corda e, reciprocamente, a cada corda corresponde um angulo ao
centro.



Relacbes entre cordas, arcos e angulos ao centro -

continuacao

Uma consequéncia das relagdes anteriores é a existéncia também
de uma correspondéncia biunivoca entre arcos e cordas.

@ Ao arco FG podemos fazer corresponder a corda [FG]

Numa circunferéncia, a cada arco corresponde uma corda e,
reciprocamente, a cada corda corresponde um arco.



Teoremas

Teorema

Numa circunferéncia, ou em circunferéncias geometricamente
iguais, a angulos ao centro iguais correspondem arcos iguais e
reciprocamente.

Teorema

Numa circunferéncia, ou em circunferéncias geometricamente
iguais, a angulos ao centro iguais correspondem a cordas iguais e
reciprocamente.

Teorema

Numa circunferéncia, ou em circunferéncias geometricamente
iguais, a arcos iguais correspondem cordas iguais € reciprocamente.
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Outras propriedades

Teorema

Numa circunferéncia, qualquer reta que passe pelo centro divide ao
meio as cordas que lhe sdo perpendiculares, bem como os arcos e
angulos ao centro correspondentes.

Um dos teoremas reciprocos deste, por ser muito utilizado, merece
uma referéncia especial:

Teorema

Numa circunferéncia, a reta perpendicular ao meio de uma corda
passa pelo centro.
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Outras propriedades - continuacdo

Teorema

Toda a tangente a uma circunferéncia num ponto é perpendicular
a reta que passa pelo centro e pelo ponto de tangéncia.

Teorema

Numa circunferéncia sdo iguais os arcos compreendidos entre
cordas paralelas.

Teorema

Numa circunferéncia sdo iguais as cordas compreendidas entre
cordas paralelas.
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Amplitudes de Angulo e de Arco

o ABC designa a amplitude do 4ngulo ABC (vértice em B)

Se com centro no vértice de um angulo ACB desenharmos uma
circunferéncia com determinado raio, o angulo dado passara a
chamar-se angulo ao centro da circunferéncia de centro C.
Como existe uma correspondéncia entre angulos ao centro e arcos,
entdo

@ Amplitude de um arco de circunferéncia é a amplitude do
angulo ao centro correspondente.

13 /29



Como medir a amplitude de um angulo ou de arco?

Uma unidade de medida de amplitude de angulos que é muito
usada é o grau.

Recordemos o que é o grau.

Consideremos um angulo reto. Dividimos o angulo recto em 90
angulos agudos iguais. Chamamos a amplitude de cada um desses
angulos um grau. Uma consequéncia imediata é que a amplitude
do angulo reto é 90 graus (90°).

Como ja referimos, a amplitude de uma arco de circunferéncia é a
amplitude do angulo ao centro correspondente. Assim, aceita-se
que um grau de arco é a amplitude de um arco correspondente a
um angulo ao centro de um grau de amplitude.
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Sistema Sexagesimal

O grau é a unidade principal de um sistema de medidas de
amplitudes de dngulos e arcos a que se chama sistema
sexagesimal.

Podemos resumir num quadro as varias unidades de amplitudes de
angulos ou de arcos

Angulos Arcos

1° (um grau de angulo) 1° (um grau de arco)

1’ (um minuto de dngulo) | 1’ (um minuto de arco)

1” (um segundo de angulo) | 1” (um segundo de arco)

O nome de sistema sexagesimal deve-se ao tipo de relagdo
existente entre as varias unidades. De facto, 1° = 60’ e 1’ = 60”.
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Angulos de vértice sobre a circunferéncia

Definicao
Angulo inscrito num arco de circunferéncia € um angulo cujo

Vértice pertence a esse arco e cujos lados passam pelos extremos
do arco.

Estes angulos tém o vértice sobre a circunferéncia e os seus lados
contém cordas. S3o pois, dngulos inscritos.
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Arco capaz e arco compreendido entre os lados do angulo

O angulo AVB é um angulo inscrito.
Estd inscrito no arco AVB, chamado arco capaz do angulo.

@ Arco AVB - Arco capaz do angulo
@ Arco AB - Arco compreendido entre os lados do angulo.
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Observacao 2

No mesmo arco é possivel inscrever muitos angulos. Esse arco
diz-se arco capaz desses angulos.

A um angulo inscrito correspondem pois dois arcos: o arco capaz
e o arco compreendido entre os seus lados.
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Amplitude de um angulo inscrito

Teorema

A amplitude de um angulo inscrito € igual a metade da amplitude
do arco compreendido entre os seus lados.
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Consequéncias do teorema anterior

e Corolario 1: Qualquer angulo inscrito numa
semi-circunferéncia é um angulo reto.

EVF = 90°

@ Corolario 2: Dois angulos quaisquer inscritos no mesmo arco
sao iguais.
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Angulo de um segmento

Definicao

Angulo de um segmento de circulo € um angulo de vértice na
circunferéncia, tendo um lado tangente a esta e outro secante.

v

O angulo AVB é um angulo de um segmento.
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Amplitude do angulo de um segmento

Teorema

A amplitude do angulo de um segmento de circulo € igual a
metade da amplitude do arco compreendido entre os seus lados.




Angulo ex-inscrito

Definicao

Chama-se angulo ex-inscrito a todo o dngulo com o vértice na
circunferéncia, sendo um dos lados uma semi-reta que contém uma
corda e o outro o prolongamento de outra corda.

1V

A

O angulo AVB é um angulo ex-inscrito.
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Amplitude do angulo ex-inscrito

Teorema

A amplitude de um angulo ex-inscrito € igual a semi-soma das
amplitudes dos arcos compreendidos entre os lados e os seus
prolongamentos.

1V
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Angulos de vértice ndo pertencente a circunferéncia

Utilizando os conhecimentos anteriores, podemos ainda determinar
a amplitude de angulos com o vértice no interior ou no exterior de
uma circunferéncia.

@ Angulo com o vértice no interior de uma circunferéncia

O angulo AVB é um angulo com o vértice no interior da
circunferéncia.
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Amplitude de um angulo com o vértice no interior de uma

circunferéncia

Teorema

A amplitude de um angulo com o vértice no interior de uma
circunferéncia € igual a semi-soma das amplitudes dos arcos
compreendidos entre os seus lados e os seus prolongamentos.
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Angulos de vértice ndo pertencente a circunferéncia -

continuacao

@ Angulo com o vértice no exterior de uma circunferéncia

O angulo AVB é um angulo com o vértice no exterior da
circunferéncia.
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Amplitude de um angulo com o vértice no exterior de uma

circunferéncia

Teorema

A amplitude de um angulo com o vértice no exterior de uma
circunferéncia € igual a semidiferenca das amplitudes dos arcos
compreendidos entre os seus lados.
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Poligonos e circunferéncia

@ Podemos inscrever um poligono numa circunferéncia:

Poligono inscrito numa circunferéncia - os vértices do poligono
sdo todos pontos da circunferéncia e os lados do poligono sao
cordas da circunferéncia. Também se diz que a circunferéncia estd
circunscrita ao poligono.

@ O hexdgono [BCDEFG] esta
inscrito na circunferéncia de centro
A.

@ A circunferéncia estd circunscrita
ao hexdgono [BCDEFG].

)

22



Relacao entre poligonos e a circunferéncia - continuacao

@ Podemos também considerar um poligono circunscrito a uma
circunferéncia:

Poligono circunscrito a uma circunferéncia - os lados do
poligono s3o tangentes a circunferéncia. Também se diz que a
circunferéncia esta inscrita ao poligono.

@ O pentdgono [LMNPQ] estd
circunscrito a circunferéncia de
centro J.

@ A circunferéncia estd inscrita no
pentagono [LMNPQ].
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Relacdo entre o lado do quadrado e o raio da

circunferéncia circunscrita

Dado um quadrado, podemos facilmente construir a
circunferéncia circunscrita. O seu centro é o centro do
quadrado, que é o ponto de interseccio das diagonais, e a
circunferéncia passa por todos os vértices.




Determinacao do raio de uma circunferéncia circunscrita

no quadrado

Qual ¢ o raio da circunferéncia circunscrita no quadrado?

O tridngulo assinalado é

7 isdsceles, pois dois dos seus
{/r lados s3o raios da
}y - circunferéncia. O tridngulo é

I
//‘ também retangulo. (Porqué)

Aplicando a este tridngulo o teorema de Pitdgoras, obtemos:

2 2
e 2=Pe ="« r:£/.

2,2 _p2
/
2 2



Atividade 17

Trace numa circunferéncia dois didametros perpendiculares e una
sequencialmente os extremos dos didmetros. Que figura obteve?

Explique porque é que este processo permite tracar a figura obtida.
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Relacdo entre o lado do quadrado e o raio da

circunferéncia inscrita

Dado um quadrado, o centro da circunferéncia inscrita é o
centro do quadrado e o raio da circunferéncia é metade do lado do
quadrado, sendo a circunferéncia tangente aos lados do quadrado
nos seus pontos médios.

@ M é ponto médio do lado
do quadrado. O ponto O é
o centro do quadrado e da
circunferéncia.

@ O raio da circunferéncia
inscrita no quadrado
corresponde a metade do
lado do quadrado.




Relacao entre o lado do hexagono regular e a

circunferéncia circunscrita

Dado um hexdgono regular, podemos facilmente construir a
circunferéncia circunscrita. O seu centro é o centro do
hexagono, que é o ponto de interseccao das trés diagonais que
unem os vértices opostos, e a circunferéncia passa por qualquer um
dos vértices do hexagono regular.

Qual o comprimento do raio da circunferéncia circunscrita no
hexagono regular?



Comprimento do raio da circunferéncia circunscrita

hexdgono regular

Teorema

O comprimento do raio da circunferéncia circunscrita ao hexagono
regular é igual ao comprimento do lado do hexdgono regular.




Circunferéncia inscrita num hexagono

Dado um hexagono regular, o centro da circunferéncia inscrita é
o centro do hexdgono regular, sendo a circunferéncia tangente aos
lados do hexagono regular nos seus pontos médios.

@ M é ponto médio do lado

cC M D
Yoo do hexdgono regular.
Ve .
B 4 /‘ E @ O ponto O é o centro do
\ B hexdgono regular e da

circunferéncia.

Qual o raio da circunferéncia inscrita no hexagono regular?
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Raio da circunferéncia inscrita num hexagono regular

Como o lado do hexdgono regular circunscrito a circunferéncia tem
0 mesmo comprimento que o raio da circunferéncia que lhe esta
circunscrita, podemos escrever

O tridngulo assinalado é retangulo. Justifique.
Aplicando o teorema de Pitdgoras, obtemos:

1\?2 /2 2
r2+<2> =P o r2=/2—z<:> r= 37@) r:\f/,
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Atividade 18

Trace uma circunferéncia e com a abertura do compasso igual ao
raio da circunferéncia marque, a partir de um ponto escolhido na
circunferéncia, sucessivamente, cinco pontos, mantendo a abertura
do compasso. Una os pontos marcados sobre a circunferéncia. Que
figura obteve?

Explique porque é que este processo permite tracar um hexagono
regular.
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Relacao entre o lado do tridngulo equilatero e o raio da

circunferéncia circunscrita

Dado um tridngulo equildtero, podemos construir a circunferéncia
circunscrita. Para isso hd que “encontrar’ o ponto de interseccao
por exemplo, das medianas do tridngulo.

Qual o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo equilatero?
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Raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo equilatero

Consideremos a circunferéncia circunscrita ao tridngulo equildtero
de Vértices P, Q e R.

Q

a \Q\ M
TR
[ / \
[ 8 N J
o o o
“,\ // ¥ »_74_,,-\5‘ R
P A

B A

Os pontos P, Q e R dividem a circunferéncia em trés arcos
congruentes.

Ao tracarmos um didmetro por um desses pontos, por exemplo,
por P, ficamos com a circunferéncia dividida em duas partes

congruentes. Duas semicircunferéncias.
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Raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo equilatero -

continuacao

O segmento de reta [QM] representa o lado de um hexdgono
regular (inscrito numa circunferéncia) e tem o comprimento igual
ao raio da circunferéncia circunscrita. O tridngulo [PQM] é
retdngulo em Q, visto que este angulo estd inscrito numa
semicircunferéncia. Assim, aplicando o Teorema de Pitagoras
tem-se:
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Relacao entre o lado do tridngulo equilatero e o raio da

circunferéncia inscrita

Consideremos agora uma cicunferéncia inscrita num tridngulo
equildtero. Qual € o raio dessa cicunferéncia?

Aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo
assinalado, tem-se:
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Relacao entre o lado do tridngulo equilatero e o raio da

circunferéncia inscrita- continuacao

2
23

9

/2
Feaf

12

V3
r=——I

6
o 13,
2 37

metade
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Atividade 19

Um modo de construir um tridngulo equildtero é tracar um
segmento de reta e com o compasso com abertura igual ao
comprimento do segmento de reta tracar duas circunferéncias nos
extremos do segmento de reta. Os pontos de interseccdo das
circunferéncias permitem construir dois tridngulos: um para cima
do segmento inicial e outro para baixo. Classifique esses triangulos,
quanto aos lados.

Explique porque é que este processo permite tracar um tridngulo
equilatero.
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Elementos de um poligono - resumo

Um poligono possui os seguintes elementos:
@ Lados

Vértices

@ Diagonais

Angulos internos

Angulos externos
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Angulo de um poligono

@ Um poligono com n lados tem n angulos internos e n angulos
externos.

@ A soma dos dngulos externos de qualquer poligono é 360°.

@ A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é
(n—2)180°.



Angulos de um poligono regular

@ Num poligono regular com n lados a amplitude do angulo
. . (n—2)180°
interno é dada por ——.
n

@ Num poligono regular com n lados a amplitude do angulo

e}

externo é dada por
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Composicao de poligonos

Com alguns poligonos, colocados de certo modo, é possivel
construir outros. E o caso do hexagono regular que pode ser
construido partindo de:

@ de seis tridngulos equildteros colocados a volta de um ponto e
justapondo os lados;

)
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Composicao de poligonos - continuacao

@ de trés losangos especiais;

A
ol
L
:C‘
\c'/

@ dois trapézios isdsceles especiais;




Composicao de poligonos a partir de triangulos rectangulos

isOsceles

Com triangulos rectangulos isésceles é possivel construir
quadrados, paralelogramos e outros tridngulos retangulos isésceles.

11



Composicao de poligonos a partir de triangulos retangulos

escalenos

Com triangulos retangulos escalenos é possivel construir
retangulos, paralelogramos e outros tridngulos isdsceles.

i . .




Composicao de um poligono a partir de outros poligonos

diferentes

Muitas outras formas podem ser obtidas usando, por exemplo:

@ hexagonos regulares;

@ quadrados;

@ triangulos equilateros.
Estes poligonos sdo colocados justapostos, sem deixar espacos
livres entre si e sem que ocorra qualquer sobreposicdo. Com os
poligonos referidos gerou-se um novo poligono - um dodecdgono -
que também € regular.




Pavimentacao

Quando se preenche uma por¢do de plano com figuras, sem deixar
espacos vazios e sem que essas figuras se sobreponham, dizemos
que se realizou uma pavimentacao. As pavimentacdes mais usuais
utilizam quadrados e retangulos, como as que vemos nos soalhos e
paredes com azulejos. Podem ser pavimentagdes lado a lado, uma
vez que os poligonos utilizados partilham os lados, ou nao lado a
lado quando tal n3o acontece.

Pavimentacio lado a lado Pavimenta¢do nao lado a lado



Exemplos de pavimentacao com poligonos convexos

@ Os hexdgonos regulares pavimentam o plano do seguinte
modo:




Exemplos de pavimentacao com poligonos convexos

O mesmo acontece aos tridngulos equilateros e aos losangos e
trapézios que foram usados para construir o hexagono regular.




Exemplos de pavimentacao com poligonos nao convexos

As pavimentacdes apresentadas anteriormente foram construidas
com poligonos convexos. No entanto, também é possivel
pavimentar o plano com poligonos ndo convexos, como por
exemplo:

10/11



Bibliografia

o Palhares, P., Elementos de Matemadtica para professores do
Ensino Bdsico, Lidel, 2004.

11/11



SISTEMAS de COORDENADAS no PLANO.
VETORES

Maria do Carmo Martins

Marco de 2013



Introducao

@ A origem do referencial e dos graficos cartesianos é devida a
René Descartes (1595-1650), dai a designagdo “cartesiano”.
Na sua obra prima, O Discurso do Método (1637), Descartes
incluiu um apéndice de Geometria, onde unifica Algebra e
Geometria, dando origem a Geometria Analitica e referindo-se
ao sistema de coordenadas. No entanto, pensa-se que o
verdadeiro criador do sistema de eixos foi Fermat
(1601-1665), na sua obra péstuma Isagoge (1679) que foi
escrita muito antes da sua publicag3o.

)
~
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Introducido - continuacao

e Gottfried Leibniz (1646-1716) introduziu o termo
coordenada, juntamente com os de abcissa e ordenada em
1692.

@ Por vezes, surge a designacio referencial ortogonal e
monomeétrico quando se usa um sistema de eixos
perpendiculares com a mesma graduac3o.



Reta real e Sistema cartesiano

Como sabemos, qualquer nimero real pode ser representado na
reta real. Nesta reta ha um ponto que define a origem, hda uma
unidade de comprimento e um sentido.

Depois disso, passou-se a relacionar duas grandezas. Uma forma
de o fazer é, por exemplo, através de uma tabela de valores. Outra
forma, é por intermédio de um grafico. Para isso, usaremos o
referencial cartesiano, que é um sistema de dois eixos
perpendiculares, onde a cada ponto corresponde as suas
coordenadas.



Referenciais cartesianos no plano

Em geometria analitica vamos utilizar o referencial ortogonal e
monométrico (0. m. Oxy) ou (0. m. xOy). O referencial diz-se
ortogonal porque os dois eixos sdo perpendiculares e diz-se
monométrico porque a unidade de comprimento é a mesma nos
dois eixos.

A cada ponto do plano corresponde um par ordenado de nimeros:
as coordenadas do ponto. A primeira diz respeito ao eixo
horizontal (eixo Ox) e designa-se por abcissa e a segunda
coordenada diz respeito ao eixo vertical (eixo Oy) e designa-se por
ordenada. Assim:

(a bcissa, ordenada)



Exercicio 1

Marque, no referencial cartesiano, os pontos:

(1,1), (1,4), (4,4), (0,0), (2,-1), (0,-2), (5,0), (-1, -3).
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Direcao e sentido

Na figura:

A B

A, B, D e E circulam na mesma direcdo.
C circula numa direcdo diferente.
A e B circulam no mesmo sentido.

D e E circulam no mesmo sentido

D e B circulam em sentidos diferentes.

Para cada direcao ha dois sentidos opostos.



Vetores - Segmentos orientados

Seja r uma reta e nela consideremos os pontos A e B. Ao
segmento de reta [AB] podemos associar dois sentidos:

@ o de A para B ou o de B para A.

No primeiro caso, escreve-se [A, B] para designar o segmento
orientado com origem em A e extremidade em B.

No segundo caso, escreve-se [B, A] para designar o segmento
orientado com origem em B e extremidade em A.

Se o ponto A coincide com o ponto B, diz-se que o segmento
orientado [A, A] é o segmento nulo.

O segmento orientado [A, B] pode representar-se por /ﬁ e, entdo
designa-se por vetor aplicado em A.



Segmento orientado

Um segmento orientado é caracterizado por:

uma direccao,

°

@ um sentido,
@ um comprimento
°

e uma origem (ou ponto de aplicagdo).



Relacdo de equipoléncia definida no conjunto dos
segmentos orientados

Definicao

Dois segmentos orientados, [A, B] e [C, D] sdo equipolentes se e
S6 se tém o mesmo comprimento, a mesma direcdo e o mesmo
sentido.

o E evidente que todos os segmentos nulos s3o equipolentes.

@ A relagdo de equipoléncia entre segmentos orientados é uma
relacdo de equivaléncia, pois é reflexiva, simétrica e transitiva.
Sendo assim, divide o conjunto do segmentos orientados de
um plano em classes de equivaléncia, neste caso, classes de
equipoléncia, cada uma das quais define um vetor livre ou
simplesmente vetor.

10/72



Vetor ou vetor livre

Na figura abaixo estd representado o quadrado [ABCD].

A = B

Os segmentos orientados [A, B] e [D, C] s3o equipolentes. Porqué?
Complete: Segmentos orientados equipolentes representam o
Complete: /@ R

Um vetor (ou vetor livre) é um ente matemdtico caracterizado por uma dire¢3o;
um sentido e um comprimento.
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Vetor livre - definicao

O vetor livre U representa todos os segmentos orientados que tém:

@ a mesma direcio

@ 0 mesmo sentido

@ 0 mesmo comprimento




Vetor simétrico

@ Se os pontos A e B s3o distintos, [A, B] n3o é equipolente a
[B, A], (embora tenham a mesma diregdo e 0 mesmo
comprimento, tém sentidos opostos); logo,

AB + BA.

No entanto,

AB = —BA.
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Observacao:

@ N3o havendo confusdo, representa-se um vetor livre por uma
letra latina mindscula com uma seta por cima. Por exemplo,

37 b7 85 )_{a Zia

. -, =

@ O vector livre AA é chamado vetor nulo e representa-se por 0

(zero com uma seta por cima). A diregdo e o sentido do vetor
nulo s3o indeterminados, mas o comprimento € igual a zero.
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Vetor simétrico - definicao

Definicao

Ao vetor que tem a mesma direcdo, o mesmo comprimento e
sentido contrdrio ao de i chama-se vetor simétrico de i e
representa-se por —u.
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Exemplo - vetor simétrico

A figura seguinte representa um retangulo dividido em oito
quadrados geometricamente iguais.

P o R S it i
‘ 1A
1 unidade de
7l ) G |, comprimento
J 1 i
|
s B G D F

Escreva os vetores

AC, IH, NB, BE e PN;

como o simétrico de um dos vetores da figura.
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Norma de um vetor - definicao

Definicao

Chama-se norma de um vetor U e representa-se por ||u|| a medida
do comprimento do vetor i, numa determinada unidade.
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Exemplo - Norma de um vetor

Considere novamente a figura:
P R | AU ol (o

1 unidade de
7| AN 7 G |4 comprimento

Determine a norma dos seguintes vetores:

MK, NB, FJ, FL e CB.

@ Repare que a norma de qualquer vetor é um nimero real
nao negativo.
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Operacoes com vetores: Adicao de vetores

No que se segue, designa-se por P o conjunto de pontos de um
plano e por V o conjunto de vetores definidos em P.

No conjunto V de todos os vetores livres, a adicdo é a operacao
que transforma um par ordenado de vetores & e V num vetor que
se chama soma e se designa por 4 + V.
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Adicao de vetores - Regra do triangulo

Dados dois vetores i e Vv chama-se soma de i com V, e
representa-se por i + V, ao vetor que se obtém do seguinte modo:
@ Consideramos um representante do vetor i e outro do vetor V
de modo que a extremidade do representante de i coincida
com a origem do representante de V.
@ Tragcamos o vetor cuja origem é a origem do representante de
U e a extremidade é a extremidade do representante de V.
O vetor obtido é o vetor i + V.
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Adicao de vetores - Regra do paralelogramo

Outra forma de obter a soma de dois vetores é a seguinte:

@ Desenhar os representantes dos dois vetores dados com uma
origem em comum.

@ Tragar um paralelogramo desenhando os lados paralelos aos
dois vetores.

@ O vetor diagonal do paralelogramo com origem comum aos
dois vetores é um representante da soma dos dois vetores
dados.
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Relacdo de Chasles

A relagdo seguinte, chamada relacao de Chasles, é verdadeira
para todo o terno ordenado (A,B,C) de pontos de P

AB + BC = AC



Subtracao de dois vetores

Para calcular a diferenca entre os vetores i e V calcula-se a soma
de 7 com o simétrico de V. Isto é,

G—v=i+(-V).
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Consequéncia da definicao de subtracao

@ Sendo /ﬁ e @ representantes de i e V, respetivamente,
pode escrever-se

AB — CD = AB + DC
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Propriedades da adicdo de vetores

A adicdo de vetores goza das seguintes propriedades:
o Comutativa
Va,veV, i+v=v+i

@ Associativa

Vi, v,w eV, (i+V)+w=i+(V+Ww)

@ Existéncia de elemento neutro

—

VieV, i+0=0+d=10

@ Existéncia de simétrico
VieV, i+ (-0)=(-t)+d=0

25 /72



Exemplo - adicdo e subtracdo de vetores

Tendo em conta a figura

p N
V) (2R
A B

Calcule:

Q PN +ﬂ =

Q JI +HM =

© AP+ MC =

1 unidade de
comprimento

e

O
Or
iy
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Exercicio 2

Sendo A, B e C trés pontos n3o colineares, simplifique a escrita de
cada um dos vetores seguintes:

0 AB + AA

@ AB+ BC + CA
(3 ) A@+8_A>+ETC>+C48)
O AB— AC + BC
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Multiplicacdo de um vetor por um nimero real - Exemplo

Consideremos a figura:

O vetor i + i = 24. 2%
—_—
O vetor =24 = —i + (—1). ’
21
Complete:
@ Os vetores U e 21 tdm a mesma , O mesmo
e a norma de 2u é vezes a norma de
u.
@ Os vetores U e —2i tém a mesma , sentidos
e a norma de —2i4 é vezes a norma

de .
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Multiplicacdo de um vetor por um nimero real

Sendo k € R e i €V, a multiplicacdo de um ndmero real k por um
vetor i é a operagdo que faz corresponder ao par ordenado (k, ) o
vetor ki que se designa produto do numero real k pelo vetor .

O vetor ki tem:

@ a direcdo de i

e norma ||kdl|| = |k| x ||d]|

. de U se k>0
@ sentido
de —d se k<0

Se k=0ou i =0, kil é um vetor de direcio e sentido
indeterminado e de comprimento nulo.
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Propriedades da multiplicacdo de um nimero real por um

vetor

Sejam i e i dois vetores quaisquer e k e k' dois niimeros reais
quaisquer. A multiplicagdo de um ndmero real por um vetor goza
das seguintes propriedades:

O k(K'i) = (kk')ii
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Outras propriedades

Verificam-se ainda outras propriedades:
eVaceR VieV, ati=0 < a=0V =0
e VacR, VieV, a(—id)=—(ad) =(—-a)y;

eVieV, (-1).i=—u
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Exercicio 3

Exprima cada um dos vetores seguintes sob a forma de produto de
um numero real pelo vetor MP:

© 3 MP +2 MP
@ 2 MP— MP

9 3. (—2 Wr)
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Soma de um ponto com um vetor

Definicao
Dados um ponto A e um vetor i, chama-se a soma do ponto A

—

com o vetor i ao ponto A’ tal que AA" = .

U 3
"

Repare que a soma de um ponto com um vetor é um ponto.
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Soma de um ponto com um vetor - exemplo

Na figura:

tem-se:

B

Q A+ HG =

@ B+DL=
(3] + Fi

ézJ

L~ K
1 unidade de
Sl |, comprimento
\F
D E
0P+ =1L
—
Q@ C+DK =
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Soma de um ponto com um vetor. Diferenca de dois

pontos - continuacao

Da definicdo anterior resulta que

A=A+ & G=A-A
!

a diferenca entre dois pontos € um vetor

Em suma:

e AB=B_A
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Exercicio 4

Marque trés pontos A, B e C n3o colineares €, em seguida, os
pontos:

Q@ P=A+3(B-A);
Q@ Q=A+(B-A)+2(C—-A);

@ R=B-L1(C-A).
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Vetores colineares

Definicao
Dois vetores, ndo nulos, i e v sio colineares se e s6 se existe um
nimero real k # 0 tal que v = kii.

Ny 2 A LU
— W 7
11 /\/

=

Da definicdo anterior resulta que:

@ dois vetores colineares tém a mesma direcdo se nenhum deles
é o vetor nulo;

@ O vetor nulo é colinear com qualquer vetor.
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Angulo de dois vetores

Definicao

Angulo de dois segmentos orientados, ndo nulos, com a mesma
origem € o angulo convexo por eles formado.

8
C
¥

A
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Angulo de dois vetores - continuacao

E evidente que:

Q Vi, VGV\{O} ] \76[0o 180°];

o i iv= 0° < Ue Vtém o mesmo sentido;

///

e i Vv=180° & e V tém sentidos opostos;

e

@ O vetor nulo faz com qualquer vetor um angulo

indeterminado.
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Componentes e coordenadas de um vetor num referencial

ortonormado

Na origem de um referencial ortogonal e monométrico
consideram-se os vetores unitdrios com direcio e sentido dos
semieixos positivos. A este referencial passamos a chamar
referencial ortonormado (o. n.).

Referencial o. n. (O,
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Componentes e coordenadas de um vetor num referencial

ortonormado - continuacao

Qualquer vetor do plano pode ser decomposto na soma de
miultiplos dos vetores unitarios referidos. Por exemplo:

u=3i+4]

As componentes do vetor i sdo os vetores 3ie 4f.
As coordenadas do vetor i sdo (3,4) e escreve-se i = (3,4) ou
u(3,4) .
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Componentes e coordenadas de um vetor num referencial

ortonormado - continuacao

Se i é um vetor representado num referencial o. n. (O, i, j) do
plano, ent3o existem nimeros reais a e b tais que

i

i=a +bj.

@ As componentes do vetor i sdo os vetores ai e bj.

@ As coordenadas do vetor i sdo (a, b).
Escreve-se: i = (a, b) ou i(a, b) .
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Exercicio 5

Na figura abaixo estdo representados, em referencial o. n. Oxy, os
pontos A, B, C e D.

. Observando a figura, determine:
A
@ as componentes e as
IJ coordenadas do vetor Ag;
D
ol 1 x @ a soma do ponto B com o
vetor BD;

© o vetor que deve adicionar
C ao ponto A para obter o
B ponto C.
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Base de um conjunto de vetores de um plano

Base do conjunto V de vetores de um plano é qualquer par

-,

ordenado, (7, j), de vetores ndo colineares desse plano.

Isto é€,

- =

(i, j) éuma base de V < i e j n3o sdo colineares, Vi, j € V.
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Casos particulares

e As coordenadas do vetor i na base (7, j) sdo 1 e 0, visto que

-

=17i+0].

e As coordenadas do vetor j na base (7, j) sio 0 e 1, pois

-

Jj= Ol+lj

@ As coordenadas do vetor nulo sdo nulas, pois
0=0i+0j.
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Exercicio 6

Na base (7, ]) indique o par ordenado de coordenadas de cada um
dos vetores:

@ 2i-3j

Q@ V107 +3V5];
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|lgualdade e adicao de vetores

Considerando, numa base (i, j), os vetores i=ai+ b e
v=2a i+ b j, tem-se que:

@ a igualdade de vetores corresponde a igualdade das
respetivas coordenadas, isto €,

i=v & (ab)=(d,¢) & a=ad Ab=V

@ a adicao de vetores equivale a adicdo das respetivas
coordenadas, isto é

=)

+7=(ai+b])+ (d7+67) = (a+ )+ (b+b)

cl
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Multiplicacdo de um ndmero real por um vetor

@ a multiplicacao de um nimero real por um vetor
traduz-se na multiplicacdo desse nimero por cada uma das
coordenadas do vetor, ou seja

kﬁ:k<a7+bf)=ka7+kbj
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Colinearidade de dois vetores

@ a colinearidade de vetores corresponde a igualdade dos
quocientes das coordenadas homénimas. Com efeito,

e Vsdocolineares < JkeR: 0=kv
efazendo i=ai+bj e v=a i+ b J, resulta que
G=ki o ait+bj= k(a’7+ b’f)
donde,

a=ki A b=k & k=2 Ak=2 = 2Z2_-2

oL . . - b
Logo, se U e V sdo colineares, entdo - =7
a
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Propriedade

Dois vetores i =ai+bj e v=2a i+ b jformam uma base de
um plano se e sé se
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Exercicio 7

© Numa base (/ J) considere os vetores i = /2 i + 3/ e

—

V=ai+ 2b_] Calcule os niimeros reais a e b de modo que

=y
I
<t

@ Considere, num referencial o.n. Oxy, os vetores i e V.
Determine k € R de modo que os vetores ii e V sejam iguais,
sendo i = (2+ k,—1) e V = (5,8 — k?).
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Exercicio 8

@ Considere, num referencial o.n. Oxy, os vetores i = (2,5) e
vV = (a+2,—3). Determine a de modo que sejam colineares
os vetores ij e V.

@ Verifique se, numa base (&, b), os vetores 23— b e 3+ 3b
sdo colineares.
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Exercicio 9

Sendo =3/ —2j e V= —i +J, exprima em funcdo de i e j cada
um dos seguintes vetores:

Q 20— v;

Q@2 — T+
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Exercicio 10

Seja (i, j) uma base de V. Verifique se o par de vetores,
considerado em cada uma das seguintes alineas, também é uma
base:

o (7+j7 T_j)'
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Exercicio 11

Sabendo que, numa base (3, b) os pares de coordenadas de i e V
sdo, respetivamente, (1,2) e (3,4),

@ prove que (4, V) também é uma base;

@ determine na base (4, V) as coordenadas de & e de b .
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Versor de um vetor

Definicao
Versor de um vetor v, ndo nulo, é o vetor colinear com v e de
norma 1. Representa-se por vers v.

E claro que

vers v = ——.
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Bases Ortonormadas

Definicao

Base ortonormada de um plano € qualquer par ordenado, (i,j), de
vetores unitdrios ortogonais desse plano.

Simbolicamente,

-

(7,j) é uma base ortonormada < [ = 1A || =1 A 7 =90°.

- o,

e Com j4 referimos, para indicar que (i,;) é uma base
i

ortonormada escreve-se base o.n. (i, j).
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Norma de um vetor i = ai + bj em base ortonormada

Uma vez que a norma de um vetor é a medida do seu
comprimento, tomando para unidade o comprimento dos vetores
da base, o teorema de Pitdgoras permite escrever:

=12 112 112
[d]]= = flai]]” + [l 6/]]

ou
1@[1% = [al® 17>+ [b* [1j]I*.
Mas
P =177 =1, |a*=a* e | = b
Logo,
|d]]? = a* + b?
ou

il = Va2 + B2,
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Versor de um vetor em base ortonormada

Sendo o vetor i = ai + bj, o versor de ii é, por definicio,

- u
vers i =
d]
ou seja
. ai+bj
vers i = ——
[l
ou ainda
o a - b -
vers U = -1 —+ = J
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Cossenos diretores de um vector u

Numa dada base (1,J ) os cossenos diretores de um vetor U sdo os

—
-

cossenos de 1, ie , Jj. Designando por o e por B
respetivamente, os éng Ios de 4 com i e de 4 com j, tem-se

Cos v = COoS (Ei, i> e cosf = cos <D’, j> .

Se a base é ortonormada e 4 = ai + bj, ent3o

—

Id]

a
cosa = —-, Cosf=

1a]

e podemos concluir que

Definicao

Numa base o.n. os cossenos diretores de um vector U sdo as
coordenadas do seu versor.
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Exercicio 12

Considere numa base o.n. (&,f) o vetor i de coordenadas (3,-4).
Calcule:

@ a norma de i;

@ o versor de u;

© os cossenos diretores de 4.
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Exercicio 13

Calcule as amplitudes dos angulos que o vetor & de coordenadas
(v/3,3) faz com os vetores da base o.n. (3, b).
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Exercicio 14

Dados os vetores 3 e b, respetivamente, por (-2,1) e (4,-3) numa
base o.n. (€,f),

© determine um vetor colinear com & e de comprimento igual ao
dobro do comprimento de 3;

—

@ determine um vetor i, de norma 3, de modo que U, f = 45°
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Distancia entre dois pontos num referencial ortonormado

Consideremos, em relacdo a um referencial o.n. (O,T,f) dois
pontos A(x1,y1) e B(x2, y2). A disténcia de A a B é a norma de
A

Como AB =B —A=(x.y)— (x1,51) = (x2 — x1,y2 — 1),

ent3o a norma de A§ é

1AB] = /(o — 32 + (12— )2

e assim

dag = \/(Xz —x1)? + (y2 = y1)?
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Considere, num referencial o. n. (O,T,f), os pontos A(1,2),
B(3,1) e C(5,2).

Prove que o tridangulo [ABC] é isdsceles.
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Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

Num referencial cartesiano o. n. Oxy do plano consideremos

A(x1,y1) e B(xz, y2) -
Designemos por x e y as coordenadas de um ponto M de [AB].

M é ponto médio de [AB] <& AM = MB.

Mas
AN — MB
M—-—A=B-M
(x,y) = (x1,01) = (x2,52) — (x,¥)
X1+ X Nty
X = N y=

2 2
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Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta -

alternativa

Num referencial cartesiano o. n. Oxy do plano, se A(x1,y1) e
B(x2, y2), tem-se

’ﬁ:B_A:()Q—Xl»}Q—}Q)-

Se M é o ponto médio de [AB], entdo

1
M:A+§H§: <X1;X2,Y1J2ryz>.
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Considere, para cada caso, um referencial O. n. Oxy e determine
as coordenadas do ponto médio, M, do segmento de reta [AB],
sendo:

Q A(1,3); B(-1,2);
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Exercicio 17

_)
Considere, num plano, um referencial (O, OA, O?) e sejam My,
M, e M5 os pontos médios dos segmentos [AB], [BO] e [OA],
respetivamente.

—
@ Calcule as coordenadas dos vetores Mo A e Mo Ms.

@ Prove que Mo M3 = —% /ﬁ
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Solucdes dos exercicios propostos

ﬁ 2.2) %0 2.4)

) 32—7 33)6? 3.4)% MP
5.1) As componentes de /ﬁ s30 —5i e —9_] e as coordenadas sao
(=5, —9); 5.2) D; AC
6.1) (2,-3);: 62)(-1,0); 6.3) (o, fz—l); 6.4) (v/10,3v/5)
71)a=+V2eb=3; 72)k=3.
8.1) a= —%; 8.2) Os vetores dados nio sio colineares.
9.1)20—vV=Ti—5] 92) i— G4+j=—i43]

- - -

10.1) Os vetores i + j e i — j n3o sdo colineares, pelo que
(F+],i—J)é uma base.

10.2) Os vetores i— 2_] e 21 —_j n3o formam uma base, pois s3o
colineares.

11.1) (4, V) é uma base, pois % #
112) 5= -20i+veb=3i-

SLBIN

1
2
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Solugdes dos exercicios - continuacdo

12.1) |d]| =5 12.2) vers ii = 36— 4f; 12.3) cos (E\é’) =3

e cos <L7, f) = —%.

13) As amplitudes dos 4ngulos de & com 3 e de i com b sdo 60° e
30°, respetivamente.
14.1) H4 dois vetores nas condigdes pedidas: —4 €+ 2 fedaed—2f

142) P=3284 327

15) O triadn gulo é |sosce|es p0|s AB = BC
16.1) M(0,3); 16.2) (-3 1872
17 MoA = (0.-8): Mo = (3,-9)
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Introducao

A necessidade de localizar e relacionar os pontos de um plano
levou a construcdo de um sistema de eixos em relacdo aos quais
todos os pontos do plano se possam reportar. Tal sistema é
chamado referencial cartesiano.

Tendo em conta o que foi mencionado nos pontos anteriores do
programa desta disciplina, vamos abordar as equacoes da reta.

Faremos um breve resumo sobre algumas retas especiais com que
lidamos vulgarmente.



Exercicio 1

Represente graficamente, num referencial o.n., os conjuntos de
pontos correspondentes as condicGes:

Qy=2
Q x=-2
Qy=x
Q y=—x



Equacdo vetorial de uma reta no plano

Considere a figura: Repare que
K ; e Ai=A+1i
| A o Ay =A+20
\'// : o As = A+ 2,50
e o B=A—0,50
y = o By=A—2i

De um modo geral, sendo P um ponto qualquer da reta r, tem-se
que
P=A+ki, keR



Equacdo vetorial de uma reta no plano

Definicao

Dados um ponto A e um vetor ndo nulo it do plano existe uma
tinica reta r que passa no ponto A e tem a direcdo de ui. Uma
equacao vetorial da reta r é:

P=A+kii, keR

sendo P um ponto qualquer da reta.

@ Ao vetor i = (uy, up) chama-se vetor diretor da reta.

Considerando as coordenadas de P(x,y), A(xo, y0) e 4 = (u1, u),
a equacao tem a forma:

(va):(X0>}/0)+k(ul>u2)7 keR
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Exercicio 2

Determine as equacdes vetoriais de cada uma das retas que passam
por A(—2,3) e tém a direcdo de:

Q@ i=(23)
@ v=(-3,1)
@ w=(0,1)
Q t=(-2,0)



Equacdes paramétricas de uma reta no plano

Consideremos a equacgdo vetorial da reta r
(x,¥) = (x0, ¥0) + k(u, u2), Kk €R.

Determinemos as coordenadas (x, y) de P utilizando as
propriedades da adicdo de vetores e do produto de um niimero real
por um vetor. Assim,

(X,y):(Xo,y0)+k(U1,U2) <~ (va):(X0+ku17y0+ku2)

concluindo-se que os pontos (x,y) da reta r sdo os que satisfazem
o sistema

X = Xxp+ kuq

y = yo+ ku, keR

a que chamamos representacao paramétrica ou equacoes
paramétricas da reta r relativamente ao referencial considerado.



Exercicio 3

Determine um sistema de equagdes paramétricas de cada uma das
retas que passam por B(0,3) e tém a direcdo de:

Q@ i=(-1,3);
@ b=(3,1);
@ ¢=(2,0);
Q@ d=(0,—1).



Equacdao de uma reta no plano que passa por dois pontos

Dados os pontos A(xp, ¥o) € B(x1,y1) pretende-se a reta que tem a
direcdo do vetor AB. Ora,

AB=B—A= (x1,y1) — (%0, Y0) = (x1 — X0, ¥1 — Y0)-
Uma equacao vetorial da reta AB ¢é pois
P:A+k/ﬁ, com keR

ou ainda
(x,¥) = (x0, ¥0) + k(x1 — x0, y1 — Y0)

de onde se obtém as equagcOes paramétricas

x= x+ k(x1 — xo)
y= yo+k(y1— ), com keR
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Exercicio 4

Determine equacdes vetoriais e paramétricas de cada uma das
retas definidas pelos pontos:

Q P(2,1) e Q(4,5);
@ P(—3,2) e Q(0,5);
@ P(0,-2) e Q(2,0);

Q P(—1,-1) e Q(3,5).

11/77



Equacdo cartesiana de uma reta no plano

x= xp+ ku
y= yot+ku

for um sistema de equagdes paramétricas de uma reta r, podemos
dar-lhe outro aspecto

k= X=X
k= y;72yo (ul#Oeuz#O)
e, eliminando k, obteremos

X=X Y~ Yo
u1 uz

que é uma equacao cartesiana da reta r.
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Exercicio 5

Determine uma equagdo cartesiana da reta que passa por A(1,1) e
tem a dire¢do o vetor 3 = (—3,2).
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Equacgado cartesiana de uma reta no plano que passa por

dois pontos

Caso se tenha uma reta definida por dois pontos - A(xp, yo) €
B(x1,y1) - um sistema de equagles paramétricas é

x= xp+ k(x1 —xo0)

y= Yo+ k(y1—y), com keR
Ao eliminar k entre as duas equacdes do sistema vem:

X — Xo _ i (1]
X1 — X0 yY1i—Yo

equacao cartesiana da reta AB.
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Exercicio 6

Determine uma equagdo cartesiana da reta PQ sendo P(0,—2) e

Q(-5,1).
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Equacao geral de uma reta no plano

As equagdes cartesianas de uma reta podem revestir-se de varias
formas, a que correspondem outras tantas designacgdes.

De
X — X0 :y_YO

i u2

podemos obter uma equagdo equivalente

UpX — UpXp = U1y — U1Yo

ou
up X—ury+uyo— uxxg =0
~— =~ ——
A B C
e, finalmente,
Ax+By+C=0
conhecida como equacao geral da reta.
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Equacdo geral * de uma reta no plano - continuacio

Para chegarmos a uma equag¢3do geral da reta fizemos A = uy,
B=—u; e C=uwuyy— upxp. Entio, se uma reta é dada pela
equacdo geral Ax + By + C = 0, podemos afirmar que um vetor

diretor da reta é
(u1, 2) = (=B, A).

Note-se desde ja que A e B n3o podem ser simultaneamente nulos
- o vetor diretor seria nulo...

* Diz-se equagdo geral pelo facto de representar qualquer reta seja qual for a sua

posicdo no referencial cartesiano.
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Casos particulares

Consideremos a equacdo geral da reta Ax + By + C = 0:

@ Se A =0, entdo
_ _ _C
sendo a reta paralela ao eixo Ox.

@ Se B =0, entdo
Ax+C=0 & x= —%
sendo a reta paralela ao eixo Oy.

@ Se C =0, entdo
Ax+By=0 & y:—gx
e a reta passa pela origem.
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Exercicio 7

Determine uma equac¢do geral da reta que:

@ Passa por A(—2,5) e tem a diregdo de d = (—2,1);
@ Passa por P(5,—1) e Q(3,2);
@ Passa por B(2,—2) e tem a direcio de b = (3,0);

Q Passa por C(2,1) e tem a diregdo de b= (0,-2).
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Equacdo reduzida de uma reta no plano

A equacdo Ax + By + C = 0 é equivalente, desde que B # 0, a

Y= Ax C

_—E —E.

Fazendo —g =m e —% = b, obtemos:
y=mx+b

chamada equacao reduzida da reta n3o vertical.
Refira-se que esta equacdo n3o pode representar retas paralelas ao

eixo Oy ja que B # 0.
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Significado de m na equagao y = mx + b

L
m=—=
u
representa a tangente trigonométrica do angulo «, angulo que a
reta faz com o eixo Ox.

@ Ao angulo a chama-se inclinacao da reta

@ e ao coeficiente m, coeficiente angular ou declive da reta.

Resulta desta definicdo que o declive de uma reta pode ter
qualquer valor real, mas n3o esta definido quando a reta for
paralela ao eixo Oy.
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Observacao

()

m=0

Neste dltimo caso ndo existe

equacdo reduzida. Estas retas
= (verticais) tém equagdes do tipo

x=a,comaclR




Vetor diretor e vetor normal de uma reta definida pela

equacao reduzida

Dada uma reta de declive m,
@ o vetor (1,m) é o vetor diretor da reta

@ e (—m, 1) o vetor normal.

23 /77



Significado de b na equagao y = mx + b

e b= —%
Se em Ax + By + C = 0 fizermos x = 0, obteremos y = —%.
Entdo (0, —§) corresponde ao ponto onde a reta intersecta o eixo

Oy (ponto de abcissa nula).

@ A b chama-se ordenada na origem.
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Abcissa na origem

Consideremos agora uma reta s, sendo Ax + By + C = 0 uma sua

equacao geral. Ja vimos que que a ordenada na origem é b = —%.

Faz sentido falar da abcissa na origem, ou seja, da abcissa do
ponto de interseccdo da reta com o eixo Ox.

Esse ponto tem ordenada nula, pelo que seem Ax+ By + C =0
fizermos y = 0, obteremos

C
A C = = ——.
X + 0 x 2

Entdo (—%,0) é o par de coordenadas correspondente ao ponto de

interseccdo da reta com o eixo Ox.

Ao nlimero real Z' normalmente representado pela letra a, da-se
o nome de abcissa na origem.
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Exercicio 8

Determine a equacao reduzida de cada uma das retas:
Q 2x—-3y+7=0;
@ AB, sendo A(2,1) e B(—3,2);
© Passa por P(3,—2) e tem a diregdo de i = (2,5);

Q Tem declive 3 e passa por Q(—2,1).
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Equacao Axial de uma reta no plano

Sejam A(a,0) e B(0, b) os pontos de intersecgdo de uma reta com
os eixos de um dado referencial cartesiano ortonormado.
Uma equacdo vetorial da reta é

P = A+ kAB

ou seja
(x,¥) =(a,0) + k(—a, b).

Passando para uma equagao cartesiana tem-se

X—a 'y X y
== & ——+41==
—a b a + b
que pode escrever-se como
X .y
2421
a + b

chamada equacao axial da reta.
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Observacao

A equacgdo axial da reta, que nos indica imediatamente a abcissa e
a ordenada na origem da reta dada, ndo pode, no entanto,
representar retas paralelas aos eixos ou passando pela origem. E de
facto evidente que n3o pode ser a =0 nem b = 0.



Exercicio 9

Determine a abcissa e ordenada na origem de cada uma das retas:
Q 2x—-3y+7=0;
Q@ y=-2x+13;
Q@ P=1(2,1)+ k(-3,2);

Q y=3x
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Determine as equacoes axiais das retas:
Q 2x+5y—-10=0;
Q@ y=2x—-3y+6;

Q@ P=(2,1)+ k(3,2), com k € R;
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Produto escalar ou produto interno de dois vetores

Definicao
O produto escalar ou produto interno de dois vetores i e vV
representa-se por

u-v

e tem-se por definicdo:

Oseti=0o0uv=0

<t
I

o -

—

-V = [|d][ > [[V]] x cos(d, V)

cy

O produto escalar de dois vetores é um nimero, por isso se diz
produto escalar.
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Consequéncias da definicdo de produto escalar ou produto

interno

@ O produto escalar ou produto interno de dois vetores
perpendiculares é nulo.

=|
<l
<|
]
o

@ Se ii-V > 0, entdo o dngulo dos dois vetores é agudo.

u-v>0
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Consequéncias da definicdo de produto escalar ou produto

interno - continuacao

@ Se -V <0, ent3o o angulo dos dois vetores é obtuso.

@ Se os dois vetores tém a mesma direc3o:

e e 0 mesmo sentido: e sentidos opostos:
i v=|d| x| i v=—|[dl[ x|Vl
u - R
—_—— u

Rl cos 180°=-1
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Expressao do produto escalar ou produto interno nas

coordenadas dos vetores

Definicao

Sei=(a,b) e V=(cd), entio

@ Angulo de dois vetores no plano:

G- v = ||dl] x ||]| x cos(@, V)
cos(D’/,T_/’)— vy

IRIEIRIE
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Exercicio 11

Sendo 0= (1,2) e Vv =(3,4), calcule:

© Sendo w = (a,8), determine a de modo U e w sejam
perpendiculares.
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Posic3o relativa entre duas retas - retas paralelas

Consideremos duas retas r e s definidas pelas equagdes gerais:
r: Ax+By+C=0
s: Ax+By+C =0

Se os vetores diretores das duas retas forem colineares, isto é, se
7 = (—B, A) for colinear com s = (—B’,A’), entdo as retas r e s
sdo paralelas.

Deverda entdo verificar-se

A B

A B

para que r seja paralela a s. Escreve-se r || s.
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Condicao necessaria e suficiente de paralelismo

. A B, - ..
Pode concluir-se que — = — é uma condic3o necessaria e
A B
suficiente de paralelismo das retas r e s (ndo paralelas a qualquer

dos eixos).

Notemos que:

@ Se as retas forem definidas por equacgdes vetoriais,
reconhecer-se-3 o seu paralelismo pela colinearidade dos
vetores diretores.

@ Se forem definidas pelas equacdes reduzidas, os seus declives
deverdo ser iguais.
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Retas coincidentes

H4 dois casos de paralelismo a considerar:

1) Se % = g = % podemos fazer
A B C
Tk m=k =k

pelo que
A=kA, B=kB', C=kC,
apresentando-se as equac¢des gerais sob a forma
r: kA x+ kB y+kC' =0
s: Ax+By+C =0

Conclui-se entdo que r e s s3o a mesma reta ou retas
coincidentes. Neste caso, escreve-se rNs =r =s,
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Retas estritamente paralelas

2) Se % = g #* % as equacoes apresentar-se-30 assim:

r: kAx+kB y+C=0
s: Ax+By+C =0

representando duas retas estritamente paralelas (paralelas, mas
n3o coincidentes). Notemos que, neste caso as retas ndo tém
nenhum ponto comum. Escreve-se rN's = {}.
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Retas concorrentes

Se os vetores diretores das duas retas r e s ndo forem colineares,
isto €, se

A B

AT B
as retas ndo sdo paralelas; s3o concorrentes.
Duas retas concorrentes tém um e um sé ponto comum, que
corresponde a solucdo do sistema constituido pelas duas equacdes

gerais
Ax+By+C =0

Ax+By+C =0
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Resumo

Duas retas r e s, situadas no mesmo plano, podem ser

paralelas

concorrentes

coincidentes rNs=r—=s
estritamente rNs = {}

rns={l}
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Exercicio 12

Determine as coordenadas do ponto de interseccdo de cada par de
retas:

QO 2x+3y—7=0ex—-y—-1=0;

Q@ x—3y+8=0ebx+y—-3=0.
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Averigue da posicao relativa das retas indicadas:
Q@ x+2y—3=0 e 3x+6y+9=0;
@2x—y+10=0 e x—3y+5=0;
QO x+y+1=0 e x—-y+1=0;

QO P=(21)+k(3,2) e Q=(-3,2)+A(6,4), com k, A€ R
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Angulo de duas retas

@ Se as retas sdo estritamente paralelas ou coincidentes dizemos
que sdo paralelas e que formam um angulo de zero graus.

@ Se as retas sdo concorrentes podem ser:

Retas perpendiculares Retas obliquas
S S
a=90 ) @
‘ /
r
7

O angulo das duas retas é 90°. O angulo das duas retas ¢ inferior a
Para indicar que as retas sdo 90°

perpendiculares, escreve-se r L s.
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Angulo de duas retas - definicao

Definicao
Dadas duas retas r e s concorrentes e ndo perpendiculares,
chama-se angulo das duas retas ao menor angulo por elas definido.
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Determinacao do angulo de duas retas

Nas figuras seguintes « representa o angulo das retas r e s

Sendo i e V os vetores diretores das retas r e s, respetivamente,

o —

cos o = | cos (4, V)|

pelo que

Cosax = ‘_' ‘7‘
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Exemplo - Determinacao do angulo entre duas retas

Consideremos duas retas dadas pelas equacdes vetoriais:

r:P=(2,1)+k(2,-2), keR
s:Q=(1,5)+A0,3), AeR

O angulo destas retas serd « tal que

2.-2)0.3) _ |6 _ V2
Vitavs vm 2

o que nos da para angulo das duas retas oo = 45°.

Cosa =
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Retas perpendiculares

Sejam r e s duas rectas definidas, respetivamente, pelas equagdes
vetoriais:
P=A+ ki e Q=B+ v

Se r L s, ent3o também i é perpendicular a V.

Sendo 0 = (u1, u2) e V = (v1, v2), teremos:

v=0 & (ul,UQ).(Vl,Vz):O S v+ v =0

<l

condicdo para que as retas r e s, dadas pelas equagdes vetoriais,
sejam perpendiculares.
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Retas perpendiculares - continuacdo

Estando as retas definidas por equagdes gerais
r: Ax+By+C=0 e s: Ax+By+C =0

recordemos que 7 = (—B, A) é um vetor diretor de r e que
§=(—B',A") é um vetor diretor de s.
Deverd entao ser

F§=0 & (-BA).(-B A)=0 < AA+BB =0

condi¢do para que as retas r e s, dadas por equagdes gerais, sejam
perpendiculares.

@ Se (—B, A) é um vetor diretor de r, entdo o vetor (A, B) é
perpendicular a r.
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Exercicio 14

Determine equagdes gerais das retas:

@ Perpendicular a 2x + 5y — 2 = 0 e passando por (0,0).

@ Perpendicular a x — 3y + 5 = 0 e passando por (1,2).

50 /77



Observacao

Se as retas r e s forem definidas, respetivamente, pelas equacdes
reduzidas
y=mx+b e y=mx+Pb,

@ as retas serdo perpendiculares se os seus declives estao
relacionados pela expressao

dizendo-se que o declive de uma reta é simétrico do
inverso do declive da outra.

@ as retas serdo paralelas se os seus declives forem iguais.
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Exercicio 15

@ Determine uma equacio reduzida da reta r paralela a reta
x + 2y — 3 =0 e que passe pelo ponto (1, —4).

© Determine uma equacdo reduzida da reta que passa pela
origem das coordenadas e é perpendicular a reta de equagado
3x -2y =1.
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Equacao da mediatriz de um segmento de reta

Se considerarmos um ponto R(x,y) genérico que se desloque sobre
a mediatriz de [PQ], com P(x1,y1) e Q(x2, y2), verifica-se que

IPRI| = |[QR]|

V=22 4+ (=) = (x4 (v — )2
(x=x)’+(—n)=Kx—x)P’+-y)

equacdo que, depois de reduzir os termos semelhantes, se
apresenta na forma

Ax+By+ C=0

que é a equacao geral da mediatriz de [PQ)].
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@ Determine uma equagdo da mediatriz do segmento [AB]
sendo A(3,1) e B(2,5).

@ Determine uma equagdo a mediatriz do segmento [PQ] sendo
P(—4,3) e Q(2,3).
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Equacao da mediatriz de um segmento de reta - alternativa

A mediatriz de um segmento de reta [AB] é a reta perpendicular a
[AB] e que passa no seu ponto médio M.

Podemos ent3do dizer que:

Definicao

A mediatriz do segmento [AB] € o conjunto dos pontos P(x,y)

tais que
MP . AB =0

sendo M o ponto médio de [AB].
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Exercicio 17

Resolva o exercicio 16 pela determinac3do alternativa da equacao
da mediatriz de um segmento.
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Pé da perpendicular

A determinacdo do pé da perpendicular tracada de um ponto P
para uma reta r consiste na determinacao do ponto de interseccio
de duas retas: a reta dada (r) e a reta que, passando pelo ponto
dado (P), é perpendicular a primeira.
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Exercicio 18

Determine o pé da perpendicular tragada por P(6,2) para a reta
y=2x+1.
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Distancia de um ponto a uma reta

A
e

A distancia de um ponto P a uma reta r é o comprimento do
segmento que une o ponto com o pé da perpendicular tragada por
P para r. Esta distancia na figura é representada por d.
Poderemos pois determinar essa distancia seguindo os passos:

© Determinar o pé da perpendicular tracada por P para r.

© Determinar a distancia entre os dois pontos, P e o pé da
perpendicular.

59 /77



Exercicio 19

@ Determine a distancia do ponto P(7,4) aretax—y+3=0.

@ Determine a distancia do ponto P(8,1) a reta
3x—4y —-5=0.
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Distancia de um ponto a uma reta - alternativa
//

/d.P

A distancia d de um ponto P(xo, yo) a reta definida pela sua
equacdo geral Ax + By + C = 0 é dada por:

_ ‘AXo—l-Byo—l-C’

d
‘/A2+B2
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Exercicio 20

Resolva o Exercicio 19 recorrendo a alternativa da distancia de um
ponto uma reta.
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Equacao da reta que passa por um ponto dado e é

perpendicular a outra reta - alternativa

A reta p que passa pelo ponto A e € perpendicular a uma reta r é
o conjunto dos pontos P tais que

AP F=0

sendo r um vetor diretor da
reta r.
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Exercicio 21

Num referencial o.n., considere a reta r de equacao
(x,y) =(2,1) + k(-3,4), keR

Determine uma equac¢do da reta perpendicular a r que passa pelo
ponto A(3,5).
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Equacdo cartesiana da circunferéncia

Dado um ponto C(a, b), num referencial o.n., a sua distancia a
outro ponto P(x,y) é, precisamente, a norma de CP, ou seja,

ICPIl = \/(x — @) + (v — b)2.

Se chamarmos a norma HCzH raio da circunferéncia e a
designarmos por r, teremos

\/(x—a)2+(y—b)2:r

(x— a2 +(y — b2 =12

que é uma equacao cartesiana da circunferéncia de centro
C(a, b) e raio r.
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Exercicio 22

@ Determine uma equacgao da circunferéncia com centro em
C(3,4) e que passa pela origem de um referencial o.n.

@ Determine uma equagdo da circunferéncia tal que [AB] seja
um seu didmetro, com A(2,1) e B(—2,5).

© Determine uma equacao da circunferéncia que passa pelos
pontos B(0,5), Q(6,5) e R(3, —4).
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Circunferéncia de diametro [AB] - alternativa

Consideremos uma
circunferéncia de didmetro [AB].
Dizer que P é ponto da
circunferéncia distinto de A e de
B equivale a dizer que o
triangulo [APB] é retangulo em

P, ou seja, que AP - @ = 0.

Definicao

A circunferéncia de didametro [AB] é o conjunto dos pontos P(x, y)

tais que
AP . BP = 0.
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Exercicio 23

Determine num referencial o.n. uma equacdo da circunferéncia de
didmetro [AB] sendo A(1,2) e B(—3,1).
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Como determinar a posicao relativa de uma reta e uma

circunferéncia?

Para se averiguar da posicao relativa de uma reta e uma
circunferéncia bastarad ent3o tentar determinar a sua intersec¢do.
O sistema que se obtém tem uma equacdo do 1° grau e outra do
2° grau, ambas com duas incégnitas.

@ Se o sistema for impossivel, ndo ha pontos de interseccio e,
portanto, a reta é exterior a circunferéncia.

@ Se o sistema tiver uma Unica solugcdo, a reta é tangente a
circunferéncia.

@ Se o sistema tiver duas solugdes, estas sdo os pontos de
interseccdo com a circunferéncia, pelo que a reta & secante a
circunferéncia.
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Exercicio 24

@ Averigue da posicdo relativa da reta 3x —4y + 16 =0 e da
circunferéncia de equagdo x? + y?> — 6x — 16 = 0.

@ Averigue da posicdo relativa dareta x —y +3 =0 e da
circunferéncia de equagdo x> + y? = 9.
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Equacao da reta tangente a uma circunferéncia num dado

ponto

E conhecida a propriedade que
afirma que toda a reta tangente
a circunferéncia é perpendicular
a reta que passa pelo centro e
pelo ponto de tangéncia (T).
Ent3o, podemos dizer que

Definicao

A reta tangente a circunferéncia de centro C no ponto T é o lugar
geométrico dos pontos P(x,y) tais que

TB.CT —o0.

7




Exercicio 25

© Determine uma equacao da reta tangente a circunferéncia de
equacdo (x +1)? + (y 4+ 1)2 = 25 no ponto T(2,3).

@ Dada uma circunferéncia x? + (y — 2)? = 13 determine uma
equagdo da tangente a circunferéncia no ponto (3,0).
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Solucdes dos exercicios propostos

2.1 (x,y) = (~2,3) + k(2,3), k € R;

2.2 (x,y) = (—2,3) + k(~3,1), k € R;

2.3 (x,y) = (~2,3) + k(0,1), k € R;

24 (x,y) =(-2,3) + k(—2,0), ke R

310% keR 330" keR
y =3+ 3k y =

32 %73k keR 349%70 keR
y=3+k y=3—k

x =2+ 2k

41 (x,y) = (2,1) + k(2,4) e keR

(x.y) = (1) + k(2,4) {ylek

— 343k
42 (x,y) = (-3,2) + k(3.3) e <~ * keR
y =243k

74/77



Solugcbes dos exercicios propostos - continuacao

x =2k
43 (x,y)=(0,-2)+ k(2,2) e keR
(x.y) = (0.-2) + k(2.2) {y:_2+2k
=—-1+44k
44 (x,y) = (-3,2)+k(3,3) e {7 keR
y =—-1+6k
5. 5 = 22
6. Usando o ponto P a equagdo pedida é 2z = y—;ﬂ
713x+2y—-13=0 71y+2=0
71x4+2y—8=0 71x—-2=0
8.1y:%x+% 8.1y:gx—%
8ly=—¢x+1 81y=3x+7

9.1 A abcissa na origem é —% e a ordenada na origem ¢é %;

9.2 A abcissa na origem é % e a ordenada na origem ¢ %;
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Solugcbes dos exercicios propostos - continuacao

9.3 A abcissa na origem é % e a ordenada na origem é %;

9.1 A abcissa na origem é 0 e a ordenada na origem é 0

1015+45=1 1031/2+ 1/3 =1
102 23+ 55 =1 10.4 1775 + =7 = 1
1114-v=11

11.2 Aproximadamente 10, 3°

11.3 a = —16.

121 (2,1) 12.2 (45, fo)

13.1 As retas sdo estritamente paralelas;
13.2 As retas s3o coincidentes;
13.3 As retas sdo coincidentes;
13.4 As retas sdo estritamente paralelas;

1415x -2y =0 1423x—y—-1=0
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Solugcbes dos exercicios propostos - continuacao

151y=-%-1 152 y = —2x
16.1 —2x+8y —19=0 162 x+1=0
18.(8,4) 19.1d =32 192d=3

21. y:%x—l—%

221 (x =32+ (y—4)2=5" 223 (x—3)?+(y—1)2=52
222 x4+ (y—3)2=38

23 (x+1)2+(y-32)2=%

24.1 A reta é tangente a circunferéncia no ponto T(0,4)

24.2 A reta é secante a circunferéncia. Os pontos de interseccdo
sdo (0,3) e (—3,0)

251y =—3x+2

25.2 3x — 2y — 9 = 0 é a equagido geral da reta tangente pedida.
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Referencial Cartesiano do espaco

E construido por trés retas concorrentes no mesmo ponto, ndo
complanares, em que se fixaram unidades de comprimento.

Ao ponto comum das retas chamamos origem do referencial.
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Visualizacao

Z




Referencial ortogonal e monométrico do espaco

No espaco, a um sistema de trés eixos com a mesma origem, com
a mesma unidade de medida e cada um perpendicular aos outros
dois, chama-se referencial ortogonal e monométrico do
espaco.

O referencial ortogonal e monométrico (0. m.) do espago

representa-se por Oxyz ou (O, x,y, z).

A @ Ox é o eixo das abcissas.
@ Oy é o eixo das ordenadas.

@ Ox é o eixo das cotas.
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Coordenadas no espaco

Dado um referencial do espago (O, x, y, z) ou Oxyz chamam-se
coordenadas de um ponto aos niimeros reais que constituem o
terno ordenado que lhe corresponde e o identifica.

Assim, no espago, um ponto fica definido conhecidas as suas
coordenadas:

(x1,¥1,21)

sendo:
@ xi1 a abcissa;
@ y; a ordenada;

@ z; a cota.
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Coordenadas no espaco -

Eixo

das cotas /

Eixo das
abcissas

visualizacao

St W
\\‘v
Bi(1:2;3
%

N

Eixo das
ordenadas

6
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Eixos Coordenados

Os eixos Ox, Oy e Oz s3o os eixos coordenados.

Todos os pontos do eixo das abcissas tém ordenada nula e cota
nula. O eixo Ox é definido pela condicdo y =0A z=0.

Diz-se que A(x,0,0) é um ponto genérico do eixo das abcissas,
sendo x um nudmero real qualquer.

Como todos os pontos do eixo das ordenadas tém abcissa igual a
zero e cota igual a zero, o eixo Oy ¢é definido pela condicdo
x=0Az=0.

Um ponto genérico do eixo das ordenadas serd, ent3o,
B(0,y,0) é um sendo y um nimero real qualquer.
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Eixos Coordenados - continuacao

Como todos os pontos do eixo das cotas tém abcissa igual a zero e
ordenada igual a zero, o eixo Oz é definido pela condi¢do
x=0Ay=0.

Um ponto genérico do eixo das cotas serd, entdo, C(0,0,z) é
um sendo z um ndmero real qualquer.
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Exercicio 1

Represente os pontos A(0, 6,0); B(8,6,0); C(8,3,0); D(6,3,0);
E(5,0,0) e P(4,3,3).
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Solucdo do Exercicio 1

\
2 +\
\
padle BN
\oP(4:3:2.5)
A (0:6;0)
o S '
N
A—|
N
______ A
E(5,0,0) i
= - D (6;3;0)
—————— TE30)  B(860)
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Planos Coordenados - o plano xOy

Num referencial Oxyz do espaco, os eixos Ox, Oy e Oz definem,
dois a dois, trés planos.

@ plano xQy definido pelos eixos das abcissas e das ordenadas;
como todos os seus pontos tém cota nula, a sua equacao é
z=10. Um ponto genérico deste plano é M(x,y,0), sendo x e
y ndmeros reais quaisquer.
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Planos Coordenados - o plano yOz

@ plano yOz definido pelos eixos das ordenadas e das cotas;
como todos os seus pontos tém abcissa nula, a sua equacgdo é
x = 0. Um ponto genérico deste plano é N(0,y, z), sendo y e
z nameros reais quaisquer.
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Planos Coordenados - o plano xOz

@ plano x0z definido pelos eixos das abcissas e das cotas; como
todos os seus pontos tém ordenada nula, a sua equacgao é
y = 0. Um ponto genérico deste plano é P(x,0,z), sendo x e
Z nlmeros reais quaisquer.
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Octantes

Os planos coordenados dividem o espaco em 8 partes iguais que
tém o nome de octantes.

I
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Observacao

Enquanto no plano os valores absolutos de cada uma das
coordenadas de um ponto representam distancias do ponto aos
eixos coordenados, no espaco:

@ a distancia de um ponto ao plano yOz é o valor absoluto da
sua abcissa;

@ a distdncia de um ponto ao plano xOz é o valor absoluto da
sua ordenada;

@ a distdncia de um ponto ao plano xOy é o valor absoluto da
sua cota.
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Exercicio 2

Quais s3ao as coordenadas dos vértices A, B, C, D, E, F, Ge H do
paralelipipedo [ABCDEFGH]?

g

E H
F G ‘
= - _A_ + - — - e il o rD—y’
s c
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Planos paralelos aos planos coordenados

@ Qualquer plano paralelo ao plano xOy que passa por um
ponto de cota ¢ tem por equagdo z = c.

#
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Planos paralelos aos planos coordenados

@ Qualquer plano paralelo ao plano yOz que passa por um
ponto de abcissa a tem por equagdo x = a.

Ny
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Planos paralelos aos planos coordenados

@ Qualquer plano paralelo ao plano xOz que passa por um
ponto de ordenada b tem por equacgao y = b.
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Planos paralelos aos planos coordenados - resumo

£«
x

Complete:

@ O plano z = ¢ é paralelo ao plano ;
@ O plano y = b é paralelo ao plano ;

@ O plano x = a é paralelo ao plano
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Exercicio 3

Consideremos o paralelipipedo [ABCDEFGH]:

2
" E002) 7~ H(042)
A //./ |
\ // 5
Ff———1—>—TT716(14:2)
5 SN0 S O, O YO O Do B8
- A + ; v ﬁ
-
|~ g “"'”y,/
8(3,0,0) C(3.4.0)
X

@ Determine a equacgdo do plano da face [EFGH].
@ Determine a equagdo do plano da face [BCFG].
© Determine a equacdo do plano da face [CDHG].
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Retas paralelas aos eixos coordenados

Observando ainda o paralelipipedo [ABCDEFGH] do Exercicio
anterior, verificamos que a reta suporte da aresta [CG] € a
interseccdo dos planos de equacdo x = 3 e y = 4, pelo que aquela
reta fica definida pela condicdo

x=3 A y=4.

Do mesmo modo, a condicdo que define:

@ areta FG é

@ areta GH é
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Férmula da distancia entre dois pontos no espaco

Sendo Pi(x1,y1,21) € Pa(x2, y2, z2) dois pontos quaisquer do
espaco, é sempre possivel formar um paralelipipedo retangulo em
que P; P, é uma das suas diagonais.

D P, (x5, ¥, 25)
S —
" e
| il )
7 A K
F LC
e \\\
| / R
/_;7/&«/
P, (24591, 20) |y2- w1 B\

Sendo o tridngulo [P; BC] retdngulo em B, pelo Teorema de
Pitdgoras, tem-se:

PiCC=PB +BC & PiC =(x—x1)+ (2 — y1)?
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Férmula da distdncia entre dois pontos no espaco -

continuacao

Sendo o tridngulo [Py CP;] retangulo em C, pelo Teorema de
Pitdgoras, tem-se:
P1P22 = P1C2 + CP22 =
—2
s PC = (X2 — X1)2 + ()/2 — y1)2 + (22 — 21)2

Logo,

d=PiPy = /(o — 32+ (12— )2 + (22 — 21)?
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Exercicio 4

Considere no referencial ortogonal (O, x, y, z), o ponto A(2,3,4) e,
seguindo a exposi¢do anterior, calcule (detalhadamente) a
distancia entre A e O.
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Exercicio 4 - figura auxiliar
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Distancia entre dois pontos no espaco

Definicao
Dados os pontos P(xp, yp, zp) € P(xq, yqQ, zq), num referencial

ortogonal do espaco, a distancia d de P a Q € dada pela
express3o:

d= \/(XP —xQ)* + (yp — ¥Q)* + (zp — 2q)?
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Exercicio 5

Dados os pontos A(1,2,3), B(—1,—-2,5) e C(0,—2,3) determine
a distancia:

Q@ de Aa B;
Q de Ba (C;
Q@ de Aa C;

@ de A ao simétrico de B em relagdo a O.
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Definicao de Superficie esférica

Definicao
Superficie esférica de centro C(xc,yc,zc) eraior (r>0) éo

conjunto de todos os pontos do espaco cuja distancia a C € igual a
r. Num referencial (o.m.), é definida pela equacdo

(x—=xc)P+(y—yc)?+(z—zc)>=r?
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Definicao da esfera

Definicao

Esfera € o conjunto de todos os pontos do espaco que pertencem
a uma superficie esférica ou sdo interiores a ela. Num referencial
(o.m.), é definida pela condicdo

(x=xc)?+(y—yc)+(z—zc)* < r?

em que (xc,yc,zc) € o centro e r € o raio da superficie esférica
que a limita.
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Exercicio 6

Considere num referencial (0.m.) do espa¢o, o ponto A(1,3,4).
Determine:

@ A equacio da superficie esférica e da esfera com centro em A
e raio 2.

@ A equagdo da esfera que tem centro no ponto C(2,3,4) e é
tangente ao plano xOy.
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Plano mediador

Definicao

O plano mediador de um segmento de reta [AB] é o conjunto dos
pontos do espaco equidistantes de A e de B.

Sendo P(x,y,z) um ponto qualquer do plano mediador de [AB],
recorrendo a condicdo AP = BP, obtém-se uma equagdo deste
plano.
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Exercicio 7

Sejam A(0,2,1), B(3,—1,4) e C(3,5,0). Determine uma equagio
do plano mediador de:

Q [AB];
Q [BC];

o [AC].
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Exercicio 8

E
Na figura estd representado um prisma triangular, sendo:
A0 T5:2)3 D. ;
B !
“ N 1_‘ 0 |
Cineo (=15 250
A (

@ escreva uma equagdo do plano mediador de [AC].

@ Verifique se os pontos B e E pertencem ao plano mediador de

[AC].
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Componentes e coordenadas de um vetor no espaco

Consideremos um referencial ortogonal e monométrico do espaco,
os vetores unitarios €1, & e €3 com a direc3o e o sentido dos eixos
coordenados Oy, O, e O;, respetivamente. Obtemos assim o
referencial ortonormado, (0.n), (O, €, &, €3) no espago.
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Componentes e coordenadas de um vetor no espaco -

continuacao

Consideremos no referencial (O, €, €3, €3), o vetor livre i e o seu
representante cuja origem é O. Tracemos o paralelipipedo de base
assente no plano xOy, do qual [OP] é diagonal.

O vetor @ pode ser
decomposto numa soma de
vetores, cada um com a direcao
de um dos elementos da base

(é1, &, &).

OP — OA+ AP
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Componentes e coordenadas de um vetor no espaco -

continuacao

mas,
—
OA—OA +0A" e AP—OA"
entao
— —
0P — OA' + OA" + OA”
e, portanto,

— —
i— OA' + OA" + OA"

— . . ,
Como OA’ é colinear com €1, existe um nimero real a tal que

, —
OA' = a3 .
Como OA” & colinear com &, existe um nuimero real b tal que
OA" = b &.

Como OA" é colinear com €3, existe um ndmero real ¢ tal que
OA" — ¢ &.
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Componentes e coordenadas de um vetor no espaco -

continuacao

Temos entao

Diz-se que:

Definicao
@ aéq, bé ec é; sio os vetores componentes ou
componentes do vetor 0.

@ (a,b,c) sdo as coordenadas de ii na base (é1, &, €3) e
escreve-se
i=(ab,c) ou ia,b,c).
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Exercicio 9

Considere, num referencial o.n. do espaco, o paralelipipedo
[OABCDEFG]

i -
Determine as componentes e coordenadas dos vetores OA, O?

0B, 06, 0D, AC e CD.
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lgualdade de vetores

Num referencial o.n. os vetores i e V s3o iguais se forem iguais as
suas coordenadas correspondentes, isto é:

o lgualdade de vetores
Dados os vetores do espago i = (u1, U2, u3) € V= (vi, va, v3),

i=vV & wm=wvi A u=wv A uz3=vs.
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Diferenca entre dois pontos.

Dados dois pontos A e B podemos obter as coordenadas de /ﬁ
calculando a diferenca entre as coordenadas correspondentes do
ponto B e do ponto A.

o Diferenca entre dois pontos
No espaco, dados os pontos A(xa, ya,za) € B(xs,ys, z8)
tem-se

,@:B—A:(XB—XA,YB—YA,ZB—ZA)
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Num referencial o.n. considere os pontos A(0,0,2), B(2,0,2) e
C(0,2,2). Determine as coordenadas dos vetores:

0 AB
@ B¢
o AC
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Exercicio 11

Na figura estd representado um cubo, em referencial o.n. Oxyz.

Sabendo que:

o a face [OPQR] estd contida
no plano xOy;

@ a face [OSVR] esta contida
no plano xOz;

o a face [OSTP] esta contida
no plano yOz;

5 R

@ o volume do cubo é 27

Determine as coordenadas do vetor RT.

2

O

bn‘

1)
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Soma de um ponto com um vetor

Definicao
Dados, num referencial o.n. do espago, o ponto P(xp, yp,zp) € 0
vetor i = (uy, up, u3), a soma do ponto P com o vetor i € o ponto

Q que tem por coordenadas a soma das coordenadas
correspondentes de P e de i.

Q(xp + u1, yp + w2, zp + u3)
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Dado o ponto A(1, —4,5) e o vetor i = (3,2,1), determine B tal
que:
B=A+1.
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Adicao de vetores

Dadas, num referencial o.n., as coordenadas dos vetores i e V, as
coordenas do vetor i + V s3o iguais a soma das coordenadas
correspondentes dos vetores i e V.

e Adicao de vetores
Dados os vetores do espaco i = (uy, up,u3) e V= (vi, v, v3),

d+v=_(u1+wv1, up+ v, uzs+ v3)
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Produto de um nidmero real por um vetor

Dado um nimero real k e um vetor i definido pelas suas
coordenadas, num referencial o.n., as coordenadas do vetor ku
obtém-se multiplicado por k as coordenadas do vetor i.

@ Produto de um nimero real por um vetor
No espaco, sendo i = (u1, up, u3) e k € R entdo

kiu= (kul, kUQ, kU3)
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Exercicio 13

Considere num referencial o.n. do espaco, o cubo [ABCDEFGH)]

Os pontos A, E, F e H t&m por coordenadas, respetivamente,
(1,1,3); (1,1,1); (1,3,1) e (—1,1,1).
@ Calcule as coordenadas dos vértices B e D.
© Determine as coordenadas do ponto P simétrico de A em
relacdo ao vértice D.
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Norma de um vetor

Sejam (u1, up, u3) as
coordenadas do vetor ﬁ num
referencial o.n. (O, é1,&,63) e
seja O_Z\ 0 seu representante
com origem em O.

A norma de i € igual a HOA||

igual a distancia entre os pontos i 208
O e A(uy, u2, u3), logo / """""""""""

1Al = /(s — 0)2 + (12 — 0)2 + (us — 0)2.

Consequentemente,
[l =/ uf + u3 + 3
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Considere os pontos A(1,3,-2), B(4,1,-7) e C(4,5,-1).
Determine a norma dos vetores:

0%@;
9/4_8;
o BC.
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Determine a norma dos vetores seguintes:
Q i=(V3,V2,—V2);
Q@ v=(0,1++5 1)
Q@ w=(v2-3,2,V2+3);

@ 7 =(-v551).
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Coordenadas do ponto médio de um segmento

Sendo P e Q dois pontos do espago tais que P(xp,yp, zp) €
Q(x@,Yyq,2Q), entdo as coordenadas do ponto médio de [PQ)] s3o:

Xp+XQ YptyQ 2zpt+2zq
2 2 2
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Exercicio 16

Considere, num referencial o.n. do espago, os pontos A(—1,2,0) e
B(—3,—2,4). Determine:

@ as coordenadas do ponto médio de [AB]

@ uma equagdo da superficie esférica de didametro [AB].
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Considere num referencial o.n. do espago, os pontos A(1,1,3),
B(4,5,6) e C(—2,—3,0). Sejam | e J os pontos médios de [AB] e
[BC], respetivamente.

@ Os vetores /ﬁ e R sao colineares?
@ Determine as coordenadas de / e J.

© Calcule a norma de /@ Ej e jl>
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© Determine as coordenadas dos pontos médios dos lados do
tridangulo [ABC], sendo A(0,5,0), B(—5,0,10) e C(0,10,0).

@ Classifique o triangulo [ABC] quanto aos lados.

@ Determine a equagdo do plano mediador do lado [AB].
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Vetores perpendiculares

Definicao
Num referencial o.n. do espaco, dois vetores 4 = (u1, Uz, u3) €
vV = (v1, v, v3) sdo perpendiculares (ortogonais) se e sé se

cy

.V =u1v1 + urvo + uzvz = 0.

Escreve-se:

<l
—
<i
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Exercicio 19

Verifique se os vetores i = (3,4,6) e V = (3,4, -3) sdo
perpendiculares.
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Exercicio 20

Considere os vetores 4 = (3,5,2), v=(5,—3,2) e w = (x,4,2).
Q@ i L v? Porqué?

@ Qual o valor de x para o qual

(G+7) L w?
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Exercicio 21

Dados os vetores 3= (x + 1,2x,—1) e b = (2x, —3,2):
O calcule x de modo que sejam perpendiculares.

@ Indique, em funcdo de x, um vetor perpendicular a 3+ b.
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Exercicio 22

© Para que valores de k sao perpendiculares os vetores
i=(3,-1,k)eb=(1,k,—2)?

@ Os vetores 3 e b poderdo ser paralelos para algum valor de k?
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Exercicio 23

Determine um vetor perpendicular ao vetor i = (2,—1, 3).
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Exercicio 24

Determine um vetor de norma 5, em que a primeira coordenada é
nula, e que seja perpendicular ao vetor i = (—3,1,2).
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Equacao do plano mediador recorrendo ao produto interno

Definicao
O plano mediador de [AB] € o conjunto dos pontos P(x,y, z) tais
que

MP . AB =0

sendo M o ponto médio de [AB].
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Determine uma equac¢do do plano mediador do segmento de reta
de extremos:

0 A(0,2,3) e B(—2,4,5);
@ A(-1,0,3) e B(0,0,3);

© A(2,1,5) e B(0,0,1).
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Equacao da superficie esférica recorrendo ao produto

interno

Definicao

A superficie esférica de didmetro [AB] € o conjunto dos pontos

P(x,y,z) tais que
AP . BP =0
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Determine uma equagdo da superficie esférica de didmetro [AB]
sendo:

Q A(0,0,1) e B(1,0,3).

@ A(1,—1,1) e B(2,0,3).
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Equacdo vetorial da reta

Dados um ponto A(xi, y1,21) € um vetor i = (u1, U2, u3), existe
uma Gnica reta que passa pelo ponto A e tem a direcdo do vetor 4.
Essa reta é definida por P = A+ k i onde P representa um ponto
genérico da reta e k € R.
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Equacado vetorial da reta - definicao

Definicao
A equacao vetorial da reta que contém o ponto A(x1,y1,21) e
tem direcdo do vetor i é

(vaaz):(Xl7y1721)+k(u17u2au3)7 k € R.
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Equacbes paramétricas da reta

Considerando a equagdo vetorial
(x,y,2) = (1,51, 21) + k (u1,u2,u3), kER
temos que

x= x1+kuwu
y= yntku
z= z1+ k us, keR

a que chamamos equacoes paramétricas da reta
(de parametro k).
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Exercicio 1

© Escreva uma equacdo vetorial e as equacdes paramétricas da
reta que contém o ponto A(—1,2,—3) e tem a diregdo do
vetor 0 = (1,—1,2).

@ O ponto B(2,—1,5) pertence a mesma reta?
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Equacado cartesiana

Partindo das equag¢bes paramétricas e tendo em conta que
up X up X uz # 0, obtém-se por eliminacdo do pardmetro k

X=X1 _Y—»Nn _ Z—21

I uo u3

um sistema de duas equacbes que constituem uma representacao
cartesiana da reta obliqua que passa no ponto A(x1, y1,21) € tem
a dire¢do do vetor 4 = (u1, U, u3).

s

@ E uma representacdo cartesiana porque depende das
coordenadas cartesianas de um ponto genérico da reta.
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Equacao geral da reta

Partindo da equacdo cartesiana da reta no espaco, podemos

escrever
X=x1 _ y=n
up up
X—x1 __ z—271
)

donde, desembaracando de denominadores e reduzindo os termos
semelhantes, obtemos um sistema de equacdes do tipo

Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D =0

que representa a equacgao geral da reta.
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Observacdo 1

Deduzimos a equac¢do cartesiana e a equac¢ao geral da reta no caso
das coordenadas do vetor da reta serem todas diferentes de zero

(U1 X Uy X U3 750)

@ No caso de termos 113 = 0 e up X u3z # 0 as equagoes
paramétricas da reta serio:

X= X1

y= yi+kuw

z= Z1+ k us, keR
donde obtemos

Yy—mym z—2z1
u us
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Observacdo 1 - continuacdo

Logo a equacao geral da reta serd

X =X1
By+Cz+D=0

e trata-se de uma reta que é paralela ao plano yOz.
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Observacao 2

@ De modo anilogo, se up =0 e u; X uz # 0 teremos uma reta
que ¢é paralela ao plano xOz.

y=n
Ax+Cz+ D=0
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Observacao 3

@ Se u3 =0e u; X up # 0 a reta é paralela ao plano xOy e terd
a seguinte equacao

zZ=2
Ax+ By +D =0
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Observacao 4

@ Quando u; = up =0 e uz # 0 a reta terd de equagdo geral

X =X1
y=n

e trata-se de uma reta paralela ao eixo Oz.
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Observacao 5

@ Quando u; = u3 =0 e up # 0 a reta serd paralela ao eixo Oy
e a equagao é
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Observacao 6

@ Quando up = u3 =0 e uy # 0 entdo a reta serd paralela ao
eixo Ox e terd a equacgdo

y=n
zZ=2
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Exercicio 2

Determine as equagdes cartesianas e a equagao geral da reta que
passa pelo ponto A(—1,2,3) e tem a direcdo do vetor
i=(2,-1,6).
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Exercicio 3

Dada a reta r definida pela equacdo cartesiana

x—3 y+1 =z

-5 2 3

© Represente-a na equacgdo vetorial;
@ Represente-a nas equagdes paramétricas;

@ Verifique se o ponto P(8, —3,—3) pertence a reta r.

16 /36



Exercicio 4

Escreva uma equacdo vetorial da reta

2x+y+z—-1=0

xX—y—z+2=0
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Exercicio 5

Represente a reta definida pelos pontos A(1,2,3) e B(2,—2,1)
por:

© uma equacdo vetorial;
© pelas equacbes paramétricas;
© pela equacgdo cartesiana;

@ pela equacgdo geral.

18 /36



Condicado de Paralelismo e Perpendicularidade de duas

retas

No plano sabemos que duas retas distintas ou s3o paralelas, e nao
tém qualquer ponto em comum, ou s3o concorrentes,
intersectando-se num ponto.

No espaco, o facto de duas retas n3o terem pontos em comum n3o
nos permite concluir que s3o paralelas.
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llustracao 1

Consideremos a figura:

Na figura temos que:
@ AB é paralela a CD;
@ AB e EH ndo sdo paralelas.
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Retas Complanares

Definicao

Retas complanares sido aquelas que estdo contidas no mesmo
plano.
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llustracao 2

Consideremos a figura

@ As retas a e b n3o tém qualquer ponto comum e n3o sdo
paralelas.

@ As retas a e b s3o ndo complanares.
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Observacao 7

Podemos concluir que no espaco duas retas sao paralelas se
verificam simultaneamente as condi¢cOes seguintes:

@ s3o complanares

@ ndo tém nenhum ponto comum ou s3o coincidentes.
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Condicao de paralelismo de duas retas

Considere as retas r e s de equacdes vetoriais
r: (X>Yaz):(XO»YOaZO)+k1(U17U2,U3), kl eR

st (x,¥,2) = (x1,¥1,21) + ka(v1, v2, v3), ko € R

onde 0 = (u1, up, u3) e V= (vy, v2, v3) sdo os vetores diretores de r
e s, respetivamente.
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Condicao de paralelismo de duas retas - continuacao

—

Sendo i #0ev#0

Definicao

Duas retas no espagco sdo paralelas se e s6 se os seus vetores
diretores sdo colineares.

A condicdo de paralelismo de duas retas é:

r//s < 3dkeR:v=ki
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Condicao de paralelismo de duas retas - continuacao

Ora,

V=ki & wvi=kuy ANwvw=kuw AN vz=kus

o que significa que os vetores diretores tém coordenadas
diretamente proporcionais
Vi V2 v3

u uz us

@ Para averiguarmos se as retas sao coincidentes, basta
verificar se um ponto de uma delas pertence a outra reta.
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Exercicio 6

Estude a posicao das seguintes retas:
r: (x,y,z) =(3,52)+ ki(5,1,-1), k e€R

s: (x,y,2z) =(1,0,4) + ko(—10,-2,2), k €R
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Exercicio 7

Escreva uma equacdo cartesiana da reta que passa pelo ponto
A(—1,3,2) e é paralela a reta

x—1 vy
=== 3.
3 > z+
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llustracao 3

Considere o paralelipipedo retangulo

Fk—-——=—

Podemos dizer que:
@ as retas DC e DE s3o perpendiculares
@ as retas DE e GH também s3o perpendiculares
@ e ainda, se no ponto C considerarmos as retas paralelas a DE
e GH, que s3o respetivamente CH e CB, entdo estas retas

também s3o perpendiculares.
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Condicao de perpendicularidade de duas retas

Considere as retas r e s de equacdes vetoriais
r: (x,y,2z) = (x0, Y0, 20) + ki(u1, u2, u3), ki € R
s: (xy,2) = (x,y1,21) + ke(va, va, vs), ko € R

onde i = (u1, up, u3) e V= (vi, v, v3) sdo os vetores diretores de r
e s, respetivamente, sendo 4 # 0 e vV # 0.
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Condicao de perpendicularidade de duas retas -
continuacao

Definicao
Duas retas no espago sdo perpendiculares se e so se os seus vetores
diretores forem perpendiculares.

A condicdo de perpendicularidade de duas recas é:

rls < 4.v=0.
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Exercicio 8

Verifique se as retas

r: (x,y,z)=1(6,1,—-1)+ k(2,-3,1), keR

e
x=2-—3t
sy =2t teR.
z=1+1t

sdo perpendiculares.
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Exercicio 9

Escreva uma equagdo da reta que passa pelo ponto (2,—1,3) e é
ortogonal as retas

y—1 z+42
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Bibliografia

@ Deolinda Duarte Gomes, Maria Helena Rufino e Maria Teresa
Graga. Matematica 12° Ano, vol.1, Platano Editora.
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Solucdes dos exercicios propostos

1.1. A equagdo vetorial serd (x,y,z) = (—1,2,-3) + k(1,-1,2) a

x=—-14+k
que correspondem as equagdes paramétricas { y =2 — k
z=-3+42k
(k € R)
2. A equagdo cartesiana é XTH = y_—_f = Zg3 e a equacgdo geral é
x+2y—3=0
3x—z+6=0
31 (x,y,z) =(3,-1,0) + k(—5,2,3), ke R
x =3 —b5k
32¢y=-1+2k (keR)
z =3k

3.3 O ponto pertence a reta.
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Solucdes dos exercicios propostos - conclusao

4. (x,y,z) =(— 3,% 0) + k(0, —% %) keR
,3) + -2

5.1 (x,y,z) = (1, k(1,— ), keR
x=1+k
52y =2-4k (keR)
z=3-2k
53x—1=12=23 54{4x+y—6:0
2x+z—-5=0

6. As retas sdo paralelas.
7 x+1 _ y—=3 _ z-2
6 4 2 _
8. As retas n3o s3ao perpendiculares.

9. (x,y,2) = (2,-1,3) + k(1, £, 28), keR
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EsTupO do PLANO em R3
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Um plano é uma regido infinita. Como ja foi referido, para facilitar
a sua visualizacdo, utiliza-se um paralelogramo e representa-se por
uma letra grega.

)
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Plano definido por um ponto e duas direcoes

Sejam 1 # 0 e V # 0 dois
vetores nao colineares num
referencial o.n. {O, (x,y,z)}.

Dado o ponto A(x1, y1,21) € 0s
vetores i e V, existe um unico
plano que passa por A e é
paralelo aos dois vetores.

Atendendo a figura, /ﬁ’ = A\l + pv, pelo que
P=A+ i+ pv.



Equacdo vetorial do plano

Definicao
Se designarmos o ponto genérico do plano por P(x,y, z), e sendo
A(Xlaylvzl)/ u= (u17 uz, U3) ev= (Vl) V2, V3)/ temos

(X,y,Z) = (le}/l,zl) + A (Ul, uz, U3) ‘f'll (V17 V2, V3) )\,,LL S R.

que representa a equacao vetorial do plano que contém o ponto
A e € definido pelos vetores ii e V.




Equacdes paramétricas do plano

Considerando a equacdo vetorial do plano
(x,y,2) = (x1, 51, 21) + A (w1, w2, u3) + p (va, v2, v3) A eR,
obtemos as equacdes paramétricas

X= xx+Au1+pwv
y= nnt+tAm+puw
z= z1+Auz+pvs, ApeR



Exercicio 1

Escreva uma equacdo vetorial e as equacdes paramétricas do plano
que passa pelo ponto B(1,0,2) e é paralelo aos vetores
i=(5-1,3)ev=(-11,2).

Determine as coordenadas de um ponto do plano.
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Exercicio 2

Escreva uma equacdo vetorial do plano que passa pelos pontos
A(3,1,2) e B(—1,4,—2) e é paralelo ao vetor i = (5,1, —1).



Outras formas de definir um plano

Podemos definir um plano através de:
@ trés pontos nao colineares;
@ uma reta e um ponto exterior;
@ duas retas paralelas distintas;

@ duas retas concorrentes.



Exercicio 3

Escreva uma equacdo vetorial do plano definido pelos pontos
A(2,1,1) e B(—1,3,2) e C(—3,2,4).

=)
n

1




Exercicio 4

Escreva uma equacdo vetorial do plano que contém o ponto
B(—1,2,1) e a reta de equagio

x—1
2

== =z+42.

W<

a4
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Exercicio 5

Escreva as equagbes paramétricas do plano que contém as retas
paralelas r; e rp, de equacoes
x+1 y-2
r: =—— =7z
3 -2

e s: P=0+k(6,-4,2), keR.

Ay
Ay




Exercicio 6

Verifique que as retas r; e rp, de equacdes
rn: P=(51,3)+k(2,0,1), keR

x+2 y+4 z-3

3 5 =2
sdo concorrentes no ponto (1,1,1) e escreva uma equagdo vetorial
do plano que contém as duas retas.

rn

g

p
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Plano definido por um ponto e um vetor normal

e Defina analiticamente o plano que passa pelo ponto A(1,5, 3)
e é perpendicular ao vetor i = (—1,1,2).

Se o vetor i é perpendicular a
um plano ent3o é perpendicular
= a todas as retas desse plano.
P Logo para qualquer ponto
P(x,y,z) do plano teremos

AP Gi=0

Da expressao anterior obtemos a equacdo —x + y + 2z — 10 =0,
que representa o plano pretendido.
O vector U chama-se vetor normal ao plano.

u
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Plano definido por um ponto e um vetor normal

Se pretendermos definir analiticamente um plano que passe pelo
ponto A(x1, y1,2z1) e é perpendicular ao vetor, ndo nulo,

U = (u1, up, u3), teremos de encontrar uma condigdo que
represente os pontos genéricos P(x,y, z) que satisfazem a condi¢cdo

AP .G=0
(P—A)- =0
(x—x1,y —v,z—2z1)-0=0
un(x—x1)+w(y —y)+uw(z—z1)=0
nx —uixy + wy — oy +uzz —uz3z; =0
Fazendo vy = A, up =B, u3=Ce —uix1 — thy; —uzzy =D

obtemos Ax + By + Cz + D = 0, que corresponde a equacao
cartesiana do plano.
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Observacdo 1

A equacgdo anterior,

Ax+ By + Cz+ D =0,

fornece-nos, de imediato, as coordenadas de um vetor normal
(ortogonal) ao plano. De facto,

e (A, B, C) sdo as coordenadas desse vetor

Podemos afirmar ainda que, vV = (vi, v2, v3) é um vetor com a
direcdo do plano se e s6 se

viA+ wB +v3C =0 (Porqué?)
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Exercicio 7

Determine uma equagdo do plano que passa no ponto A(1,3,0) e
é normal ao vetor i = (2,—1,1).
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Observacao 2

Se de um plano conhecermos as coordenadas de um ponto
A(x0, Y0, 20) € um vetor normal i = (ny, na, n3) podemos escrever
directamente a equacdo cartesiana do plano, que vira:

m(x —xo) + m(y — yo) + m3(z — 20) = 0.
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Exercicio 8

Escreva uma equacdo vetorial do plano definido por

2y —3z+4=0.
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Exercicio 9

Escreva uma equacdo cartesiana do plano que passa pelo ponto
P(0,3,—4) e é paralelo aos vetores i = (—2,1,—5) e
vV =(3,-4,9).
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Perpendicularidade de retas e planos

r Dada uma reta r e um plano 7,
= sendo
S o
@ V # 0 o vetor diretor de r e
l e i # 0 um vetor normal ao
" plano 7, de equacao
z : Ax+ By + Cz+ D =0,

entdo i = (A, B, C).

A reta r e o plano 7 s3o perpendiculares se e sé se os vetores V e ii
forem colineares.



Perpendicularidade de retas e planos

r é perpendicular a m < V e i sdo colineares
< V=kisendo k e R\ {0}
v -
S A=%=2 comV=_(v,n,v)e

ii=(AB,C)

@ A condicao de perpendicularidade da reta r ao plano 7 é:

vi_ v w3
A B C

sendo V = (v, v2, v3) vetor diretor da reta r e 7 o plano de

equacdo Ax+ By + Cz+ D = 0.
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Paralelismo de retas e planos

v A : Sendo
T o @ r a reta cujo vetor diretor é
v#£0;
l oerm: Ax+By+Cz+ D=0
7 o plano cujo vetor normal é
in=(AB,C)

A reta r e o plano m sdo paralelos se e sé se os vetores V e 71 forem
perpendiculares.



Paralelismo de retas e planos

Aretaréparalelaaoplanonmr & v L n& v - i=0.

@ A condicao de paralelismo da reta r ao plano 7 é:
vi-A4+w -B4+v3-C=0

sendo vV = (v, vo, v3) vetor diretor da reta r e
m: Ax+By+ Cz+ D =0.
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Exercicio 10

Determine o valor do parAmetro k por forma que a reta definida
pelos pontos A(—2,1,3) e B(k,—1,2) seja paralela ao plano
definido por x — 2y +3z—1=0.
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Perpendicularidade de dois planos

Dados os planos A\ e 7 de
equacoes

T At Aix+Biy+Gz+ D=0
m: Aox+ By + Gz+ D=0

entao os vetores
U= (A1,B1,G) e V=(A2,B,0)

sao perpendiculares ou normais aos planos dados.
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Perpendicularidade de dois planos

Dois planos sao perpendiculares se e sé se os seus vetores normais
sao perpendiculares.

ANl7m e ulv

—

&S u-v=0

@ A condicao de perpendicularidade de dois planos é:

AlAr + BB+ (16 =0
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Paralelismo de dois planos

R

Dados os planos paralelos A e
de equacoes

<|

A Aix+Biy+Gz+ D=0
T Ax+By+Gz+ D=0

entao os vetores
= (Al, By, Cl) e V= (AZ, B, C2)

s3o colineares.
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Paralelismo de dois planos

Dois planos s3o paralelos se e sé se os seus vetores normais sao
colineares.

A //m < ué colinear com v
& JkeR\{0}: V=ki
© (A2, B2, G) = k(A1, By, Gi), k € R\ {0}

@ A condicao de paralelismo de dois planos é:

A B G

Al B G
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Exercicio 11

Determine uma equacdo cartesiana do plano que passa no ponto
P(1,—2,4) e é paralelo ao plano 3x —y + z=0.
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Exercicio 12

Escreva uma equacgdo cartesiana do plano que passa pelo ponto
A(—1,3,2) e é perpendicular a reta definida por

2x+y—3z=1
xX—y+z=2
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Posicoes relativas no espaco de uma recta e um plano

Atendendo a que a cada reta no espaco estad associado um sistema
de equacdes do tipo

Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D =0
e a cada plano podemos associar, também, uma equacao

A’x+ B"y + C"z+ D" =0, temos portanto trés situacdes
possiveis, quanto a posicdo relativa de uma reta e um plano:
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Posicoes relativas no espaco de uma reta e um plano

1. A reta intersecta o plano

A reta e o plano sdo concorrentes; r N A = {P}.
Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+Cz+D =0
A”X+ B”y—|— C//Z—|— D// — 0

é possivel e determinado, tendo uma sé solugdo S = {(x1, y1,21)}
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Posicoes relativas no espaco de uma reta e um plano

2. A reta e o plano sao paralelos

A reta e o plano s3o paralelos em sentido estrito, ndo tém nenhum
ponto em comum; r N A = ().
Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+Cz+D =0
A//X+B/Iy+cl/Z+D//:0

é impossivel, ndo tem nenhuma solucdo S = ()
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Posicoes relativas no espaco de uma reta e um plano

3. A reta esta contida ou oposta ao plano

A reta estd contida no plano, tém mais de um ponto comum
rOix=r.

Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+Cz+D =0
A//X+B//y+C//Z+D//:0

tem infinitas solucdes, é possivel e indeterminado.
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Posicoes relativas no espaco de trés planos

A cada um dos planos podemos associar uma equac¢do do tipo

Ax+ By +Cz+ D =0.

Consideremos algumas situa¢des geométricas interpretando-as
analiticamente:
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Posicoes relativas no espaco trés planos

1. Os trés planos intersectam-se num ponto

anpBny={P}.

Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+Cz+D =0
A”X+ B”y—|— C//Z—|— D// — 0

é possivel e determinado, tendo uma sé solugdo S = {(x1, y1,21)}
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Posicoes relativas no espaco trés planos

2. Os trés planos intersectam-se segundo uma reta

anNnpnNy=r.

Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+Cz+D =0
A//X+B//y+C//Z+D//:O

tem infinitas solucdes, que representam as coordenadas dos pontos

da reta. E um sistema possivel e indeterminado.
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Posicoes relativas no espaco trés planos

3. Os trés planos sao paralelos

anpny=>0.

Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0

Ax+By+Cz+D =0

A'x+B"y+C"z+D" =0
é impossivel.
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Posicoes relativas no espaco trés planos

4. Os trés planos sao coincidentes

Os trés planos sdo paralelos em
sentido lato, representam um sé
plano; aNg N~y =a.

Neste caso o sistema:

Ax+By+Cz+ D=0
Ax+By+Cz+D =0 & Ax+By+Cz+D=0
A”X—{—B”y—{—C”Z—{—D”:O

tem infinitas solu¢des. E um sistema possivel e indeterminado.
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Resolucao de sistemas de trés equacoes a trés incégnitas

@ Método de Substituicao

Dado o sistema:

2x+y—z=1
Xx+y+z=0
xX+2y—z=4

resolva-o recorrendo ao método de substituicdo e interprete
geometricamente a solugdo obtida.
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Exercicio 13

Determine a solucao do sistema

X+y—z=5
xX—y—z=17
2x+2y —2z=0

e interprete-a geometricamente.
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Resolucao de sistemas de trés equacoes a trés incégnitas

@ Método de Reducdo ou de Adicao Ordenada

Dado o sistema:
3x+2y+z=1

5x4+4y +3z=2
x+y—z=1

resolva-o recorrendo ao método de redugdo.
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Distancia de um ponto a um plano

@ A distdncia de um ponto a um plano é a menor das distancias
do ponto aos pontos do plano.

Da definicdo anterior podemos
l concluir que a distancia do
" ponto M ao plano 7 é igual a
o P distancia do ponto M ao ponto
de interseccdo do plano m com a
’ reta que passa por M e é
perpendicular a .
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Distancia de um ponto a um plano - férmula

Seja P(xo, Yo, 20) um ponto exterior (isto é, ndo pertencente) ao
plano definido pela equacdo Ax + By + Cz+ D = 0. Como ja
vimos, um vetor normal ao plano é (A, B, C).

A distancia do ponto P ao plano é dada por

_ |AXO + Byy + Czo + D|

d
VA2 + B2+ (C?
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Exercicio 14

Determine a distancia do ponto M(1,0,—2) ao plano
2x+y—z—-1=0.
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Exercicio 15

Determine a distancia do ponto P(1,4,2) ao plano
4x -3y +12z—-6=0.
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Exercicio 16

Calcule a distancia do ponto N(1,1,1) ao plano 2x 4+ 2y + z = 3.
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Solucdes dos exercicios propostos

1. (x,y,2) =(1,0,2) + k(5,—-1,3) + A(—1,1,2), k, A€ R e um
ponto do plano é (8,—3,1), por exemplo.
k

(
(% y,2) =(3,1,2) + k(—4,3,-4) + A(5,1,-1), k,AeR
3. (x,y,2) = (2,1,1) + k(=3,2,1) + A(~5,1,3), k, A € R
4 (x,y,2) = (-1,2,1) + k(2,3,1) + A(=2,2,3), kK, A € R

N

x=—-14+3k+ A\

5.0y =2_2k—2\ kA €R
x =k
6. (x,y,z) =(1,1,1) + k(2,0,1) + A(3,5,-2), k,A e R

~

. 2X—y+z+1=0
(x,y,2) = (2,1,2) + k(0,3,2) + A(-1,1,3), k, A€ R

®
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Solucdes dos exercicios propostos - conclusao

9. 11x—-3y —5z—-11=0
10. k= -3

11. 6x =2y +2z—-18=0
12. 2x +5y +3z-19=0
13. A solucio do sistema é (—%, 1, %)

14, d = ¥6

10
2
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GEOMETRIA do ESPACO
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Introducao

No quotidiano contactamos com diversos objetos e habituamo-nos
a designar alguns deles por determinados nomes cujo significado
matematico, ndo sendo rigorosamente o0 mesmo, tem, contudo
muito em comum.

Vejamos alguns exemplos:

Uns sdo limitados por superficies planas, outros por superficies
curvas, outros ainda por superficies curvas e por superficies planas.
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Introducido - continuacao

A alguns destes objetos chamamos cubo, esfera, paralelipipedo,
cone, etc. Porém, cada um desses nomes designa, nao
propriamente um desses objetos, mas sim um sélido geométrico
ideal, (isto é, ndo existente fisicamente) que matematicamente
representa o conjunto de todos os sélidos com uma dada forma.

Por exemplo, um dado é um A !
objeto de forma cibica a que ;
podemos chamar, embora JA-t--

grosseiramente, cubo.
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Introducado - conclusao

Porém, cubo, mais rigorosamente falando, é um sélido
geométrico ideal constituido por:

@ seis faces (quadrados iguais);

@ oito vértices (pontos);

@ doze arestas (segmentos de reta).
Este processo, em que se prescindiu da matérias de que é feito o

dado, das marcas das suas faces, da sua cor, etc., aproveitando
apenas a sua forma mais ideal, designa-se por abstracao.
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Nocao de Volume

Todos os objetos que nos circundam ocupam um determinado
espaco, tendo também uma determinada superficie de contacto
com o exterior.

De vdérios objetos que ocupem o mesmo espa¢o, embora com
formas diferentes, diremos que tém o mesmo volume.

Uma bola de futebol cheia
ocupa um determinado espaco e
tem uma certa superficie.
Contudo, se a esvaziarmos,
amachucando-a, a sua superficie
mantém-se, mas ela passa a
ocupar menos espaco.

Diremos que se manteve a area da superficie e que o volume
diminuiu.
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Nog¢do de Volume (continuagdo)

Do mesmo modo se cortarmos
uma laranja ao meio e
colocarmos as duas metades,
como se indica na figura ao
lado, a area do novo sélido
aumentou enquanto o volume

se manteve.

@ Dois sélidos geométricos com o mesmo volume dizem-se
equivalentes.
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Principio de Cavalieri

Recordemos a pavimentacao e pensemos agora em varias maneiras
de empilhar quarenta mosaicos (em forma de tridngulo retangulo
is6sceles) colocando sempre 4 em cada andar.

@ Um dos processos é unir
todos as mosaicos pelo
vértice do angulo reto.

/ ‘ @ Outra possibilidade é ficar
] a base com a forma de um
retangulo.

@ Qutra ainda é a base ficar
com a forma de tridngulo
retangulo.
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Principio de Cavalieri

As pilhas poder3o ficar entdo com formas como as que aqui se
apresentam:

Todos estes sélidos sao equivalentes, pois, sendo constituidos pelo
mesmo nimero de mosaicos, tém o mesmo volume.

Tém também todos a mesma altura e, se os imaginarmos assentes
sobre 0 mesmo plano e as seccdes produzidas neles por um
qualquer plano paralelo aquele tiverem a mesma area, entdo os
sélidos sdo equivalentes (tém o mesmo volume).
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Principio de Cavalieri

As conclusGes anteriores podem ser enunciadas numa proposicao
que é conhecida por principio de Cavalieri*:

o Se dois sélidos, assentes sobre um plano, sao
seccionados por todo o plano paralelo ao plano dado,

segundo figuras com a mesma area, entao os sélidos tém
0 mesmo volume.

* Bonaventura Cavalieri foi discipulo de Galileu e professor de Matemdtica na

Universidade de Bolonha durante a primeira metade do século XVIII.

Este principio ser-nos-a util quando comegarmos a determinar o
volume dos vdrios sélidos geométricos que estudaremos ao longo
deste capitulo.
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Poliedros

Dos varios sélidos a que, no principio, nos referimos, alguns s3o
limitados por poligonos. A esses sélidos damos o nome de

poliedros.

Definicoes
@ Chama-se poliedro ao sélido limitado por faces planas.
@ Se as faces do poliedro sdo todas iguais, o poliedro diz-se
regular
@ As faces intersectam-se segundo segmentos de reta chamados
arestas.
@ Os extremos das arestas tém o nome de vértices.
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Platao e os poliedros regulares

Platdo (400 a. C.) associou ao Universo e aos seus quatro
elementos os seguintes poliedros regulares:

Agua
Universo Fogo

Dodecaedro Tetraedro Icosaedro

Ar Terra

g

Octaedro Cubo
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Relacdo de Euler

@ Em todo o poliedro, o niimero de faces adicionado com o
nimero de vértices é igual ao niimero de arestas mais dois,
isto é:

F+V=A+2

o Complete:

Nome AV | F|F+V | A+2
Tetraedro
Hexaedro (cubo)
Octaedro
Dodecaedro

Icosaedro
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Exemplos de poliedros

Paralelepipedo

Piramide




Exemplos de poliedros - continuacao

Octaedro

Encontram-se em algm; cristais de pirite
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N3o sdo poliedros

Esfera

Cilindro

Cone
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Cubo

E, de entre todos os poliedros, talvez o mais conhecido, dado haver
muitos objetos de uso corrente de forma clbica.

O cubo, como j3 foi referido, arestas
tem:

@ seis faces que sdo
quadrados ‘
geometricamente iguais; Dt

) peqese sl 105

face
@ doze arestas (segmentos de 2

reta); vértices

@ oito vértices (pontos).
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Planificacdo do cubo

Sabemos ja que um sdlido inteiramente limitado por poligonos se
pode planificar.

Assim, o cubo admite como planificagdo qualquer uma das figuras
seguintes (além de outras).

Enm o

AP S J L___*'ﬂ_A__J
L |

7

" ,#_{_f

I
L]
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A area da superficie do cubo

A area da superficie do cubo pode calcular-se facilmente
atendendo ao facto de as suas faces serem seis quadrados iguais.
Tendo em conta uma das planificacGes anteriores:

sendo a o comprimento da aresta do cubo, a drea de cada face
serd a?, pelo que a drea do cubo é

A=6ad°

18 /68



Volume do cubo

De um cubo com 1 m de aresta diz-se que tem 1 m? de volume.
Ent3o 1 dm? é o volume de um cubo com 1 dm de aresta e 1 em
é o volume de um cubo com 1 cm de aresta.

Na primeira figura representa-se um cubo com 1 c¢m de aresta,
portanto com 1 ¢m?3 de volume. Na segunda figura estd um outro
cubo com 2 ¢m de aresta. Qual serd o seu volume?

3

Podemos verificar que num cubo com 2 c¢m de aresta cabem
exactamente pequenos cubos de 1 ¢m. O volume
deste novo cubo é, pois,
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Volume do cubo

Facamos ent3o um resumo para tentarmos tirar conclusoes:

Aresta Volume do cubo

1cm

2cm

3 ecm

4 ecm

H4 portanto uma lei que sugere que o volume do cubo é sempre
dado pelo cubo (terceira poténcia) do comprimento da aresta.

Assim, sendo a o comprimento da aresta do cubo, o seu volume é:

V=ad
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Observacdo 1

O litro é a unidade de volume ou capacidade mais utilizada no
quotidiano.

1 litro corresponde a 1 dm?

1 litro = 1 dm?® = 1000 cm?

E necessario 1 litro de leite para
encher um cubo com cm
(=1 dm) de aresta.
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Diagonal do Cubo (diagonal espacial)

Definicao
Chama-se diagonal do cubo, D, ao segmento de reta que une
dois vértices ndo pertencentes a mesma face.

@ Determine em funcdo da aresta a de um cubo a diagonal
espacial.

74\
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Diagonal do Cubo (diagonal espacial) - continuagdo

Consideremos a figura, onde

@ d. é a diagonal do cubo e

@ d; é a diagonal da base.

Na base ABCD, temos:

No tridngulo [ACE], temos

d2=a’>+d} = de=aV3

23 /68



Area e volume do cubo - resumo

Uma planificagio

Area lateral Area total Volume
V=A,xh
A =40? A, =6a? V=a?

A, - érea da base
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Paralelipipedo Retangulo

Uma caixa de fésforos, uma embalagem de detergente, um tijolo,
sdo objetos com os quais lidamos diariamente e cuja forma se
associa a um sélido geométrico a que chamamos paralelipipedo
retangulo.

Este sélido geométrico tem por
elementos:

e seis faces (retangulos iguais
dois a dois); -

@ doze arestas (iguais quatro -
a quatro);

@ e oito vértices.
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Area de um paralelipipedo retangulo

A drea da superficie de um paralelipipedo retangulo é a soma das

dreas das varias faces.

Designando, ent3o, poraebec
os comprimentos das arestas
concorrentes num mesmo vértice

e que representam, portanto, os
trés comprimentos possiveis das
doze arestas, teremos como area =

do paralelipipedo retangulo

A =2(ab+ ac+bc).

26
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Volume de um paralelipipedo retangulo

Para determinar o volume de

um paralelipipedo retangulo, 75
ajuda imaginar um, construido a T s
custa de viérios cubos de 1 cm? ’ W

de volume, como se pretende ! I

representar na figura.

Constata-se que o volume deste paralelipipedo retangulo é igual a
24 ¢m3. Ora 24 = 12 x 2, o que equivale a dizer que o volume é
igual ao produto da drea da base (12 em? = 4 cm x 3 cm) pela
altura (2 cm).
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Volume de um paralelipipedo retangulo - continuacao

A conclus3o anterior é generalizivel, pelo que o volume do
paralelipipedo retangulo é

V = Ab - C
sendo Ay, = a - b a drea da base e ¢ a altura, vindo ent3o

V=a-b-c
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Diagonal do paralelipipedo retangulo

@ Qual é a diagonal do paralelipipedo retdngulo com arestas a, b
e c?




Area e volume do paralelipipedo retangulo - resumo

Sélido Uma planificagao
Paralelepipedo o
rectangulo [

=

Area lateral

A=Pyxh
Py - perimetro da
base

Area total Volume
V=A,xh
A=A+ 24, b
V=c-{-h
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Observacao 2

Notemos que nem todos os paralelipipedos s3o retangulos.

Alguns objetos de uso comum

constituem exemplos de aa
paralelipipedos obliquos - - " s
poliedros cujas faces s3o seis == :
paralelogramos iguais dois a

dois.

@ O volume do paralelipipedo obliquo é também dado pelo
produto da drea da base pela altura, isto é:

V=A,-c
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Prisma

Um prisma é um sélido geométrico limitado por duas bases
(poligonos iguais) situadas em planos paralelos e varias faces
(paralelogramos).

H4, entdo, a considerar num prisma os seguintes elementos:

@ bases (poligonos)

o faces (paralelogramos)

@ arestas das bases (lados /
das bases)

@ arestas laterais (lados das
faces que ndo pertencem as
bases)

@ vértices (pontos de
encontro das arestas)

@ altura (distancia entre os
planos das bases)
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Classificacao dos prismas

O ndmero de faces € igual ao nimero de lados de cada base e
condiciona o nome a que se da ao prisma. Assim, um prisma com
trés faces diz-se triangular, com quatro faces é quadrangular e,
sucessivamente, pentagonal, hexagonal, octogonal, etc.

Triangular Quadrangular Hexagonal
(as bases sao (as bases sao (as bases sao
triangulos) quadrilateros) hexagonos)
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Prismas retos

@ Quando as faces sdo retadngulos o prisma diz-se reto.
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Prismas obliquos e prismas regulares

@ Se as faces sdo paralelogramos n3o retangulos, o prisma é
obliquo.

@ Um prisma reto em que as bases sdo poligonos regulares
diz-se um prisma regular.
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Area de um prisma reto

Para aprender a determinar a
area da superficie de um prisma
reto podemos utilizar como
exemplo um prisma triangular
cuja planificagdo se apresenta
ao lado, a direita.

c
. a c b

Sombreada a vermelho estd a superficie lateral cuja drea, a que
chamaremos A;, é dada por A; = (a+b+¢) - h.

A cinzento estd sombreada a superficie correspondente as duas
bases. Sendo A; a 4rea de cada base, a drea total serd

A =24+ A
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Volume de um prisma

O volume do prisma pode ser obtido por aplicacdo do principio de
Cavalieri. Para tal, considera-se um prisma qualquer e um
paralelipipedo com a mesma altura e cuja base tenha a mesma
area da base do prisma.

Cortadas por planos paralelos aos que contém as bases, as seccdes
serdo sempre poligonos com a mesma drea (equivalentes) e, assim,
os dois sélidos tém o mesmo volume.

Podemos portanto afirmar que o volume do prisma é igual ao do
paralelipipedo, ou seja

! I
] [ !
T T |
JJJ ok i)
V=~A.h A, — drea da base
h — altura
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Area e volume de um prisma - resumo

Selido Uma planificagao Area lateral
Prisma regular /\/
\ o/
J A=Pyxh
L
/oy
N

Area total

A=A +2A,

Volume

V=A,xh
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Piramides

A arquitectura andou desde sempre ligada a Geometria...

H4 mais de 4000 anos foram
contruidas no Egipto trés
grandes piramides
quadrangulares.

A maoir delas, a de Kéops, é o
maior sélido geométrico feito
pelo Homem.

Para realcar a grandiosidade de alguns destes monumentos, que
serviam de timulo aos Farads, basta saber que a base de algumas
piramides contruidas ocupam a superficie correspondente a seis
campos de futebol e a sua altura chega a atingir os 150 m.
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Piramides

@ Piramides sio sélidos limitados por uma base poligonal e por
faces laterais triangulares.

Numa pirdmide podemos considerar os seguintes elementos:

e base (poligono); e altura (distancia do vértice
e faces (tridngulos); ao plano da base)
@ arestas da base (lados da

bases);

@ arestas laterais (lados das
faces que n3o pertengcam a
base);

@ vértices da base (vértices
do poligono da base);

@ vértice da pirdmide (ponto
de encontro ds arestas

laterais)
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Piramide regular

Se a base da pirdmide for um
poligono regular e se a
perpendicular ao plano da base,
tirada pelo vértice da pirdmide,
intersectar a base no seu centro,
a pirdmide diz-se regular.

Nas pirdmides regulares as faces s3o tridngulos iséceles e a altura
dos tridngulos isésceles da-se 0 nome de apétema da piramide.

E evidente que, sendo a base um poligono regular, este também
tem um apdtema a que chamamos apétema da base.
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llustracao

C — centro da base
M — ponto medio da aresta da base
[ VC ] — altura

[ VM ] — apdtema da piramide
[ MC ] — apotema da base
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Classificacao das piramides segundo a sua base

O ndmero de faces, como alids também sucede nos prismas,
condiciona o nome das pirdmides.

Assim, se a pirdmide tem trés faces, a base serd um triangulo e ela
chama-se triangular; é quadrangular se tiver quatro faces e,
sucessivamente, pentagonal, hexagonal, etc.

>

Triangular Quadrangular Hexagonal
(a base € um (a base € um (a base € um
tridangulo) quadrado) hexdgono)
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Piramide obliqua

Uma pirdmide diz-se obliqua se a perpendicular a base contendo o
vértice n3o passa pelo centro da base. Se a base n3o for regular, a
piramide diz-se sempre obliqua. Mas ha pirdmides com base
regular e obliquas.
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Calculo da aresta lateral de uma pirdmide (pentagonal)

Conhecendo-se:
@ a altura h da pirdmide e

@ o raio r da base (raio da
circunferéncia circunscrita
ao pentdgono),

calculamos a aresta lateral a
da pirdmide aplicando o
Teorema de Pitagoras ao
tridangulo sombreado, tendo-se

a? = h%? + 12 ou seja a = VA% + 12
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Calculo da apdtema lateral uma pirdmide (quadrangular)

Conhecendo-se:
@ a altura h da pirdmide e
@ apdtema da base (ap)

calculamos a apétema lateral

Ap da piramide aplicando o 0
Teorema de Pitdgoras ao

tridngulo sombreado, tendo-se

Ap? = h? + ap? ou seja Ap = \/h? + ap?.
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Area da superficie de uma piramide

Atendendo a planificacao,
podemos ver que a area n3o é
mais do que a soma da area a
lateral, A; (sombreada a
vermelho) com a area da base
Ay (sombreada a cinzento).

A drea lateral é a soma das &reas das faces (tridngulos isdsceles).
Sendo p o perimetro da base e a 0 apdtema da pirdmide,

p
Z-a:p~a

A=41"
2 2

A drea total sera entdo:
-a
A=A+ Ay = pT—I—Ab.
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Volume de uma pirdmide

A férmula para a determinagdo
do volume de uma pirdmide
pode ser generalizada a partir
de um caso muito evidente - o
de uma piramide quadrangular
regular cuja base é uma face de
um cubo e cujo vértice é o
centro desse cubo.

Vé-se que no cubo cabem seis piramides iguais aquela - tantas
quantas as faces do cubo.
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Volume de uma pirdmide - continuacdo

O volume de cada uma (pirdmide) é pois

3
a
V=—.
6
Entretanto e como a altura de cada piramide ¢ h = § e atendendo

que a? é a drea da base, A, teremos

V_a:’_azxa_Abeh_Abxh
6 6 6 3

Ath

ou seja, V = é o volume desta piramide quadrangular.

O principio de Cavalieri permite-nos afirmar que esta conclusdo é
vélida para qualquer pirdmide. O volume de uma piramide é entdo

1
V= A, x h.
30X
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Area e volume de uma piramide - resumo

Sélido Uma planificagdo Area lateral Area total Volume

Piramide "
A
\\-)
/‘}‘v“‘ A,:%”xap A=AtA V:%Abxh

a,-apdétema da p-rAmnde
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Sélidos de revolucao




Sélidos de revolucao

Ha sdlidos cuja superficie fronteira é, na totalidade ou em parte,
curva: s3o os nao poliedros. De entre estes s3o particularmente
importantes os sélidos de revolugdo.

@ Sdlidos de revolugao s3o os sélidos gerados por uma
superficie plana que roda em torno de uma reta até dar uma
volta completa (revolugdo).
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Cilindro de revolucao

O retngulo [EE'G'G], rodando
em torno do lado [EE’], a que
chamamos eixo, vai varrendo o
espaco, gerando o sélido a que
se dd o nome de cilindro de
revolucao.

O lado [GG'] que gera a superficie lateral chama-se geratriz e os
lados [EG| e [EG'], geradores das bases, s3o raios.

E facil constatar que as bases do cilindro s3o circulos uma vez que
G se mantém sempre a mesma distancia de £, o mesmo
sucedendo relativamente a G’ e F'.

A altura de um cilindro de revolugao é igual ao comprimento da

geratriz.
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llustracao

[ ABCD ] — rectangulo gerador
[ AB ] — raio da base @
[AD ] — geratriz '

[ BC ] — eixo da rotagdo
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Area de um cilindro

Numa planificagdo de um
cilindro a superficie lateral como
que se “desenrolou”,
apresentando agora a forma de
um rectangulo cujos lados sdo,
um, o perimetro da base, o
outro, a altura do cilindro.

pe—— T ——|

Assim, a area lateral é dada por
Ai=p-h ou A =27rh
A area total é a soma das areas das bases com a area lateral

Ay = Aj+2A, ou Ay =27mr h+ 272,
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Volume de um cilindro

O volume de um cilindro de revolucdo pode calcular-se utilizando
a sua grande analogia com o prisma regular.

‘

|

\w

|

Assim, o volume do cilindro serd o volume do prisma com um
nimero infinito de faces e, portanto,

Se imaginarmos diversos prismas —
inscritos num cilindro, com um
v“
I

cilindro.

nimero cada vez maior de faces, HH
tornam cada vez mais iguais ao J H
]

ndo é dificil aceitar que eles se

V=A,h ou V=nr’h
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Area e volume de um cilindro- resumo

Sélido Uma planificagdo Area lateral Area total Volume
Cilindro de revolugao C \I
; Aj=Pyxh A=A+ 24, V=A,xh
i =2nrxh =2nrh + 2nr? V=nrxh

@
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Cone de revolucao

Outro dos sélidos muito conhecidos e cuja forma estd patente em
muitos dos objetos que nos envolvem é o cone.

Vamos estudar com pormenor o
cone de revolugao. Este sélido
pode ser gerado pela revolugdo
de um tridngulo retangulo em
torno de um dos seus catetos
(na figura, [VO]) a que
chamamos eixo.

Enquanto o outro cateto, [GO], vai gerando a base, a hipotenusa,
a que se dad o nome de geratriz, gera a superficie lateral.

A altura é o comprimento do eixo.
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llustracao

M
[ MPQ ] — tridngulo gerador

[ MP ] — geratriz
[ MQ ] — altura
[ PQ ] — raio da base

0

[ MQ ] — eixo da rotagao
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Area de um cone de revolucao

A planificacdo de um cone de através do semiproduto do
revolucdo da uma figura perimetro, p, da base pelo
geométrica composta por um comprimento da geratriz, g.

sector circular e um circulo.
Por analogia com a piramide, e
uma vez que podemos
considerar que um cone é uma
piramide com infintas faces, a
sua area lateral é calculada

Assim,
pP-g
Ay =—=
T
e, portanto a area total do cone de revolugdo é
A=A +4, ou Ay=mrg+mnr?
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Volume de um cone de revolucao

Para a determinacdo do volume do cone de revolucdo, usa-se
também a analogia, ja referida, com as pirdmides de que faldmos
atras.

O volume do cone é entdo dado, como o da pirdmide, por

Ayp - 1
= b3h ou V:§7rr2h

Vv
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Area e volume de um cone - resumo

Sélido

i i
AR

g - geratriz do cone

Uma planificagao Area lateral Area total Volume
Po A=A +A
=AY 1
V==A,xh
=nrg + nr? g

N
v
A ==X
& beona
=nrxg
(5
S
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Esfera

Construida em 1986, “La
Géode” é uma esfera muito
grande (36 m de didmetro).
Estd colocada sobre um espelho
de dgua e tem no seu interior

uma imensa sala de espetaculos.

“La Géode" fica situada em “La
Villette”, préoximo de Paris.
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Esfera - continuacao

Bolas de futebol, berlindes,
alguns frutos, sdo objetos que
ilustram bem o que é uma
esfera.

A esfera pode ser gerada por
um semicirculo que faz uma
revolucdo completa em torno do
seu didmetro [F'E’] - o eixo da
esfera.

A semicircunferéncia EE' é a
geratriz e 0 seu centro, o centro
da esfera.
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llustracao

[ ABC ] — semicirculo gérador
[ OB ] — raio da esfera
[ AC ] — eixo da rotacao
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Area e Volume de uma esfera

@ A area de uma esfera é dada por

A =47 r?

@ O volume de uma esfera é dado por
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Area e volume de uma esfera - resumo

Sélido Uma planificagao Area lateral Area total Volume

Esfera

A 4nr AW

3 superficie = x4
k esférica V= 3 W
S
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