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§ 1.1 Conceitos basicos de sinais. Sinais continuos e

discretos

As nocoes de sinais e sistemas sio comuns a uma grande
variedade de dreas cientificas. Os métodos e as técnicas que lhes
est3o associados desempenham um papel importante em diversas
areas da ciéncia e da tecnologia, tais como:

@ comunicacoes

projectos de circuitos

sistemas de geracdo e de distribuicdo de energia
controlo de processos quimicos

acustica

sismologia

etc.



Introducido - continuacao

@ Os sinais s3o fun¢des de uma ou mais varidveis independentes
que tipicamente contém informacdo sobre o comportamento
ou as caracteristicas de determinado fenémeno fisico.

@ Os sistemas s3o modelos matemdticos, ou abstracdes sobre a
realidade, que excitados por uma ou mais entradas (sinais)
produzem nas saidas as respostas (sinais) correspondentes.
Entrada e saida partilham entre si uma relagao de causa-efeito.



Exemplos

@ Num circuito eléctrico, tensbes e correntes como fungdes do
tempo sdo exemplos de sinais, enquanto que o circuito
representa um sistema.

@ Quando um automobilista pressiona o acelerador, o automovel
responde aumentando a velocidade. Neste caso, o sistema é o
automoével; a posicdo do acelerador € o sinal de entrada e a
velocidade do veiculo a resposta do sistema.

@ Uma mdquina fotografica é um sistema que recebe luz oriunda
de diferentes fontes luminosas e reflectidas por diversos
objectos e produz como saida uma fotografia.



Sinais

Sinais descrevem uma grande variedade de fenémenos fisicos,
traduziveis em grandezas que variam no tempo ou no espaco.

Definicao

Sinais sdo fungbes de uma ou mais varidveis independentes que
contém informagdo acerca do comportamento e caracteristicas de
determinados fenémenos fisicos. S3o representados
matematicamente como fungées de uma ou mais variaveis
independentes.




Sinais Continuos e Discretos

Podemos distinguir dois tipos de sinais com base no tipo de
dominio que os caracteriza:

e Sinais continuos (no tempo): x(t)
quando o dominio é um subconjunto dos nimeros reais, isto &,

x(t), —oo<t<+oo, emgeral teR
e Sinais discretos (no tempo): x[n]
quando o dominio é um subconjunto dos nimeros inteiros;

x[n], ne€Z, emgeral —oo<n< 400
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Exemplo de um sinal continuo

x(t)
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Energia e poténcia associadas a um sinal - Exemplo 1

Num circuito com uma sé resisténcia R, a poténcia (instantinea)
dissipada é definida por

p(t) = R (1) = v(1) i(t) = £ v(1)

sendo v(t) a queda de potencial aos terminais da resisténcia. A
energia dissipada nessa resisténcia no intervalo de tempo
t;1 <t < tp sera dada por

E(t, to) = /t2 p(t) dt = /Q; v2(t) dt.

1 1



Energia e poténcia associadas a um sinal - Exemplo 1 -

continuacao

Por seu lado, a poténcia média dissipada no mesmo intervalo de
tempo serd

1 1 &
P(t1, o) = P— E(ti, ) = P— / p(t) dt,
ty

onde p(t) = % v(t) é a poténcia instantanea. Tem-se assim,

1 21,
P(t1, tr) = — - (t) dt.
t1
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Energia e poténcia associadas a um sinal - Exemplo 2

Se um automovel sofre uma forca de atrito Fayito = p v, sendo v a
sua velocidade instantdnea, entdo a energia dissipada por este
atrito num intervalo de tempo At (pequeno) serd

Fatrito(At) = Fatrito v At = pv VAL = pvz(t) At,

ou seja, a poténcia instantanea dissipada por atrito é
p(t) = p v?(t). Entdo a energia dissipada num intervalo de tempo
qualquer t; < t < tp serd dada por

tr to
Elte) = [ p(e)de= [ pv(e)
t1 ty
e a respectiva poténcia média serd

/t2 p(t) dt = ! /tzp v2(t) dt.

t -1t t

P(tl, t2) = —
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Energia e poténcia associadas a um sinal continuo

Considerando a queda de potencial no 1° exemplo e a velocidade
no 2° como sinais continuos no tempo, verificamos que a energia
que lhes esta associada num intervalo de tempo t; < t < t, é dada
basicamente pelo integral temporal, sobre esse intervalo, do
quadrado do sinal.

Generalizando, podemos definir a energia de um qualquer sinal
x(t) sobre um intervalo temporal t; < t < t, pelo integral

E(t;, ) = /tZ x*(t) dt.

1
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Energia e poténcia associadas a um sinal continuo -

continuacao

Considerando a possibilidade de termos de utilizar sinais que sejam
grandezas complexas, podemos ainda generalizar a definicao
anterior e escrever

[%)
Etne) = [ (0P ot
(51

e também

1 [
P(ty, t2) = / x(£)[2 dt,
t1

th —t1

onde x(t) é, por hipdtese, um sinal continuo.
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Energia e poténcia associadas a um sinal discreto

Para o caso discreto temos

E(n1, n2) Z | x[n]

e também

1 2 )
P - .
(n, m) p—— znl: | x[n] |
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Observacao

Quando os intervalos na varidvel independente (t ou n) sdo de
extens3o infinita, temos por definic3o,
@ para um sinal continuo x(t)

+T 400
E. = lim / Ix(t)[? dt = / Ix(t)[? dt
T

T—o0 — 0
1 [T )
Pyw = lim — t)|° dt
00 Tmlo oT . |X( )|

@ para um sinal discreto x[n]

+N +o0o
_ 2 _ 2
Exw=lim > [xln][P= > |xn]|
n=—N n=—oo

1
- 2
Poo = Jim syrg 2o |l

n=—
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i) Quando a energia E, é finita

Pode suceder que

+N

+T
JEECIR D ST

n=—N

convirjam, por maiores que sejam T e N, em especial quando

T — oo ou N — oco. Neste caso, as energias E,, tomam valores
finitos. Consequentemente, as poténcias médias tomardo o valor
zero.
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Calcule Ey e Py, sendo o sinal definido por

1, 0<t<l1

x(t) =

0, t<Oout>1l
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ii) A poténcia média P, n3o é nula (nem infinita)

Contrariamente ao caso anterior, podemos ter sinais cuja poténcia
média n3o seja nula (nem infinita). Neste caso,

E, = o0,

como é evidente.
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Exemplo 2:

Calcule E, e P, sendo o sinal discreto (constante) definido por

x[n] = 4.
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iii) Energia e poténcia ambas infinitas

Existem sinais cuja energia e poténcia, num intervalo infinito, sdo
ambas infinitas.
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Exemplo 3:

Calcule E, e Py, sendo o sinal continuo definido por

x(t) =t.
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§ 1.2. Transformacoes da variavel independente

E vulgar a transformacao de sinais por variadas opera¢des:

@ a conversdo de um dado sinal num outro, de diferente
natureza fisica (num sistema aviénico “fly-by-wire”, por
exemplo, ac¢do do piloto é transformada em sinais eléctricos
que depois sao transformados em posicoes das superficies
mdveis do avido),

@ a filtragem de um sinal codificado que posteriormente sera
transformado em mdsica, etc...

De todas estas possiveis transformagdes, consideremos agora uma
sé, a transformacao da variavel independente de um dado
sinal, t ou n, chamando-lhe “tempo’, mesmo que o n3o seja
realmente.



Exemplos de transformacdes da varidvel independente

Iremos considerar algumas transformacgdes para sinais continuos ou
discretos:

(i) Desvio temporal (ou translagdo no tempo)
(i) Inversdo temporal (ou reflexdo em relagdo a origem)

(iii) Escalamento temporal (ou mudang¢a de escala)
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Desvio temporal (ou translagdo no tempo) - caso discreto
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Desvio temporal (ou translagdo no tempo) - caso continuo

X(t-tg)
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Inversdo temporal (ou reflexdo em relagdo a origem) - caso

discreto

[n

wdl
M




Inversdo temporal (ou reflexdo em relagdo a origem) - caso

continuo

x(—t)
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Escalamento temporal (ou mudanca de escala) - caso

continuo

x(2t)

x(t/2)
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Transformacoes da variavel independente - resumo

Em geral, estaremos interessados em transformacoes lineares da
variavel independente da forma:

t — at+ [ e, consequentemente, x(t) — x(at+ )

Consoante os valores de « e de 3, assim a transformagao linear da
variavel independente corresponde a diferentes operacdes,
nomeadamente:

@ Se |a| > 1 tem-se uma compress3o linear;
@ Se |a| < 1 tem-se uma dilatag3o linear;

@ Se o < 0 tem-se uma inversdo temporal (com ou sem
compressao ou dilatacdo;

@ Se B # 0 tem-se um desvio temporal;
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Exemplo 1.1

Dado o sinal:

4 x(t) ‘
0 :1\2 :
esboce os seguintes sinais:
a) x(t+ 1), d) x(—t+1);
b) x(—t); e) x (%t);
c) x(—t—1); f)x(%t+1).

g) Defina analiticamente o sinal e comprove os resultados
anteriores.
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Sinais periddicos

e Um sinal continuo, x(t), diz-se periédico quando existe
T € R tal que

x(t)=x(t+T), Vt.

e Um sinal discreto, x[n], diz-se periédico quando existe
N € Z* (N é um nidmero inteiro positivo) tal que

x[n] = x[n+ N], Vn e Z.

O pardmetro T € R (ou N € Z*) representa o periodo do sinal.
Corresponde ao valor da translacao no tempo que efectuada sobre
o sinal original conduz exactamente ao mesmo sinal.

Se um sinal n3o é periddico, diz-se aperiddico,
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Observacdo 1

Um sinal periddico é, necessariamente, um sinal de comprimento
infinito (sinal bilateral).
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Observacao 2

@ Se x(t) é periédico com periodo T, entdo
x(t) =x(t+mT) Vt,

comm=1,23---. Isto é, x(t) é também periédico com
periodo 2T, 37, ---.

@ Se x[n] é periédico com periodo N, entdo
x[n] = x[n+ mN] Vn,
comm=1,23---. Isto é, x[n] é também periédico com

periodo 2N, 3N, ---.
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Periodo fundamental

@ Define-se como periodo fundamental Ty o menor valor
positivo Ty para o qual

x(t) = x(t+ To) Vt.

@ Define-se como periodo fundamental Ny o menor valor
positivo Ny para o qual

x[n] = x[n+ No] Vn.
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Observacdo 3 ***

Um sinal constante, x(t) = c* (ou x[n] = c'®) é periddico, mas
sem periodo definido.

Relativamente ao periodo fundamental, para sinais continuos n3o
se define Ty e para sinais discretos tem-se Ny = 1.
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Exemplo 1.4

Verifique se o sinal continuo definido por

cost, t<0
x(t) =
sent, t>0

é periddico.
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Sinais pares ou impares

e Um sinal continuo (ou discreto) diz-se par quando

x(t) = x(=t) (ou x[n] = x[=n])

@ Um sinal continuo (ou discreto) diz-se impar quando

x(=t) = =x(t) (ou x[—n] = —x[n])
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Exemplo de um sinal par e de um sinal impar

x(t)

a) Sinal par;  b) Sinal impar

39/75



Observacoes

@ Um sinal par é aquele que é idéntico a sua inversao temporal.
@ Um sinal impar é aquele que é simétrico em relagdo a origem.

© Para um sinal impar que esteja definido no instante t = 0,
tem-se sempre

x(0)=0 ou x[0] =0.
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Propriedade

Qualquer sinal x pode decomposto na soma de um sinal par com
um sinal impar, isto é, pode ser decomposto na soma da sua
extensdo (ou componente) par com a sua extens3o (ou
componente) impar. Com efeito, sendo Ev a extensdo par e Od a
extensdo impar de x tem-se x = Ev 4+ Od onde

Ev {x(1)} = 5 [x(t) + x(~1)]

0d {x(t)} = 5 [x(t) ~ x(~1)]

no caso continuo, ou
Ev {xlnl} = 5 [xln] + (7]
0d {x[nl} = 3 [x{n] — <[]

no caso discreto.
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Exemplo 4

Considere o sinal discreto definido por

«[n] = {1, n>0

0, n<o0

Determine e represente graficamente Ev {x[n]} e Od {x[n]}.
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§ 1.3 Sinais exponenciais e sinais sinusoidais

Vamos agora apresentar sinais basicos continuos e discretos. Estes
sinais ndo sé aparecem frequentemente, como também servem
para construir outros sinais.

@ O sinal exponencial continuo é da forma
x(t)=C e, com a, CeC, em geral

Consoante os valores dos pardmetros a e C, a exponencial
complexa pode ter comportamentos diferentes. Por exemplo:

i)CeRT, acRTt i) CERY, acR™

() x(t)
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Sinais exponenciais e sinais sinusoidais (ou senoidais)

complexos, peridédicos

Uma classe importante de exponenciais complexas é obtida
restringindo os valores do pardmetro a a valores imagindarios puros.

a) Exponenciais

Seja '
x(t) = vt

onde j=i e iéovalortal que i?=—1ewpeR.
Uma propriedade importante deste sinal é ele ser periédico.
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Sinais exponenciais e sinais sinusoidais (ou senoidais)

complexos, periddicos - continuacao

b) Sinusoidais ou Senoidais

S3o sinais da forma
x(t) = A cos(wot + ¢) ou x(t) = A sen(wot + ¢).

Se as unidades de t s3o segundos, as unidades de ¢ e wqg sdo
radianos e radianos por segundo, respectivamente. Para estes
sinais também temos wy = 27 fy, onde as unidades da frequéncia fy
sao hertz (Hz).

Tal como no caso da exponencial complexa, o sinal sinusoidal é
peridédico com periodo fundamental Ty dado por:

21

To= 1.
|wol
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Exemplo de um sinal sinusoidal continuo

X(t) = A cos (gt + b)
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Relac3o entre os sinais exponenciais e sinusoidais

Tendo em conta a relacdo de Euler,

et = cos O + j sen b,
tem-se que
el et? el —ei?
cos=—— e senf=——.
2 2j

Consequentemente, o sinal sinusoidal A cos(wpt + ¢) pode ser
escrito em termos de exponenciais complexas:

ef(wot+9) 4 o—j(wot+¢)

A cos(wot + ¢) = A 5 =

_A o et L A i i wot
2 2
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Outras relacoes entre os sinais exponenciais e sinusoidais

Podemos ainda escrever:

A cos(wot 4 ¢) = A R{e(*t9)} " com AeR

A sen(wot + ¢) = A S{el0 9 com AeR

onde, se ¢ é um nimero complexo, R{c} denota a sua parte real e
3{c} a sua parte imaginaria.
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Observacao

Da equacdo Tg = % vemos que o periodo fundamental Ty de
um sinal sinusoidal continuo ou de uma exponencial complexa é

inversamente proporcional a |wp].
O que isso significa?

Na figura seguinte é possivel visualizar graficamente a relagdo
entre Tg e |wp| num sinal de tempo continuo.
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Observacdo - continuacao

w1 > wy > W3,
o que implica que
T1 < Tr < Ts.
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Energia total e poténcia média de sinais periddicos

Os sinais periédicos contém uma energia total infinita e uma
poténcia média finita. S3o exemplos os sinais exponencial e
sinusoidal anteriormente ja referidos.
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Exemplo 5

@ A energia do sinal exponencial x(t) = /0t ao longo de um
periodo Ty é:

To 5 To
Epen’odo :/0 |ejw°t‘ dt :/O dt =Ty

@ A poténcia média do sinal exponencial x(t) = /0t ao longo
do mesmo periodo Ty é:

1
Ppen’odo = ?0 Eperl'odo =1

e E no intervalo | — oo, +00[?
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Harmoénicas da frequéncia fundamental - introducao

As exponenciais complexas periddicas desempenham um papel
central no estudo dos sinais e sistemas, em parte porque sio
extremamente Uteis para construir muitos outros sinais.

Muitas vezes é imprescindivel considerar conjuntos de exponenciais
complexas relacionadas harmonicamente, isto é, conjuntos de
exponenciais periddicas, em que todas sdo periddicas com um
periodo comum Ty.
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Harmoénicas da frequéncia fundamental

Ora, uma condicio necessdria para uma exponencial complexa e/*t
ser periddica com periodo Ty é que

ewTo =1,
o que implica que w Ty seja um multiplo de 2, isto é,
wTyg=2kmr, comk=0,+1,42 ---. (1)
Assim, se definirmos
27
wo = ?0,

vemos que para satisfazer a equagdo (1), w tem de ser um miiltiplo
de wp. Isto é, um conjunto de exponenciais harmonicamente
relacionadas é um conjunto de exponenciais periédicas com
frequéncias fundamentais que sdo miiltiplos de uma tnica
frequéncia positiva wp:

ou(t)=e K0T comk=0,41,42, -
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Harmoénicas da frequéncia fundamental - continuacao

e Para k =0, ¢k(t) é uma constante;
e Para k # 0, ¢k(t) é periédica com frequéncia fundamental
| klwo

e periodo fundamental
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Observacao

As vezes pretende-se escrever a soma de duas exponenciais
complexas como um produto de uma tnica exponencial complexa e
uma Unica sinusoidal.
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Exemplo 1.5

Escreva como o produto de uma exponencial complexa por uma
senoidal, o sinal continuo definido

x(t) = e?t + &3t

e determine a sua magnitude.
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Sinais da forma exponencial complexa mais geral

Consideremos sinais da forma

x(t) = Ce®*, onde C=[Cle? €C e a=r+juw €C.

Entao,
( ) |C|ejc9 (r+jwo)t |C| rtej(w0t+0)
Usando a relacdo de Euler, vem

x(t) = |Cle"™ cos(wot + 0) +j |Cle"™ sen (wot + 6).
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Sinais da forma exponencial complexa mais geral -

continucao

Analise o sinal anterior,
x(t) = |Cle™ cos(wot + 0) +j |Cle™ sen (wot + 6),

Nnos Casos em que

a) r=0;
b) r > 0;

c)r<o.
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llustracao

a) Sinal sinusoidal x(t) = |C|e"™ cos(wot + 6) com r > 0;

b) Sinal sinusoidal x(t) = |C|e" cos(wot + ) com r < 0;
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Sinais exponenciais complexos e sinusoidais em tempo

discreto

O sinal exponencial complexo discreto é definido por
x[n] = C &,

Fazendo
a=éel

podemos escrever aquele sinal na forma
x[n] = C & (mais conveniente na pratica).

Em geral, C, o e 8 sdo nimeros complexos.
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Sinal exponencial real

Se C e a sdo reais, o sinal exponencial real x[n] = C «" pode ter
vérios comportamentos:

a) Se |a| > 1, a magnitude do sinal cresce exponencialmente com
n;
b) Se |a| < 1 a magnitude do sinal decresce exponencialmente

com n;

c) Se « é positivo, todos os valores de Ca” sdo ou positivos ou
negativos;

d) Se « é negativo, o sinal de x[n] alterna;
e) Se a = 1, entdo x[n] é constante;

f) Se w = —1, entdo x[n| alterna entre os valores —C e C.



llustragdo do sinal exponencial real x[n] = Ca”
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Sinais sinusoidais

Outra exponencial complexa importante é obtida usando

x[n] = C e’"
e restringindo /3 a valores imagindrios puros (e portanto,
|a| = |e®| = 1). Especificamente, consideremos

x[n] = elwon,

Tal como no caso continuo, este sinal estad relacionado com o sinal
x[n] = A cos(won + ¢).

Uma vez mais, a relacdo de Euler permite-nos relacionar
exponenciais complexas e sinusoidais:

e/ " = cos (won) + j sen (won)

A .. A
A cos(won + ¢) = Eef‘z’ef won Ee_fd’e_f wn com AeR.
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Observacao

Os sinais
x[n] =" e x[n] = A cos(won + ¢)

sao exemplos de sinais discretos com energia total infinita em
—00 < n < 400 e poténcia média finita, tal como no caso
continuo.
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Sinais exponenciais complexos, em geral

A exponencial complexa discreta geral pode ser escrita e
interpretada em termos de sinais exponenciais reais e sinusoidais.
Concretamente, escrevendo C e « na forma polar

C=1[Clé? e a=lale*,
entao
Ca" = |C| |a|™ cos(won + 0) + j |C| |a|" sen(won + ).

@ Para |a| =1 as partes real e imagindria da exponencial
complexa s3o sinusoidais;

@ Para |a| < 1 as partes real e imagindria correspondem a
sinusoidais multiplicadas por uma exponencial decrescente;

@ Para |a| > 1 as partes real e imagindria correspondem a
sinusoidais multiplicadas por uma exponencial crescente.
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Exemplos de sinais sinusoidais multiplicados por
exponenciais crescentes e decrescentes

...{_;_‘_3, _____ 111““1 A

(@)

(b)
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Propriedades de periodicidade de sinais complexos

exponenciais em tempo discreto

Embora haja muitas semelhancas entre sinais de tempo continuo e
de tempo discreto, hd também um nidmero importante de
diferencas. Uma dessas diferencas estd relacionada com o sinal
exponencial e/“°" (tempo discreto) e e/“°* (tempo continuo).
Vejamos entdo alguns contrastes entre o caso continuo e o caso
discreto.

@ No caso do tempo continuo, t, tem-se:

@ Quanto maior for o valor de wg, mais rapidamente oscila o
sinal x(t) = e/“0t.

@ x(t) = e/*ot ¢ periddico, qualquer que seja o valor de wy.
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Propriedades de periodicidade de sinais complexos

exponenciais em tempo discreto - continuacao

@ No caso discreto, ha diferencas:
1) De facto,

ef“on = el (W0E2kmn - com k =0,1,2,--

visto que e/2kT = 1.

Consequentemente, todos aqueles sinais exponenciais s3o
afinal o mesmo e bastard considerar valores de wg num
intervalo de comprimento 2. Os intervalos mais usuais s3o:

0<wy <2 ou —7w<wy<m.

Assim, ja n3o podemos afirmar que o ritmo de oscilacdo do
sinal &“°" aumente com o crescimento de wg, por exemplo
entre 0 e 27.
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Exemplos

(i) wo = 0 e wp = 27 correspondem ao mesmo sinal constante,
embora seja wg = 27 > 0;
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Exemplos - sequéncias de sinusoidais em tempo discreto

para diferentes frequéncias

g oy il by il I,l“.lll,m.lllm lllmi
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Em particular, para wg = 7 ou para qualquer outro miultiplo impar
de 7,

/™ — (enr)” _ (_l)n
e, portanto, este sinal oscila rapidamente, mudando de sinal

(positivo ou negativo) em cada instante de tempo.

x[n] = cos mn

JI-
AT
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Periodicidade da exponencial complexa em tempo discreto

2) Para que o sinal e/“°" seja periédico com periodo N > 0 devera
ter-se
ejwo(nJrN) — ejwon ejwoN — ejwon

ou equivalentemente,
el — 1.

Ora, para que a equacgdo anterior se verifique wo/N deverd ser um
multiplo de 27. Isto é, deverd existir um inteiro m tal que

wolN = 2mm

ou seja,
wo m

ot N’
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Observacao

O critério de periodicidade, com periodo N > 0, é que 52 seja um

nimero racional. Se n3o for, N n3o serd periodo e o sinal n3o sera
periddico se nenhum N satisfizer aquela igualdade.
Note-se que, sendo peridédico com periodo N, também teremos

N:%m:m<2ﬂ>
wo wo

e a frequéncia fundamental é dada por
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Comparacdo entre os sinais e/“0t e /0"

Sinal e/wot

Diferentes sinais para diferentes
valores de wg

Periédico para qualquer valor de wqg

A frequéncia fundamental toma o
valor wqg

O periodo fundamental é

o
(1] wo,sewoaéo

@ indefinido, se wy = 0

Sinal e/«won

Sinais iguais para valores de wq
separados por multiplos inteiros de
27

Periédico somente se for wy = 2%m

com m e N inteiros

A frequéncia fundamental toma o
valor 0

m
O periodo fundamental é

21
(4] mxw—o,sewo?éO

@ indefinido, se wy = 0

)
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Exemplo 1

Considere o sinal discreto

representado por

x[n] = cos (27n/12)

JM,WJHI I il

Indique wq, o periodo fundamental e a envolvente continua do
sinal.



g O O
i

Indique wq, o periodo fundamental e a envolvente continua do
sinal.

x[n} = cos (8mn/31)

I
|




Consideremos o sinal discreto

representado por
x[n] = cos (n/6)

JH“II;IHHHWWHL

Indique wqg. Serd este sinal periédico?




Exemplo 1.6

Considere o sinal discreto
i2m 37 )
x[n] =€&3"+e&7"

No caso do sinal ser periddico, qual serd o seu periodo?
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Harmdnicas de exponenciais e senoidais discretos

No caso de sinais exponenciais e senoidais discretos, teremos
também a ocorréncia de harménicas, semelhantes a do caso
continuo, mas também com algumas diferencas.



Harmdnicas de exponenciais e senoidais discretos -

continuacao

Seja entdo x[n] = &“°" um sinal exponencial complexo. Sabemos
que o seu periodo, se existir, serd

27 _
N=mx —, com N e minteiros.
wo

Suponhamos que se obtém um ndmero N inteiro minimo quando

m=1.
Para sinais exponenciais complexos discretos, as harmédnicas s3o da
forma )
ik{ £™
ok[n] = eI ( N)", com k=0,+1,+2,---
e temos

21

drnn] = ej(k—i—N)(W)n _ ejk(%’)n % f2mn ejk(%)n = ox[n].

=1



Harmdnicas de exponenciais e sinusdides discretos -

continuacao

ou seja, o incremento de k de um valor N leva-nos de volta ao
sinal ¢x[n]. Consequentemente, sé haverd um nimero N de
exponenciais complexas da forma ¢, [n] distintas. S3o, por
exemplo, a colecgdo

i2m i(N—1)2m
do[n] =1, ¢1[n] =W, o, onan] =€ W
T T T
k=0 k=1 k=N-1
Note-se que aqui escolheu-se k =0,1,2,--- , N — 1, mas outras

escolhas (de N termos) sdo possiveis.



1.4 As funcoes impulso unitario e degrau unitario

Vamos agora definir outros sinais basicos:
@ o impulso unitario (em tempo continuo e discreto) e o
e degrau unitario (em tempo continuo e discreto),

0s quais sao importantes na andlise de sinais e sistemas. Como
iremos ver, podemos usar o impulso unitario na construgdo e
representacdo de outros sinais genéricos.



1.4.1 Impulso unitario e degrau unitario - caso discreto

O sinal impulso unitario é definido por

5[n]={°’ n#0 ] .

1, n:0 """ B T g n

O sinal degrau unitario é definido por

uln]

- {0 BIIIE

, n=0
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1.4.1 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso discreto

Obviamente que podemos translacionar o impulso ou o degrau
unitarios.

Calculando u[n] — u[n — 1], é evidente que:
d|n] = u[n] — u[n —1].

Esta equacdo realca a existéncia de uma relagdo préxima entre o

degrau e o impulso unitérios.
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1.4.1 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso discreto

Por outro lado, dado que §[m] = 6[m — 0] é um impulso unitério
centrado em m = 0, podemos também escrever

u[n] = Z d[m].

m=—a0

@ Se n <0, vird §[m] = 0 Vm neste intervalo e portanto,
>8[m] =0 = u[n], n <0, como queremos.

@ Se n > 0 no somatdrio, este passard pela origem em n =0
onde “armazena” o valor unitario, com 6[0] =1
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Visualizacao

@ Sen<0

Interval of summation

SR S P

@Sen>0

Interval of summation
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1.4.1 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso discreto

Consideremos u[n] = Z d[m].

m=—000

Efectuando a substituicio m = n — k tem-se

0 +00
uln] = > d[ln—kl =) d[n—k]
k=400 k=0

que n3o é mais do que uma soma de impulsos unitarios centrados
em k=0,1,2,---, consoante o valor de n.
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Visualizacao

@ Sen<0
Interval of summation
P T
d[n—K] i
—e I—Q—O—H‘O-—H—Q———
n 0 k
@Sen>0

Interval of summation
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Outras propriedades

@ Como §[n] s6 ndo é nulo em n =0 e ai vale 1, tem-se

x[n] 8[n] = x[0] 8[n]

@ Ou, mais geralmente, considerando o impulso unitario
d[n — ng] centrado em n = ng, tem-se

x[n] 6[n — ng] = x[ng] d[n — no].
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1.4.2 - Degrau unitario - caso continuo

A funcdo degrau unitario ou escaldo unitario u(t) define-se por

0, t<0
u(t) =
1, t>0

e é representado por

Note-se que em t = 0 o degrau unitdrio estd indefindo.
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1.4.2 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso continuo

Tal como no caso discreto, o impulso unitario em tempo
continuo 4(t) esta relacionado com o degrau unitério, tendo-se:

u(t) = th 5(r)dr.

Em particular, o impulso unitdrio em tempo continuo pode ser
pensado como a primeira derivada do degrau unitdrio:

o) = 20

formalmente, j& que u(t) é descontinua em t =0 e,
consequentemente, é formalmente n3o diferencidvel.
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1.4.2 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso continuo

Para interpretar a “pseudo-funcdo” §(t) “suavizamos” u(t),
considerando uma aproximacao do degrau unitdrio ua(t) a qual
toma valores entre 0 e 1 num pequeno intervalo comprimento A:
Ent3o, vird

0 A t

O degrau unitdrio muda instantaneamente e assim pode ser
pensado como uma idealizagdo de ua(t) para A t3o pequeno que
a sua duracdo n3o interessa na pratica. Formalmente, u(t) é o
limite de ua(t) quando A — 0.
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1.4.2 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso continuo

Considerando a derivada

dua (1) 0, t<O0
oa(t) = ujt =<4, O<t<A
0, t>A
o seu grafico é
B, (1)
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1.4.2 Relacdo entre o impulso unitario e degrau unitario -

caso continuo

A medida que fazemos A — 0, o impulso da(t) torna-se cada vez
mais estreito e aumenta em altura, ao mesmo tempo que mantém
a area unitaria e também ua (t) se aproxima de u(t). Graficamente
teremos entdo a representagao:

Note-se que

o(t) = A“ToaA(t)'
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1.4.2 Representacao do impulso unitario - caso continuo

Convencionou-se representar d(t) como uma seta em t = 0, com
uma altura igual a 1, para indicar o facto de a area ser unitdria:

3(t)
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1.4.2 Impulso unitario centrado em t = t; (caso continuo)

A representac3do grafica para o impulso unitario translacionado e
centrado em t = ty, é:

d(r-1,)
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Observacao

Notemos que kd(t) terd a altura k e drea k:

kd(t)

k
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Interpretacdo grafica de u(t) = St_oo o(t) dr

Tal como no caso discreto, podemos visualizar uma interpretacio
grafica da equagdo u(t) = {*_ &(7)dr.

@ Parat <0
nterval of integration
——— s
(1)
t 0 T
@ Parat >0

Interval of integration

o
1
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Observacao

Consideremos u(t) = Sioo 0(7)d7. Efectuando uma mudanca da
varidvel de integracdgo o =t — 71

t 0 +00
u(t) = f o(r) dr = o(t—o)d(t—o) = f (t—o) do
—00 +00 0
Parat <0 Parat >0
Interval of integration Interval of integration
B(ts0) RN E T e e e et e
T IS(FG)
t 0 o 0 t
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Outras propriedades

Q x(t) 6(t) = x(0) o(t) se x(t) é continua em t =0 (jad que
d(t) s6 ndo se anula em t = 0).

Q x(t) 0(t — ty) = x(tp) 6(t — tp) se x(t) é continua em t = ty
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Exemplo 1.7

Dado o sinal descontinuo x(t)

X(t)

2
1
2 8
1' ] 4 t
=

calcule e esboce a derivada do referido sinal
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§ 1.5 Sistemas em tempos continuo e discreto

Num sentido amplo, um sistema é uma combinacdo de elementos
que actuam em conjunto a fim de atingir um dado objectivo.

Aqui, um “sistema” serd qualquer dispositivo fisico com uma
entrada (sinal) e uma saida (sinal), tais que, a entrada x(t)
corresponde a saida y(t),

@ no tempo continuo

x(t) — ’ sistema em tempo continuo ‘ — y(t)

@ no tempo discreto

x[n] > | sistema em tempo discreto | — y[n]

)
N
)



Sistemas simples - Exemplo 1.8

Consideremos um circuito RC. Sejam vs(t) o sinal de entrada e
vc(t) o sinal de saida. Da anélise deste circuito, sabemos que

—vs(t) + vg(t) + ve(t) =0 ()

onde vg(t) = Ri(t) e ve(t) = L§°_ i(r) dr, pelo que

dve(t) 1 . o ~dve(t)
& - C i(t) = wgr(t)=RC prat
Substituindo Vz(t) na equagdo (*), tem-se
dve(t) dve(t) 1 1

RC p + ve(t) = vs(t) pm + ﬁvc(t) = Evs(t)

uma equagao diferencial que nos da a relagdo entre a entrada vs(t)
e a saida v(t).



Exemplo 1.9

Um carro propulsionado por uma for¢a f(t) e travado por um
atrito pv(t) devido a atmosfera, desloca-se a uma velocidade v(t)
que obedece a equacdo do movimento

ma=F

donde dv(t) )
v(t
= —|f(t) — pv(t)].
L = 7(1) — pu()]
Naturalmente que aqui consideramos o sinal de entrada como
sendo a for¢a f(t) e o sinal de saida a velocidade v(t). A equagdo
diferencial acima pode ser escrita na forma candnica

P04 Loty = (o),

que também é da forma geral ( ) 4 ay(t) = bx(t). A funcdo
y(t) serd o sinal de saida e x(t ) o de entrada.



Exemplo 1.10

Consideremos a situacdo de uma conta bancaria a ordem, com um
juro mensal de 1%. Ora, se em cada més n, a diferenca entre
depdsitos e levantamentos for de x[n], o saldo da conta y[n] nesse
més sera

y[n] = y[n—1] + x[n] +0,01y[n — 1]
< y[n] =1,01y[n — 1] + x[n]
& y[n] — 1,01 y[n—1] = x[n] forma candnica

Aqui a entrada do sistema serd x|n| e a saida y[n].



Exemplo 1.11

A simulagdo numérica da derivada de uma fun¢do v(t) pode ser
feita através de um algoritmo.

dv(t)  v[nA] - v[(n - 1)A]
dt A

com t — nA, sendo A uma variacdo finita, pequena, da variavel t.
Aplicando esta aproximacio a equacio diferencial do Exemplo 1.9

P+ (o) = (1

e fazendo v[nA] = v[n], f[nA] = f[n], tem-se

m A

vin—1] = m—i—pAf[n]

que também é da forma y[n] + a y[n — 1] = b x[n], aqui com f[n]
como sinal de entrada e v|[n] como sinal de saida.
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1.5.2 Interconexoes de sistemas

Muitos sistemas reais sdo construidos como interconexdes de
muitos subsistemas. A ideia fundamental é que com sistemas
individuais, representados abaixo por blocos, constroem-se sistemas
mais complexos, por associa¢3o.

Os tipos de associacbes fundamentais s3o:

i) Em série ou em cascata

entrada — sistema 1 — sistema 2 —  saida

Note-se que a entrada do sistema 2 é a saida do sistema 1.



1.5.2 Interconexdes de sistemas - continuacao

i) Em paralelo, com adi¢do de saidas, e aplicagdo do mesmo sinal
de entrada em dois sistemas.

System 1
Input =——>-¢ ?}— Output

-1 System 2 |

iii) Mistos

System 1 System 2 —j
INput ==——a-9 O—> System 4 Output

System 3 |




1.5.2 Interconexdes de sistemas - continuacao

iv) Com realimentacgao (feedback)

Input —»T‘ System 1 > Output

System 2 |-

O sinal de saida do sistema global depende n3o sé do sinal de
entrada, mas também do préprio sinal de saida.



1.6 Propriedades bdsicas dos sistemas

Vamos agora apresentar algumas propriedades basicas de sistemas
continuos e discretos. Estas propriedades tém interpretacdes fisicas
importantes e descricGes matematicas relativamente simples

usando uma linguagem de sistemas e sinais que desenvolvemos até
agora.
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1.6.1 Propriedades de sistemas: Memoria

i) Sistema sem memoria: a saida num dado tempo sé depende da
entrada nesse mesmo tempo.

Exemplo 1:
ylnl = (2x[n] = x*[n])*
Exemplo 2:
vr(t) = R i(t)
Exemplo 3:

yln] = x[n] ou y(t) = x(t)

11/42



1.6.1 Propriedades de sistemas: Memodria - continu¢ao

ii) Sistema com memdria: a saida num dado tempo depende de
valores da entrada em tempos anteriores ou posteriores.
Exemplo 1:

ylnl = x[n—1]
Exemplo 2:

ve(t) = % J_OO ic(t) dt

a tensdo aos terminais de um condensador dependerd de toda a
“histéria” da corrente que o percorre.
Exemplo 3:

n n—1

ylnl= >, x[kl= > x[k] +x[n] = y[n—1] + x[n]

k=—c0 k=—0o0



Observacao

Também terdo memdria aqueles sistemas cuja saida, num dado
instante, dependem da entrada em instantes posteriores, futuros.

Exemplo:
A saida y[n] no instante n é a média dos 2M + 1 valores da entrada

M

1
y[n] = M1 k=Z—M x[n — k]
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1.6.2 Propriedades de sistemas: Invertibilidade

Sistema invertivel: quando entradas diferentes levam a saidas
diferentes.

x[n] — yln] —  w|n] = x[n]

Se um sistema € invertivel, ent3o existird o sistema inverso
correspondente, o qual em série com o sistema original, terd como
saida a entrada do primeiro.

@ Ao sistema que permite reproduzir a entrada do sistema
original a partir da sua saida chama-se sistema inverso.
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Observacao

O problema da invertibilidade pode acontecer em sistemas de
telecomunicacoes, onde um equalizador é utilizado para compensar
as distorcoes do canal, funcionando como o inverso deste.
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Exemplos de sistemas invertiveis

Exemplo 1:
y(t) =2x(t) e w(t)=3y(t)
x(t) — [y =2x(n) | 4 | w(t) = 3y(t) |—> w(t) = x(t)

Exemplo 2: O acumulador

n

ylnl= 3} x[k] e wln] = y[n]—y[n—1] = x[n]

k=—0
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Exemplos de sistemas ndo invertiveis
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1.6.3 Propriedades de sistemas: Causalidade

Sistema causal é aquele em que a saida, num dado instante de
tempo, sé depende da entrada nesse mesmo instante e de instantes
anteriores.

@ Relacao entre sistemas sem memdria e sistemas causais

Todos os sistemas sem memoria sao causais. Porqué?
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Exemplos de sistemas causais

Exemplo 1: O sistema definido por

1 t
v(t):J ic(T) dT
(o} C e C
€ um sistema causal.

Exemplo 2: O automdvel em movimento atrds referido, visto que
a velocidade v(t) ndo podera depender da for¢a f(t*) para t* > t.

Exemplo 3: Os sistemas

k=—cw0
s3o sistemas causais.
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Exemplos de sistemas ndo-causais

Q@ y[n] = x[n] — x[n + 1]

Q y(t) =x(t+1)
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Exemplo 1.12

Ao averiguar a causalidade de um sistema, é importante observar
cuidadosamente a relagdo entrada/saida.

@ O sistema y[n] = x[—n] é ndo causal, uma vez que para
no < 0, por exemplo, ny = —4 ter-se-ia y|—4] = x[4].

@ Por outro lado, é necessdrio também distinguir o que é
entrada do que é uma fun¢do qualquer (pré-definida) usada
para definir o sistema, como no caso

y(t) = x(t) cos(t+1)
g(t)

que é um sistema causal.
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1.6.4 Propriedades de sistemas: Estabilidade

Um sistema é BIBO estdvel se e sé se a todas as entradas
limitadas correspondem saidas também limitadas. Ou seja, a saida
do sistema nao diverge se a entrada nao divergir.

BIBO: bounded-input, bounded-output.

Exemplo 1: O péndulo é estdvel.




1.6.4 Propriedades de sistemas: Estabilidade

Exemplo 2: O péndulo invertido é instavel (por mais pequena que
seja a for¢a x(t), a variagdo do angulo y(t) serd sempre grande).
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1.6.4 Propriedades de sistemas: Estabilidade

Exemplo 3: O carro, com atrito, é um sistema estavel

W) P L
dt m m

De facto, como a forga de atrito pv(t) é proporcional a velocidade,
um aumento da forga aplicada f(t) leva a um aumento da
velocidade e também da forca de atrito, até que as duas se
igualam e o movimento passa a ser sem aceleragdo, isto é, com
uma velocidade terminal v constante.
Em particular, se a forca f(t) = F = Constante, esta velocidade
terminal é dada por
dv

— >0 — £v
m

dt

I
|
TI
\
<
I
[
‘n



1.6.4 Propriedades de sistemas: Estabilidade

Exemplo 4: O sistema

M

1
Al = 5y 2 Aok

é estavel porque se x|n] for limitada por um nimero qualquer
B >0, isto é, se
x[n]| < B,

entdo também vird |y[n]| < B e o sistema é estdvel.
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1.6.4 Propriedades de sistemas: Estabilidade

Exemplo 5: O sistema

k=—0o0

¢ instavel. Efectivamente, podemos “encontrar” facilmente um
x[n] limitado, tal como x[n] = u[n], o degrau unitario, e vird

n

ylnl= ) ulk] = (1 +nun].

k=—o00

Atendendo a que u[n] é limitado (no maximo vale 1) e y[n] ndo o
é, concluimos que o sistema é instavel.
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Observacao

No ultimo exemplo, vimos um sistema instdvel onde essa
instabilidade foi detectada alimentando o sistema com um sinal de
entrada particularmente favordvel, limitado, que foi neste caso, o
degrau unitario.

Um dado sistema ou ¢ estdvel ou é instavel em si mesmo,
independentemente do sinal de entrada e por vezes é ficil provar a
instabilidade com um sinal de entrada (limitado) muito simples.

Outras vezes ja n3o sera facil e teremos de usar métodos que n3o
usem sinais de entrada particulares. Teremos, pois, de avancar para
uma condi¢cdo mais geral. O contraste entre estes dois métodos
pode ser feito nos exemplos que se seguem.



Exemplo 1.13

i) O sistema
S yl(t) = i‘Xl(t)

é instdvel, visto que um sinal de entrada limitado e particularmente
simples como
Xl(t) =1, Vt

leva a uma saida
yi(t)=tx1l=t

a qual é ilimitada.
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Exemplo 1.13

ii) Para o sistema Sy yo(t) = () se escolhermos o mesmo
sinal de entrada, limitado, x2(t) = 1, o sinal de saida
correspondente é:

yo(t) = el = e, que também ¢ limitado.

Mas serd este teste suficiente para garantir a estabilidade?

N3o, temos de avancar para uma condicdo mais geral. Como a
questdo é saber se uma entrada limitada pode conduzir a uma
saida ilimitada, impomos um limite genérico a x(t),

|x(t)] < B, comB>0 < —B<x(t)<B,Vt

e entdo obtemos e~ B < y,(t) < eB e, portanto, y»(t) também é
limitado, sendo S, um sistema estavel.
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1.6.5 Propriedades de sistemas: Invariancia temporal de

um sistema

Um sistema é invariante no tempo se um atraso ou adiantamento
temporal do sinal de entrada provoca um deslocamento temporal
idéntico no sinal de saida.

Consequentemente, uma translacdo temporal no sinal de entrada
levard a mesma translacdo temporal no sinal de saida:

Se x[n] — y[n] entdo x|[n—ng] — y[n— no]

Se x(t) — y(t) entdo x(t—ty) — y(t— to)
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Exemplo 1.14

Consideremos o sistema em tempo continuo definido por

y(t) = sen[x(t)].

Serd este sistema invariante no tempo?
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Exemplo 1.15

Considere o sistema
yln] = n xn].

Serd este sistema invariante no tempo?
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Exemplo 1.16

Considere o sistema
y(t) = x(2t).

Serd este sistema invariante no tempo?
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1.6.6 Propriedades de sistemas: Linearidade

Consiste no facto de que o sinal de saida correspondente a uma
soma ponderada de sinais constituindo um sinal de entrada serd
igual a soma ponderada, com os mesmos pesos, dos sinais de saida
para cada uma dessas entradas ponderadas separadamente.

Mais precisamente, sejam y;(t) a resposta de um sistema de
tempo continuo ao sinal de entrada xj(t) e y»2(t) a resposta ao
sinal de entrada xx(t). Ent3o o sistema ¢é linear se:

@ A resposta ao sinal x1(t) + x2(t) é y1(t) + y2(t) (Prop. da
Aditividade)

@ A resposta ao sinal a x;(t) é a y;(t), com a€ C (Prop. da
homogeneidade)
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1.6.6 Propriedades de sistemas: Linearidade

As duas propriedades que definem um sistema linear podem ser
combinadas numa tnica afirmacgdo:

axi(t)+bx(t)— ayi(t)+ by (t)

em tempo continuo e

axi[n] + bxa[n] — ayi[n] + b y2[n]
em tempo discreto.

Aqui, as constantes a, b € C, em geral.
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1.6.6 Propriedades de sistemas: Linearidade

Da definicdo de linearidade resulta que, se
xk[n], k=1,2,3---

é um conjunto de entradas discretas de um sistema linear com
correspondentes saidas

yk[n]> k:1>2>3"'a

entdo a resposta a uma combinag3o linear dessas entradas, dada
por

X[n] = Zak X[k] = a1 Xl[n] + as X2[n] + ...
k

ylnl = Yo xlnl = an o] + 2 yolo] + -+
k

Este facto é conhecido como principio da sobreposicao, o qual se

verifica para sistemas lineares de tempo discreto e continuo.
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1.6.6 Propriedades de sistemas: Linearidade

Uma consequéncia directa do principio da sobreposicdo é que, para
sistemas lineares, uma entrada que seja nula corresponde a uma
saida que também é nula. Por exemplo, se x[n] — y[n], entdo
pela propriedade da homogeneidade

0=0.x[n] — 0=0.y[n].
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Exemplo 1.17

Considere um sistema S cujo sinal de entrada x(t) e sinal de saida
y(t) estdo relacionados por

y(t) = t ().

Verifique se o sistema é linear.
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Exemplo 1.18

Considere um sistema S cujo sinal de entrada x(t) e sinal de saida
y(t) estdo relacionados por

Serd o sistema linear?
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Observacao

Note-se que para verificar a linearidade de um sistema, este terd de
satisfazer ambas as propriedades - aditividade e homogeneidade - e
que o sinal, bem como as constantes envolvidas na
homogeneidade, podem ser complexos.
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Exemplo 1.19

Considere um sistema S cujo sinal de entrada x[n] e sinal de saida
y[n] estdo relacionados por

yln] = R{x[n]}.

Serd o sistema linear?
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Exemplo 1.20

Considere um sistema S cujo sinal de entrada x[n] e sinal de saida
y[n] estdo relacionados por

Serd o sistema linear?
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Introducao

Neste capitulo iremos considerar somente sistemas lineares,
invariantes no tempo (SLITs), que sdo os mais importantes na
pratica, principalmente devido a propriedade de sobreposicao ja
apresentada. Como consequéncia deste principio, se pudermos
representar um sinal de entrada de um SLIT como uma
combinacdo linear de sinais basicos, podemos ent3o calcular o sinal
de saida do sistema em termos das respostas a estes sinais bdsicos.
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2.1 Sistemas discretos. Convolucdo discreta. Resposta ao

impulso

Comecamos por realcar a possibilidade de expressar um sinal
qualquer discreto através da soma ponderada de impulsos discretos,

+oo

x[n]= Y x[k] 6[n— K]

k=—o00



Consideremos o sinal x[n]: l xin]
0

MEEREEY
3-2 1ll

T cee
7 l, % 1 4 n
Notemos que:

4—u5m+1p:{4_”’ n=-1

0, n# -1
-3¢

xmém—u:{fu nljl



Exemplo - continuacao

x[-1]3n + 1)
1
e -
...430101?3 n
{c)
x[0] 8{n}
e
4-3-2-1 0 1 2 3 4 n
(@)
x[1]5{n-1]
3-2-1 01 2 3 4 n
x[2] 8[n-2)
2
e erwre St
4-3-2-1 0 1 34 n
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Exemplo - conclusao

Por conseguinte, a soma das cinco sequéncias na figura anterior é
igual ao sinal x[n], para —2 < n < 2. De um modo mais geral,
podemos escrever

x[n] = - +x[=3]0[n + 3] + x[—2]6[n + 2] + x[-1]d[n + 1] + x[0]d[n]+
+ x[1]6[n — 1] + x[2]6[n — 2] + x[3]6[n — 3] + - - -
Para qualquer valor de n, apenas um dos termos no segundo

membro da equagdo anterior é n3o nulo. Podemos, ent3o, escrever
a soma anterior na forma

“+oo

x[nl= " x[k] 6[n - K]

k=—00
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Observacao

A equacdo
+00

xinl= > x[K] 8[n— K] (1)
k=—o0
corresponde a representacdo de uma sequéncia arbitraria como
uma combinagdo linear de impulsos unitarios deslocados d[n — k],
onde os pesos nesta combinac¢3o linear sdo x[k].

A equagdo (1) é chamada propriedade da filtragem do impulso
unitdrio em tempo discreto.
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2.1 Sistemas discretos. Convolucdo discreta. Resposta ao

impulso

Suponhamos agora um sistema linear tal que a saida para um sinal
impulso unitario centrado em n = k é conhecida e vale hi[n], isto
él

x[n] = d0[n — k] — ’ sistema linear ‘ — y[n] = hg[n].

Sendo o sistema linear é valido o principio da sobreposicdo linear e,
multiplicando por um nimero qualquer x|[k|, vem

x[k] 6[n— k] — | sistema linear | — x[k] hy[n]

e combinando linearmente infinitos sinais de entrada deste tipo vem

+00 +oo
x[nl = " x[k] 6[n—K] —> [ sisttinar | — y[n] = Y x[k] hy[n]
k=—0o0 k=—0o0



Observacao

De acordo com a equacgado

+o0o

ylnl =Y x[K] hulr]

k=—o00

se soubermos a resposta de um sistema linear a um conjunto de
impulsos unitdrios deslocados, podemos construir a resposta de
uma entrada arbitraria.
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2.1 Continuacao

Se o sistema, além de linear, for invariante no tempo, ent3o a
resposta a um impulso desviado no tempo a entrada serd igual a
resposta do impulso original (ndo desviado) mas igualmente
desviada no tempo.

Assim, se h[n] for a resposta ao impulso unitdrio d[n], entdo
h[n — k] serd a resposta ao impulso unitario desviado [n — k].
Consequentemente, para sistemas lineares e invariantes no tempo

tem-se
—+00

ylnl = x[k] hln — K]

k=—o00

a chamada férmula de convolugao discreta. O segundo membro
da igualdade anterior chama-se convolugdo das sequéncias x[n]
e h[n].
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2.1 Continuacao

Em geral, iremos representar a operacdo de convolucdo
simbolicamente por
x[n] * h[n] = y[n].

Em suma
+00 oo

x[nl = > x[k] 6[n—K] — — y[nl = Y x[k] h[n—K]
k=—0oc0 k=—o0

@ Um SLIT é completamente caracterizado pela sua resposta ao
impulso unitdrio.
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Exemplo de ilustracao

O sinal x[n] é aplicado como uma entrada de uma sistema linear
cujas respostas h_1[n]; ho[n] e h1[n] aos sinais d[n + 1]; d[n] e
d[n — 1] estdo ilustradas nas figuras:

x[n}
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Exemplo de ilustracdo - continuacao

Uma vez que x[n] pode ser escrito como uma combinag&o linear de
d[n+ 1], 8[n] e §[n — 1], o principio da sobreposicdo permite-nos
escrever a resposta a x[n] como uma combinag¢3o linear das
respostas individuais aos impulsos deslocados.
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Exemplo de ilustracdo - continuacao

x(0] 3[n]

x[1] 3[n—1]
0 n

(©

X[=1]h_;[n]

e

X[0] holn]

s

X{1] hy[n]
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Exemplo de ilustracdo - conclusao

x{n] yin]
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Exemplo 2.1

Consideremos um SLIT tal que a resposta ao impulso d[n] é

1 =0,1,2
h[n] — { 7 n ) )
0, c.c.

e seja x|[n] o sinal de entrada dado por

x[n] = x[0] 8[n — 0] + x[1] 6[n — 1]

onde
05 n=0
x[nj=4¢2, n=1
0, o.c

Escreva, justificando, a expressdo da resposta a x[n].
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Exemplo 2.2

Outra forma de resolver o exercicio anterior.
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Exemplo 2.3

Sejam o sinal de entrada, x[n], e a resposta ao impulso unitério,
h[n], definidos por

x[n] =a"u[n], com 0<a<1

h[n] = u[n].

Determine a resposta y|[n].
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Exemplo 2.4

Consideremos as duas sequéncias

" 0<n<6
h[n]:{a’ == , coma>1
0, c.c.

Determine a resposta y[n].
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Exemplo 2.5

Considere um SLIT com sinal de entrada x|[n] e resposta h[n] ao
impulso unitario definidos por

x[n] = 2" u[—n]

h[n] = u[n].

Determine a resposta y|[n].
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§ 2.2 Sistemas continuos. Convolucdo continua. Resposta

ao impulso

No caso continuo, o argumento bdsico é o mesmo do utilizado nos
sistemas discretos: sendo sistemas lineares, e podendo
representar-se qualquer sinal de entrada por uma sobreposicdo de
impulsos unitdrios, o conhecimento da resposta do sistema linear a
um impulso unitario leva, por sobreposicao, ao conhecimento da
resposta a qualquer sinal de entrada.

Comecemos pela representacdo de um sinal qualquer de entrada
em termos de impulsos unitarios, a semelhanca do que foi feito
para o caso discreto.
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2.2. Continuacao

Baseados em conceitos basicos do calculo diferencial e integral,
passamos directamente para os resultados do caso continuo,
partindo dos correspondentes resultados do caso discreto. Assim,

caso discreto

d[n — K]
x[n] = k2 o x[K10[n — K]
uln] = Y34 0ln — K]

yln] = 32427 o x[K1h[n — K]

caso continuo

St —71)
f+oo o(t —7)dT
u(t) = [;"o(t — 7)dT

y(t) = [T x(r)h(t — T)dT
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2.2. Continuacao

A equacgdo

@ é conhecida por integral de convolucao;

@ A convolugdo de dois sinais x(t) e h(t) sera representada por
x(t) * h(t).

Este integral representard, por sobreposicdo, a resposta do SLIT ao
sinal de entrada x(t), dada a sua resposta h(t) ao impulso unitario
d(t), sendo necesséario que o sistema seja temporalmente invariante
para que a resposta a §(t — 7) seja h(t — 7).

23 /67



Exemplo 2.6

Seja x(t) um sinal de entrada de um SLIT com resposta h(t) ao
impulso unitdrio, sendo

Determine a resposta a x(t).
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Exemplo 2.7

Seja x(t) um sinal de entrada de um SLIT com resposta h(t) ao

impulso unitério, sendo

Determine a resposta a x(t).

O<t<T

C.C.

O0<t<2T

C.C.
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Exemplo 2.8

Seja x(t) um sinal de entrada de um SLIT com resposta h(t) ao
impulso unitdrio, sendo

Determine a resposta a x(t).
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§ 2.3 Propriedades dos SLITs e suas relagdes com a

convolucao e a resposta ao impulso

J4 sabemos que um SLIT é completamente caracterizado pela sua
resposta ao impulso unitario, sendo:

@ Para sistemas discretos

+o0

ylnl = > x[k] hin — k] = x[n] * hn]

k=—00

@ Para sistemas continuos

+oo
y(t) :/ «(7) h(t — 7)dr = x(£) * h(t)

—00

onde h[n] e h(t) sdo as respostas ao impulso unitario, no caso
discreto e no caso continuo, respectivamente, enquanto que x[n] e

x(t) sdo os sinais de entrada.
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Exemplo 2.9

Convém salientar que sé os SLITs sdo completamente
caracterizados pela resposta ao impulso unitéario.
Vejamos o seguinte exemplo:

@ Consideremos um sistema de tempo discreto com resposta

h[n] ao impulso unitario definida por

1, n=0,1

h[n] =
7] 0, c.c.

e analisemos as situagGes em que o sistema é linear e invariante no
tempo e quando o sistema n3o é linear.
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1. Propriedade comutativa

a) Para SLITs tempo discreto

“+oo

ylnl = x[n] = hin] = Y x[k] h[n — k] =

k=—o00

+oo
= hln]«x[n] = > h[k] x[n— K]

k=—00

b)Para SLITs tempo continuo
+oo
y(t):x(t)*h(t):/_ x(1) h(t — 7)dT =
+oo
— h(t)  x(t) :/_ h(r) x(t — 7)dr



2. Propriedade distributiva

a) Para SLITs em tempo discreto

ylnl = xn] * (maln] + haln]) = xn] * hu[n] + x[n] * o[l

b) Para SLITs em tempo continuo

Y(8) = x(1) * (ha () + ha(£)) = x(£) * hu(e) + x(£) * ha(2)
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Observacao

Em consequéncia das propriedades comutativa e distributiva
teremos a “distributividade a esquerda” para os sinais de entrada:

a) Para SLITs em tempo discreto

(x1[n] + x2[n]) * h[n] = x1[n] * h[n] + x2[n] * h[n]

b) Para SLITs em tempo continuo

(x1(t) + x2(t)) * h(t) = x1(t) * h(t) + x2(t) * h(t)
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Exemplo 2.10

@ O exemplo que se segue mostra que a propriedade distributiva
da convolugdo pode servir para decompor uma convolugdo
complicada noutras mais simples:

Seja y[n] a convolugdo das seguintes sequéncias:

«[n] = (;) uln] +2"u[—n]

h[n] = u[n].

Determine y[n].
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3. Propriedade associativa

a) Para SLITs em tempo discreto

x[n] * (hi[n] * ha[n]) = (x[n] * hi[n]) * ha[n]

b) Para SLITs em tempo continuo

x(t) * [h1(t) * ha(t)] = [x(t) * h1(t)] * h2(t)
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Observacao

Em consequéncia da propriedade associativa, os paréntesis s3o
dispensaveis, podendo-se escrever:

a)Para SLITs em tempo discreto

y[nl = x[n] * h1[n] + ha[n]

b)Para SLITs em tempo continuo

y(8) = x(t) * h1(t) * ho(t)
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4. SLITs com e sem memoria

Como sabemos, um sistema diz-se sem memgdria se a saida em
qualquer dos instantes (n ou t) s6 depender do valor do sinal de
entrada nesse instante. Ora, para SLITs, da equacio

“+00

ylnl =Y~ x[K] hn — k] = x[n] = h[n]

k=—o00
concluimos que, para sistemas sem memdria, para os quais y[n] sé
pode depender de x[n], devera ter-se
h[n] =0, para n#0.
Neste caso, a resposta ao impulso tem a forma h[n] = K §[n],

onde K = h[0] é uma constante e a soma convolugdo reduz-se a

+oo
ylnl= > x[kl K d[n— K] = x[n] K = K x[n]

k=—o00
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Observacao

Contrariamente, se h[n] # Kd[n], entdo o SLIT terd memodria,
como no exemplo 2.9, onde

1, n=0,1

ln] = {0 c.c.
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4. SLITs com e sem memdria - continuacdo

De forma semelhante, podemos deduzir propriedades para sistemas
em tempo continuo com ou sem meméria. Em particular, um SLIT
serd sem memoria se h(t) = 0 para t # 0 e para tal sistema tem-se

y(t) = K x(t)
para alguma constante K e tem resposta ao impulso unitario

h(t) = K 6(t).

@ O SLIT serd com meméria se h(t) # K o(t).
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Observacao

Se, em particular, nas expressdes h(t) = K §(t) e h[n] = K d[n],
considerarmos K = 1, ent3o

+oo
o y[n] =x[n]xd[n] = > x[k] 6[n — k] = x[n].
k=—oc0
+oo
o y(t) = x(t) + 5(t) = / «(7) 8(t — 7)dr = x(1).

e os sinais de saida sdo idénticos aos sinais de entrada (neste caso,
os sistemas anteriores sdo os sistemas identidade).
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5. SLITs invertiveis

Como j3 foi referido, para um SLIT invertivel existird um SLIT

inverso tal que

“ e M (]

Se a resposta ao impulso unitario do SLIT for h(t), entdo a do

SLIT—! sera hy(t) tal que

h(t) = hi(t) = (t).

Sistema identidade

x(t)—

o(t)

—x(t)

e Para tempos discretos sera h[n] x hi[n] = d[n].
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Exemplo 2.11

Considere o SLIT com entrada x(t), saida y(t), sendo

y(8) = x(t — to).

Averigue se se trata de um sistema com ou sem memdria.
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Exemplo 2.12

Considere o SLIT com resposta h[n] = u[n] ao impulso unitdrio.
Serd este sistema invertivel? Em caso afirmativo, determine o
sistema inverso.
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6. Causalidade

Se um sistema é causal, ent3o o sinal de saida s6 poderd depender,
para cada instante de tempo (t ou n) dos valores do sinal de
entrada nesse mesmo instante ou em instantes anteriores.

Assim, para um sistema em tempo discreto, a causalidade implica
que y[n] ndo poderd depender de x[k]| para k > n. Ora, como

“+oo
y[n] = Z x[k] h[n — k], para SLIT,
k=—00

concluimos que terd de ser h[n — k] = 0 para k > n, ou seja

causalidade em SLITs = h[n] =0 para n <O0.
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6. Causalidade - continuacao

Tem-se entdo para SLITs causais

n

ylnl= Y x[k] hln—&].

k=—00
Aplicando a propriedade comutativa, tem-se
n 0
ylnl = x{n] % hlnllken = Y x[k] Aln— Kkl = > x[n— 4] h(] =
k=—00 {=+o00

+o0 T
=> hll x[n— €= hlk] x[n — k] = y[n],
=0 k=0

ou seja,
n 400
ylnl= )" x[k] hin— k] =) h[k] x[n — k]
k=—o00 k=0

para SLITs, em tempo discreto.
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6. Causalidade - continuacao

Para sistemas em tempo continuo, vird h(t) =0, para t <0, e
portanto de

tem-se

y(t) = / x(1) h(t — 7)dT.

— 00

Efectuando uma mudanca de varidvel, o =t — 7, vem

0 +o00
y(t):/ x(t— o) h(a)(—da):/o h(o) x(t — 0)do

+oo

para SLITs causais, em tempo continuo.
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7. Estabilidade

Num sistema estavel qualquer entrada limitada produz uma saida
também limitada. Ora, uma entrada é limitada se,

Ix[n]] < B, V¥n (com Be&R").

Para a respectiva saida, temos

+o0 o
Il =| > xklhln—Kl|=| > hikl x[n— k]| <
k=—o0 k=—o0

+o00 400 +o0
< S Kl X - Kl < Y hKIB=8 > [hlK]L.

k=—o00 k=—00 k=—00

Entdo |y[n]| serd limitado sse >/ _|h[k]| < oc (isto &, se a
resposta ao impulso é absolutamente somavel) e daqui o SLIT sera
estavel.
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7. Estabilidade - Continuacao

Para tempo continuo, sendo |x(t)| < B, para todo o t, tem-se

|y<t)r=\/_:°x() — |/+°° “(t - 7)dr| <
s/+°o|()|rx(tf)|df</ h()| B dr =

— 0 —00

- B/+O°|h(7)|d7

—0o0

pelo que |y(t)| serd limitado e o sistema serd estavel sse
+o00
/ |h(T)|dT < o0,
J =00
ou seja se h(t) for absolutamente integravel.
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Exemplo 2.13

Verifique se é estavel o sistema definido por:
a) um desvio temporal em tempo discreto;
b) um desvio temporal em tempo continuo;
c) um acumulador em tempo discreto;

d) um integrador.
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8. Resposta de um SLIT ao degrau unitario ou escaldo -

Introducao

Para além da caracterizagdo de um SLIT pela sua resposta h[n]
(ou h(t)) ao impulso unitédrio d[n] (ou (t)), também é dtil
caracterizar um SLIT pela sua resposta s[n] (ou s(t)) ao degrau
unitdrio u[n] (ou u(t)).
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8. Resposta de um SLIT ao degrau unitario

e Em tempo discreto, qual ¢ a relagdo existente entre s[n] e
h[n]?
Ora, a partir da representacdo da convolugdo discreta,
y[n] = x[n] * h[n],
e em particular,
s[n] = u[n] * h[n] = h[n] *x u[n] (comutatividade),

por conseguinte, s[n] também é a resposta a entrada h[n] de um
SLIT cuja resposta ao impulso unitario é o escaldo u[n].

No Exemplo 2.12, vimos que u[n] é a resposta ao impulso unitario
do acumulador, e portanto a saida correspondente a entrada

x[n] = h[n] serd
sln]= > hk].

k=—00
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8. Resposta de um SLIT ao degrau unitario - Continuacao

Entao, B
S[n_l]: Z h[k]v
k=—o0
pelo que
n n—1
sln] —sln—11= > hlk]— > _ h[k] = h[n].
k=—oc0 k=—00

Concluimos que, sabendo a resposta h[n] ao impulso unitério,
também sabemos a resposta s[n] ao escaldo:
n
s} = hlk],
k=—00
e, inversamente, sabendo a resposta s[n] ao escaldo, também
sabemos h[n], a resposta ao impulso unitério,

h[n] = s[n] — s[n —1].
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De forma semelhante, em tempo continuo,
s(t) = u(t) = h(t) = h(t) * u(t) (integrador).

Mas ent3o, s(t) é a resposta deste integrador a entrada h(t), ou
seja,

Consequentemente, também para sistemas continuos, conhecendo
h(t) fica-se a saber s(t) e inversamente, ja que

d s(t)

2 = 5(1) = h(),

por derivacdo directa.

8. Resposta de um SLIT ao degrau unitario - Continuacao
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2.4 Representacao de SLITs por equacdes diferenciais e

equacoes as diferencas

Os sistemas de tempo continuo que podem ser descritos por
equacdes diferenciais ordinarias (EDQO's) e os sistemas de tempo
discreto que podem ser descritos por equacdes as diferencas sdo
particularmente importantes na pratica. No capitulo anterior
contemplaram-se alguns exemplos.

Iremos considerar, em ambos os casos, equacdes de coeficientes
constantes. Comecemos pelo caso continuo.
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1. Equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes

Ja vimos um exemplo de um fenémeno descrito por uma EDO de
coeficientes constantes,

m d‘;(tt) = f(t) — p v(t)

para a velocidade v(t) de um carro sujeito a uma forga aplicada
f(t) e uma forca de atrito p v(t). Esta equagdo é da forma geral

d y(t)
dt

+ay(t) = bx(t)

a qual estabelece uma dependéncia implicita entre o sinal de
entrada x(t) e o sinal de saida y(t).

Para termos a relacdo explicita entre x(t) e y(t) é necessario
resolver aquela EDO e impdr condigdes iniciais (aqui sé uma), ou
em geral, algumas condi¢bes auxiliares.
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Exemplo 2.14

Considere a EDO

dy(t)
—_ 2 t) = t
L2 () = x(0)
com o sinal de entrada
x(t) = Ke® u(t), KeR.

Determine y(t).
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Generalizacao

O caso deste exemplo é generalizavel para sistemas representados
por EDO’s de ordem superior, da forma

N
kz::O k dtk Zbk dtk

@ Se N =0, tem-se

e a saida y(t) é uma fungdo explicita da entrada x(t), j& ndo
necessitando de condicdes auxiliares.
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Generalizacdo - continuacao

@ Para N > 1 em geral, iremos supbr que as condi¢Ges auxiliares
traduzem o repouso do sistema até um instante inicial t = tg
de forma que

dy (¢ dN-1y (¢
y(to) = y(gtO):m:d)t/(O):O

(em geral fazemos ty = 0). O SLIT serd assim causal.
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2. Equacdes as diferencas lineares e de coeficientes

constantes

Para tempos discretos, a equacdo as diferencas que corresponde
aquela EDO de ordem N sera

N M
d akyln—K=> b xin—K
k=0 k=0

cuja solugdo geral y[n] serd também dada pela soma da solugdo
geral yp[n] da equagdo homogénea, com uma solugdo particular
yp[n] da equagdo ndo homogénea, isto é:

y[n] = yaln] + yp[n].
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2. Equacdes as diferencas lineares e de coeficientes

constantes - continuacao

@ Relativamente a equagdo homogénea:
N
Zaky[n_ k] = 07
k=0

a sua solugdo yp[n] serd a resposta do sistema em “regime livre”.

As condicdes auxiliares continuam a ser, em geral, a do repouso
inicial:

x[n]=0, n<ng — y[n]=0, n<ng
de forma que o sistema serd um SLIT e causal.
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2. - Continuacao

Uma maneira de resolver aquelas equacgdes as diferencas é
semelhante a da resolucdo de EDQO’s, mas vamos considerar aqui
uma resoluc3do recursiva, escrevendo

N

M
ay[n—01+> aryln—kl=> bexln—k =
k=1 k=0

L N
= )/[”]:afo (kZ_Oka[”_k]_;akY[n_k]>

uma relacdo recursiva que torna evidente que o conhecimento de
y[n—=1],y[n—2],--- ,y[n— N] - as condigBes auxiliares -

permitird obter y[n]. Claro que a, bx e x[n] sdo dados!
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2. - Continuacao

Mais precisamente, podemos comegar por calcular y[0] a partir do
conhecimento de y[—N], y[-N +1], ---, y[—1] e a partir destes e
de y[0], determinar y[1], e assim sucessivamente.

@ Se N =0, a equacdo simplifica consideravelmente

1 M - M
Y[n]—aOkz;)bkx[n—k]—Z<ao) x[n — k|

k=0

que ja n3o é recursiva, mas sim explicita, sem necessitar de
condicdes auxiliares.
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2. - Continuacao

Na realidade, serd facil calcular h[n] para o sistema acima
representado, quando N = 0. De facto,

M M
y[n]_z<sg> x[n—k — h[n]_zzgé[n—k]

k=0
= h[n] =

que € uma resposta (ao impulso unitario) de duragdo finita. Diz-se
que este é um sistema de resposta finita ao impulso.
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Exemplo 2.15

Considere a equacdo as diferencas

vl — 5 yln— 1] =[]

Determine a resposta ao impulso unitario.
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3. Representacao, por diagramas de blocos, de sistemas

descritos por equacoes diferenciais e equacoes as
diferencas, de 1° ordem

E extremamente (til representar SLITs por diagramas de blocos,
até com vista a sua implementacdo em hardware. Aqui vamos
tratar somente de SLIT's descritos por equa¢des de 12 ordem,
comecando por definir elementos basicos dos diagramas para o
caso do tempo discreto:

i) somador

Xz[n]

x4[n] _>®_> x4[n] + x[n]
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3. Representacao, por diagramas de blocos, de sistemas

descritos por equacoes diferenciais e equacoes as
diferencas, de 1° ordem - continuac3do

i) multiplicador por um coeficiente a

x[n] ax[n]

iii) atraso unitdrio

x[n] D x[n—1]
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3. - Continuacao

Seja, por exemplo, o sistema
yln|+ayln—1=bx[n] < y[n]=—-ay[n—1]+ b x[n].
Este sistema serd representdvel pelo diagrama de blocos

b
xin] O 1 vin]

yln—1]

Note-se que para esta “mdquina” comecar a funcionar -
recursivamente, através da realimentacdo - serd necessario que o
bloco do atraso unitario comece por conter, em memoria, um valor
inicial para y[n], que sera zero para a situagdo de repouso inicial.
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3. - Continuacao

Para sistemas em tempo continuo, os elementos basicos dos
diagramas sao:

i) somador

xm__»@——r x1(t) + Xa(t)

i) multiplicador por um coeficiente a

x(t) % ax(t)

iii) diferenciador
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3. - Continuacao

Seja, por exemplo, o sistema dado pela EDO

d y(t)
dt

| =
Q.
<
—~
~
N—r

tay)=bx(t) & y(B)=-:
O diagrama de blocos é:

bla
x(t) Cﬁ l v

1/a dy(t)

Na pratica, os diferenciadores sao pouco Uteis devido a sua
pequena precisdo e sensibilidade ao ruido, sendo preferidos os
integradores.
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Revisao de alguns resultados do capitulo anterior

i) Tempo discreto

a) Representagdo de um sinal x[n] como sobreposi¢do linear de
funcdes de base, impulsos unitarios:

+oo

x[n]= " x[k] 6[n— K].

k=—00

b) Representacdo de um sinal de saida y[n] como sobreposi¢do
linear de fun¢des de resposta do SLIT, ao impulso unitario:

+oo

ylnl = > x[k] hin— k] = x[n] * h[n]

k=—00

)
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Revisao de alguns resultados do capitulo anterior

i) Tempo continuo

a) Representagdo de um sinal x(t) como sobreposicdo linear de
funcdes de base, impulsos unitarios:

x(t) = / ) (e — 1) d.

—0o0

b) Representa¢do de um sinal de saida y(t) como sobreposi¢do
linear de fungdes de resposta do SLIT, ao impulso unitario:

+o0
y(t) :/ «() h(t — 7) d7 = x(£) * h(t)

—0o0



Observacao

Em qualquer um dos casos temos sinais basicos (aqui impulsos
unitrios) com os quais podemos exprimir um sinal qualquer (x[n],
x(t)), bem como outros sinais basicos (h[n], h(t)) de resposta dos
sistemas aqueles primeiros sinais basicos.



Resposta de SLITs a exponenciais

Assim, os sinais bdsicos que se deverdao usar como base para
exprimir sinais genéricos devem possuir as seguintes propriedades:

@ O conjunto de sinais basicos serd capaz de permitir a
construcdo de uma vasta familia de sinais lteis.

@ A resposta de um SLIT a cada um dos sinais basicos deve ser
suficientemente simples para permitir uma representacdo da
resposta do SLIT a qualquer outro sinal genérico construido
como uma combinac3o linear dos sinais bdsicos.

Ora, na andlise de Fourier, os sinais bdsicos que usamos s3o
exponenciais complexas da forma et para tempos continuos e
da forma z" para tempos discreto, com s e z nimeros complexos.



Resposta de SLITs a exponenciais - continuacao

No sentido de motivar para a andlise de Fourier, vamos comecar
pela propriedade 2.

o Propriedade 2 para exponenciais e e z"

O facto crucial é que a resposta de um SLIT a um sinal de entrada
exponencial, et e z", é a mesma exponencial multiplicada por uma
func3o caracteristica do sistema (a fun¢3o de transferéncia), de

modo que
=5 — H(s) et
— HE) 2

onde H(z) e H(s) sdo, em geral, fungdes complexas de variavel
complexa z ou s.
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Resposta de SLITs a exponenciais - continuacao

Diz-se que e e z" s3o fungdes préprias do SLIT, com valores
proprios H(s) e H(z), respectivamente. De facto, atendendo a
que

y(t) = /+oo x(7) h(t — 7) dr = x(£)  h(t) =

—0o0

“+o00

:h(t)*x(t):/ h(r) x(t — ) dr

—0o0

fazendo x(t) = e, tem-se

+00 +oo
sy = [ h) e dr—et [ hr) e dr = His) e,

—0 —00

+00
com H(s) = / h(r) e °" dr (convergente, por hipétese).

J =00



Resposta de SLITs a exponenciais - continuacao

Ou seja, como o sinal de saida

é igual ao produto do sinal de entrada x(t) por uma fungdo H(s)
independente do tempo, concluimos que

x(t) = e

é uma funcao prépria de qualquer SLIT, com valor préprio H(s).



Resposta de SLITs a exponenciais - continuacao

@ Para tempo discreto:

+oo

ylnl = > x[k] hin— k] = x[n] * h[n] =

k=—0o0
“+oo
= hn]« x[n] = > h[K] x[n — k].
k=—o00

Fazendo x[n] = z", tem-se

+oo +oo
ylnl= > hkz"*=2" " hlk] z7F = H(z) 2",

k=—00 k=—00

“+oo

com H(z) = > hl[k] z7%.

k=—00



Resposta de SLITs a exponenciais - continuacao

Consequentemente, as exponenciais complexas z” para SLITs em
tempo discreto s3o funcoes préprias destes sistemas, com valores
proprios H(z) independentes do tempo n.

Além disso, como os SLITs s3o lineares, se um sinal de entrada for

da forma

sit

x(t) = are™t + are®t + aze™!

em que
aje’t  —  a;H(s;) et i=1,2,3

ent3o, por sobreposicdo linear em SLITs, sabemos que

y(t) = a1H(s1)e™" + axH(sp)e™" + az3H(s3)e™!.
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Generalizacdo para tempo continuo e tempo discreto

e Para tempo continuo: Se x(t) = >, axe’" entdo

y(t) = Z akH(si) %!
K

e Para tempo discreto: Se x[n] =), axz] entdo

ylnl =" akH(sk) 2
k

Para SLITs, se o sinal de entrada é uma combinagdo linear de
exponenciais complexas, entdo o sinal de saida também serd uma
combinagdo linear das mesmas exponenciais, multiplicadas pelas
mesmas constantes a, e ainda pelas respectivas funcdes de
transferéncia, H(sx) e H(zx), para tempos continuo e discreto,
respectivamente.



Exemplo 3.1

Considere um SLIT tal que

y(t) = x(t =3)
Determine y(t) e H(s) para os sinais de entrada:

a) x(t) = &/2t.

b) x(t) = cos(4t) + cos(7t).
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Representacao em série de Fourier de sinais periédicos em

tempo continuo

1) Combinacéo linear de exponenciais complexas harménicas
Vimos que:
@ um sinal x(t) é periddico se existir pelo menos um T > 0 tal
que
x(t)=x(t+T), Vt.

@ O periodo fundamental de x(t) € o menor valor possivel, ndo
nulo, de T.

o A frequéncia (angular) fundamental wg = 2.
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1 ) Combinagio linear de exponenciais complexas

harmonicas - continuacao

@ Como exemplos de sinais periédicos, tem-se
x(t) = cos(wot), x(t) = e/t
Associado ao sinal exponencial hd um conjunto de fungdes
() = kot = H(F)t =0, 41,42,

que constituem uma familia de sinais harménicos entre si, por
definicdo. A frequéncia de cada um serd um miltiplo inteiro
da frequéncia fundamental wg, e o periodo minimo de cada
um serd uma fracgdo inteira do periodo T. Por outro lado, T
serd periodo de todos eles.
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1) Combinag3o linear de exponenciais complexas

harmonicas - continuacao

Pretende-se exprimir um sinal genérico x(t) como uma combinag¢&o
linear de exponenciais complexas harmonicas, na forma de uma
série de Fourier,

+00 +oo
x(t) = Z aelkwot — Z ake"k(z?ﬂ)t.
k=—o00 k=—o00

Novamente, T serd o periodo de x(t), inclusivamente para o termo
constante com k = 0.

@ Os termos com k = +1 e k = —1 constituem as primeiras
componentes harmoénicas ou harménicas fundamentais.

@ Os termos com k = +N e k = —N ser3o as harmdnicas de
N-ésima ordem.
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Exemplo 3.2

Considere o sinal periédico

+3 )
X(t) — Z aK ejk27rt

k=-3

(com frequéncia fundamental 27 e, portanto, com periodo
fundamental T = 1) onde

Escreva uma representagdo de x(t) em série trigonométrica.

16 /59



Observacao

Para sinais x(t) reais, é facil passar da representacdo de Fourier em
exponenciais complexas para a representacdo de Fourier em série
trigonométrica.
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Observacao

Temos portanto trés diferentes representacdes de Fourier de sinais
periddicos, de periodo fundamental T = i—g:

+oo ] +o0 -
x(t)= ) aeft= )" a7t
k=—00 k=—00
+o0
x(t) = ag + 2 Z agcos(kwot + 6y)
k=—00

“+o0o
x(t)=a0+2 ) [Bicos(kwot) — Cysen(kuwot)]

k=—00

sendo as duas Ultimas vélidas para sinais x(t) € R.
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2) Determinacdo da representacdo em série de Fourier de

um sinal periéddico em tempo continuo

Dado um sinal periédico x(t), o problema que agora se pde é o de
determinar a colec¢do de coeficientes a,. Para isso, usaremos a
propriedade da ortogonalidade entre as exponenciais complexas da
forma e/<«ot Temos

+oo

x(t)= > aefot

k=—00
+oo
X(t) efjnwot: Z ak ej(kfn)u.;ot:>

k=—o00

T ) +0<>
é/ x(t) e /™ot dt = ak [/ /lk=n w"tdt}
0

k—oo
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2) Determinacdo da representacdo em série de Fourier de

um sinal periddico em tempo continuo - continuacao
Ora, pela férmula de Euler

T T T
/ e (k=nwot gy / cos(k — n)wot dt —|—j/ sen(k — n)wot dt
0 0 0

i) Se n = k tem-se

T . T
/ e/ k—mwot gy / dt = T.
0 0
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2) Determinacdo da representacdo em série de Fourier de

um sinal periddico em tempo continuo - continuacao

ii) Se n # k entdo

T T
/ cos(k — n)wot dt = / cos(mwgt) dt =0,
0 0

uma vez que estamos a integrar o cosseno sobre um miltiplo
inteiro do seu periodo fundamental, %

2T 27
Mmwy=mM—=——|.
wo T T/m

Pela mesma razo, foT sen(k — n)wpt dt = 0.
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2) Determinacdo da representacdo em série de Fourier de

um sinal periddico em tempo continuo - continuacao

Em conclusio,

T T, k=
/ of (k=n)wot 4 ’ L T %6k n (ortogonalidade)
0 0, k#n 7

e, consequentemente,
—+oo

T .
/ x(t) e /Motdt = Z aT Sk n=T an

0

k=—oc0
donde
1 [T ,
a = T/o x(t) e Jkeotdt,
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Observacao

O resultado -
/ x(t) e I™otdt = T x 8k
0
mantém-se se o intervalo de integracdo for de um periodo T,

independentemente de ser ou nd3o em particular entre 0 e T.
Consequentemente, também é

1 .
% = /Tx(t) e Jkwot gt

sobre qualquer intervalo temporal T.
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Resumo

Em suma,
+oo ] +o0 o
x(t) = Z ake/kwot = Z akefk(?)t
k=—0o0 k=—00
com

1 . 1 o
T /Tx(t) e Sintdt = / x(t) e *(F)tar.

T

Em particular,

1
ap = T/Tx(t)dt,

a média de x(t) ao longo de um periodo. Concluimos que o
conhecimento do sinal x(t), periddico de periodo T, permite o
célculo de todos os coeficientes de Fourier ax, com k €] — 0o, +oc].
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Exemplo 3.3

Considere o sinal
x(t) = sen(wot)

cuja frequéncia fundamental é wy. Determine os coeficientes a, da
série de Fourier.
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Exemplo 3.4

Considere o sinal
x(t) =1+ sen(wot) + 2cos(wot) + cos (2wot + %)

cuja frequéncia fundamental é wy. Determine os coeficientes ay.
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Exemplo 3.5

Seja
1, Jt|< Ty

0, Ti<|t|<I,

uma onda quadrada com periodo T, cujo gréfico é

x(t)

<] SN

= R S i T 21
2

Calcule os coeficientes de Fourier ay.
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Graficos dos coeficientes Ta, para a onda quadrada com

periodo T

202| I i P

MMy o 4TI ISt SA Ta

1!””!“““ ST

(

LR R B

a) T:4T1 b) T:8T1 C) T:16T1
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Convergéncia das séries de Fourier

A representa¢do em série de Fourier de um sinal periddico x(t),
com periodo T = 27 /wg, é como vimos,

+o0
i 1 )
X(t) = Z ak /@t onde ag = ? [I—X(t) e Jkwot i

k=—0o0

Uma aproximacao a representacdo em série de exponenciais
complexas de um sinal x(t) serd dada por

+N
XN(t) = E a}e’kwot.
k=—N
Claro que, se a série de Fourier x(t) = ‘[;";OO ay e/kwot existir,

xn(t) ndo serd igual a x(t) e na verdade, podemos definir um erro
en(t) definido por:
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Convergéncia das séries de Fourier - continuacao

400 +N
en(t) = x(t) — xn(t) = Z ak elkwot _ Z aZejkwot
k=—o00 k=—N

e, como medida quantitativa deste erro, o critério que vamos usar
é a energia nele contida,

Ev— / len(t)2dt.
T

Ora, a partida, os coeficientes a, ndo teriam de ser iguais aos
correspondentes a, mas prova-se que os coeficientes aj que
minimizem Ep s3o precisamente os ay:

1 .
a, — ax = / x(t)e Skt gt
T Jr

Assim sendo, quando N — oo vem Ep — 0.
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Convergéncia das séries de Fourier - continuacao

Para além desta questdo da aproximacdo finita de uma série de
Fourier ha ainda a questdo da possibilidade de se poder expandir
um sinal x(t) em série de Fourier. De facto, existem sinais para os
quais nao é possivel determinar a sua correspondente série de
Fourier! Isto porque o integral que define os coeficientes a, podera
nao convergir, isto é, o valor obtido para alguns dos a, pode ser
0o. Além disso, mesmo que os coeficientes sejam todos finitos,
pode dar-se o caso da série de Fourier ndo convergir (para o sinal
original x(t)).

Para sinais continuos de derivadas continuas, estes problemas n3o
ocorrem, mas hd interesse em lidar também com sinais sem
derivada em alguns pontos, como por exemplo a onda quadrada do
exemplo anterior.
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Convergéncia das séries de Fourier - continuacao

Uma classe de sinais periddicos x(t) para os quais hd garantia de
existir uma correspondente série de Fourier, s3o aqueles para os
quais é finita a energia contida num periodo, isto &, sinais para os
quais

/ Ix(t)|?dt < oo,

-

com a garantia de que os coeficientes a, sdo todos finitos e ainda
Enx — 0, quando N — oc.

Isto é, definindo
—+o00

e(t) = x(t) = D ax &,

k=—0o0

/ le(£)Pdt = 0.
.

vem
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Convergéncia das séries de Fourier - continuacao

Convém realgar que a representatividade de um sinal x(t) por uma
série de Fourier n3o implica que seja

+oo
x(t)= Y aft v,

k=—o00

o que implica é que a energia, contida num periodo, da diferenca
entre os dois seja nula,

[ letopae= |

+o0 2
x(t) — Z et dt = 0.

k=—00
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Convergéncia das séries de Fourier - continuacao

Esta condicdo é verificada na pratica, para a generalidade dos
sinais de interesse, que contém, logo a partida, uma energia finita
em cada intervalo de um periodo. O anulamento da energia da sua
diferenca significa que, na pratica, o sinal e a sua série de Fourier
sdo indistinguiveis.

Por outro lado, as condi¢des do matemdtico P. L. Dirichlet para
este problema estabelecem os critérios de igualdade entre x(t) e a
sua série de Fourier nos pontos de continuidade de x(t), bem como
o valor para o qual converge a série de Fourier em cada eventual
ponto de descontinuidade de x(t), ao longo do eixo dos tt.

Temos entdo as condicGes de Dirichlet:
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Condicao 1 de Dirichlet

@ Sobre qualquer um periodo, o sinal x(t) terad de ser
absolutamente integravel, isto é,

/ |x(t)|dt < 0.
T
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Exemplo de um sinal que viola a condicdo 1 de Dirichlet

Um sinal periédico (com perido 1) que viola a condi¢do 1 de
Dirichlet é x(t) = % com 0 < t <1, cujo grafico é:

x(t)

+
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Condicao 2 de Dirichlet

@ Sobre qualquer intervalo finito do tempo t, o sinal x(t) é de
variacdo limitada, isto é, haverd necessariamente um nimero
ndo infinito de maximos e minimos ao longo de um periodo T
deste sinal.
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Exemplo de um sinal que viola a condicdo 2 de Dirichlet

Um sinal periédico (com perido 1) que viola a condi¢do 2 de
Dirichlet é x(t) = sen (%), com 0 < t < 1, cujo gréfico é:

x(t)
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Condicado 3 de Dirichlet

@ Em qualquer intervalo finito de t, s6 poder3do existir um
nimero finito de descontinuidades de x(t) e, além disso, cada
uma das eventuais descontinuidades sé podera ter um valor
finito.

39 /59



Exemplo de um sinal que viola a condi¢cdo 3 de Dirichlet
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Fendmeno de Gibbs

Josiah Willard Gibbs descobriu que, em pontos de descontinuidade
de x(t), a série de Fourier de x(t) apresenta oscilagdes, tanto mais
rapidas quanto maior o valor de N (em xp), mas sem que o valor
maximo da diferenca entre x(t) e a sua série de Fourier diminua.
No entanto, é verdade que a energia da diferenca entre x(t) e a
sua série de Fourier tende para zero com N — oo.
Consequentemente, ao reproduzir sinais com descontinuidades, é
importante usar grandes valores de N.
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llustracdo do fendmeno de Gibbs
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Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

continuo

Simbologia:

x(t) 25 2

Um sinal x(t) tanto é representdvel pela fungdo x(t) do tempo,
como pelo conjunto dos coeficientes a, da sua série de Fourier
(S.F.). Sabendo x(t) sabemos os coeficientes ax e inversamente.

Passamos ent3o as propriedades das séries de Fourier de sinais de
tempo continuo.
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1. Linearidade (para sinais com iguais periodos T)

Se
x(t) 25 ar e y(t) 25 b

entao
2(t)=Ax(t) +By(t) 25 co=Aa+Bby,

que se prova por aplicacdo directa das expressbes gerais de Fourier
para x(t) e para a,. A salientar que os sinais x(t), y(t) e,
portanto, z(t) tém o mesmo periodo fundamental T.
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2. Desvio temporal

Seja x(t) um sinal com periodo T. Ent3o y(t) = x(t — tp) terd o
mesmo periodo T e podemos escrever

“+oo
y(t): Z b ejkwot
k=—00
com 1
b, = T y(t)efjk‘”otdt — g kwot g,
T

Isto é, se x(t) 255 a4, entio x(t — to) 2y emikwnto 5y

Notar que

|bk| = ’e_jkwot(’ ak‘ = |ak|-
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3. Inversao temporal

Seja
+oo .
X(t) = Z Ak elkwot
k=—00
Ent3o, se
y(t) = X(_t)a
vem
oo . +o0 .
y(t) = x(—t) = Z a1 — .. = Z a_, efkwot,
k=—00 s

ou seja by = a_. Isto ¢,
S.F. S F

x(t) &= axy = x(—t) &= a_g.
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Inversdo temporal - continuacao

Uma consequéncia interessante da inversao temporal é que:

@ se x(t) é um sinal par (x(t) = x(—t)), entdo os seus
coeficientes de Fourier também s3o pares em k, isto é

Ak = d—k;

@ se x(t) é um sinal impar (x(t) = —x(—t)) entdo os seus
coeficientes de Fourier também s3ao impares em k, isto é
dy = —ad_k.
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4. Escalamento temporal

Se x(t) = 324> ax e/<0t entdo
+00 ]
x(at) = Z ay e/klawo)t,
k=—o0

com os mesmos coeficientes a,. De facto, notando que se « > 1 o
periodo diminui e a frequéncia aumenta, e inversamente se o < 1.
Teremos T — T/a, wp — awp €

1 .
by = —— t)e Jkowotyr — 5
g T/Oé /T/a y( )e 2

Portanto, apesar de a série de Fourier para y(t) = x(at) ser
diferente da série de Fourier para x(t), os respectivos coeficientes
mantém-se iguais.
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5. Multiplicacao

Supondo que x(t) e y(t) sdo periédicos com periodo T e que

x(t) <S—F> ak
€ S.F
y(t) — bk
entao
“+00
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6. Conjugacao complexa e simetrias da conjugacao

Se x(t) 255 a4, entdo x*(t) 25 a*,.

Corolarios:
(i) Se x(t) € R, entdo a, = a* , e portanto, também é

|lak| = |aZi| = a—kl-
Em particular, ap = ag, logo ag € R.

(ii) Se x(t) é real e par, entdo ax = a_, concluindo-se também
que
ak=a,=ax < ax=ap=a,

pelo que os coeficientes a;, também serdo reais e pares em k.
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6. Conjugacao complexa e simetrias da conjugacao -

continuacao

(iii) Se x(t) é real e impar, entdo ax = —ax, concluindo-se também
que

ay=-—a_y,=a, & a=-—a,=—a_,

e os coeficientes a, sdo impares em k e imaginarios puros. Em
particular, se x(t) € R e impar, entdo

30:0.
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7. Relacao de Parseval para sinais peridédicos em tempo

continuo ( “teorema de Pitdgoras a infinitas dimensdes”)

o0

1
7 [ opde= 30 el

k=—00

onde a, sdo os coeficientes da série de Fourier de x(t) e T é o
periodo do sinal.

Significado:
° / x(t)|?dt representa a energia contida num periodo do
sizal;
1 2 4 A - . .
° T/T |x(t)|“dt é a poténcia média do sinal, num periodo T
(ou em qualquer niimero inteiro de periodos).
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7. Relacao de Parseval para sinais peridédicos em tempo

continuo ( “teorema de Pitdgoras a infinitas dimensdes”)

Além disso, a poténcia média contida na k—ésima harmonica é

1 / jkwot |2 1 2 21 2
— |ake’ “Wotledt = — ai|dt = ak| — dt = |ak .
T T ’ T T’ ‘ ‘ T T ‘

Ent3o a relagdo (1) significa que a poténcia média sobre um
periodo é igual a soma das poténcias médias de todas as suas
componentes harménicas.
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Exemplo 3.6

Consideremos uma outra “onda quadrada” g(t) da forma

glt)

ol

com um periodo fundamental T = 4. Determine a representacio
em série de Fourier de g(t) recorrendo aos resultados obtidos no
Exemplo 3.5.
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8. Diferenciacao e integracao

e 8 a) Diferenciagao

Se
X(t) SHF ak

entao

S.F. .
& jkwo X ag.
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8. Diferenciacao e integracao - continuacao

e 8 b) Integracao
Se

ent3o

t 1
/ x(1) dt 2F (jkw0> ak

N————

(valor finito e periédico apenas se ag=0)
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Exemplo 3.7

Consideremos a onda triangular x(t) com periodo T =4 e
frequéncia fundamental wp = 5 cujo grafico é

x(t)

Determine os coeficientes de Fourier sabendo que a derivada deste
sinal é o sinal do Exemplo 3.6.
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Exemplo 3.8

Consideremos uma sequéncia de impulsos unitarios, repetidos
periodicamente, com periodo T - o chamado “pente de Dirac”:

+o0
p(t)= > &(t—KT).

k=—00

Determine os coeficientes de Fourier.
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Exemplo 3.9

Seja o sinal x(t) tal que:
QO x(t)eR

@ x(t) é periédico com periodo T = 4 e tem coeficientes da
série de Fourier a,

@ os coeficientes ay sdo tais que ax = 0 para |k| > 1

Q o sinal com coeficientes de Fourier by = e Jk ”/Qa_k é impar
1 2. 1

0 ; [, Ix(t)%dt = 3.

De que sinal se trata?
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Representacao em série de Fourier de sinais periédicos em

tempo discreto

Passamos agora as séries de Fourier de sinais periddicos em tempo
discreto,
x[n] = x[n+ NI].

@ A maior diferenca é que agora a série de Fourier ird conter um
nimero finito de termos.



1. Combinacdes lineares de exponenciais complexas

harmodnicas

Como sabemos um sinal de tempo discreto é periddico com
periodo N se
x[n] = x[n+ N]

sendo o periodo fundamental o menor valor (inteiro) de N que

verifica aquela igualdade e a frequéncia fundamental wy = %r

O sinal basico que nos interessa aqui é a exponencial complexa da
forma

pi[n] = efkwon = ejszW”, com k=0,+1,42,---

constituindo uma familia de harménicas, com frequéncias que sdo

multiplos inteiros da frequéncia fundamental wg = 2,\7



1. Combinacdes lineares de exponenciais complexas

harménicas - continuacao

No entanto, uma caracteristica essencial destas exponenciais
complexas em tempo discreto é que sé ha N que sdo diferentes
entre si. Por exemplo, ¢o[n] = ¢n[n], pois

doln] = 0N =0 =1 e

on[n] = NN = 27 — 1 (com n inteiro).

e também qbl[n] = (bNJrl[n]

o1[n] = &N = cos <2l\7;n) +J sen <2A7/rn> e

. - . o 2 2
dngln] = SNFITN = 2mei TN = cos (/\7;”) +j sen </\7/r”>



1. Combinacdes lineares de exponenciais complexas

harménicas - continuacao

Em geral,
bx[n] = drsmln], com r inteiro.

Consequentemente, sé existirdo N exponenciais complexas
distintas em tempo discreto (em tempo continuo existiam
infinitas). Por exemplo, come¢ando com um valor concreto kg de
k, as exponenciais complexas (em nimero N)

(bko [n]7 ¢ko+1[n]7 ¢ko+2[n]7 T ¢ko+N*1[n]

formam um conjunto de elementos distintos (¢x,+n[n] ja serd igual
a ¢y, [n]), tal como

¢k0 [n]7 ¢ko—1[n]7 ¢ko—2[n]7 e gbko—N-i—l[”]‘

(¢ko—n[n] ja serd igual a ¢y, [n] - provel!).



1. Combinacdes lineares de exponenciais complexas

harménicas - continuacao

Em resultado desta repeticio, combinacées lineares de
exponenciais complexas em tempo discreto do tipo

X[n] =Y ak duln] =D ax = "ay NS
k k k

sé irao conter N termos, ja que termos adicionais seriam idénticos
a outros ja presentes e sé iriam modificar o valor dos respectivos
coeficientes ay.



1. Combinacdes lineares de exponenciais complexas

harménicas - continuacao

Indicamos a existéncia de um ndmero finito N de exponenciais
complexas naquela sobreposicdo linear escrevendo

x[n] = Z ak k[n] = Z ay F0n = Z a W (S.F.)
k=<N> k=<N> k=<N>

O valor inicial de k é indiferente, o que é necessério é que sejam
percorridos um total de N indices distintos, por exemplo:

k=0,1,2,--- ,N—1 (N termos)

k=3,45--- N+2 (N termos)
k=-51,-50,-49,..- ,N — 52 (N termos)



2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto

Passamos agora ao estudo da possibilidade de representar um sinal
x[n] tal que
x[n] = x[n+ N]

em série de Fourier da forma

xinj= 3 aekin

k=<N>

e a determinacdo dos coeficientes.



2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

Conhecemos x[n], nomeadamente sobre um periodo desde n =0 a
n= N —1, e queremos calcular os N coeficientes a,. Uma maneira
de o fazer seria estabelecer N equag¢des algébricas para obter os N
valores dos coeficientes ay, fazendo

Xm]:: E: dg

k=<N>

X[].] = Z dk ejkzﬁl

k=<N>

x[N—-1] = Z ax KT (N-D)

k=<N>

mostrando que as /N equag¢bes sdo linearmente independentes e de
onde se obteria os N coeficientes ay.



2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

Em vez disso, seguimos uma via paralela a usada no caso continuo.
Para isso, é necessario o seguinte resultado preliminar:

N, k=0, N, £2N, .-

Z ejk%'n _

n=<N> 0, restantes valores de k

10 /47



2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

Usando a expansao

= 3 a SN,

k=<N>
temos
X[n] e_jr(ZWW)" = Z EP ej(k_r)(%r)”
k=<N>
pelo que
S e G = N a0 30 JENE)
n=<N> k=<N> n=<N>

/

* Aplicar o resultado anterior.
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2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

E aqui que utilizamos o resultado anterior, para escrever

N, k—r=0, £N, £2N,- -

Z x[n] e (%) = Z ay X

n=<N> k=<N> 0, k—r=#0, £N, £2N,---

= Z akxN(Sk,r

k=<N>
=N a,

o que implica que
1 (2
=4 Z x[n] e (5 )n,
n=<N>
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2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

Ficam assim determinados os coeficientes a, da expansdo em série
de Fourier do sinal x[n]:

x[n] = Z ay effwon — Z a (5 )
k=<N> k=<N>
com

1 - (21)
=y Z x[n]eJkWO": E ax e (%)

n=<N> n=<N>

@ Os coeficientes ay sdo os coeficientes espectrais de x|[n].
Havera portanto N valores distintos para os coeficientes ay.
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2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao
Recordando que

ék[n] = dkarn[n], com r inteiro

tanto podemos escrever

x[n] = ao ¢o[n] + a1 ¢1[n] + -+ + an—1 pn—1[n]

como
x[n] = a1 ¢1[n] + a2 p2[n] + - - - + an dn[n],

ambos os somatdrios com N termos. Atendendo a que
ool[n] = dn[n] também se terd ap = ap.

Repetindo o argumento, concluimos que os coeficientes a, também
sao periédicos em k, com periodo N, dai ax = ain, tal como as
exponenciais ¢k[n].
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Exemplo 3.10

Considere o sinal em tempo discreto

x[n] = sen[won]

periddico, com periodo N se wg = %r Determine os coeficientes
dg.
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Exemplo 3.11

Considere o sinal de tempo discreto

[ =1+sen (27) n+3cos (25 ) ntcos Ty
X|n| = séen N n cos N n cos Nn 2,

periddico, com periodo N. Determine os coeficientes da expansdo
em série de Fourier de x|[n].
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Partes real e imagindria dos coeficientes do Exemplo 3.11

Re {a}
2N -N 0 N 2N k

Im (a,}

L e el A
It I Y R YR
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Magnitude e argumento dos coeficientes do Exemplo 3.11

1|| IMI IMr M |‘|

-2N -N 0 N 2N k
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Exemplo 3.12

Seja agora um sinal x[n] dado graficamente, com a forma de uma
onda quadrada:

-N -N, 0 N, N n

Determine os coeficientes da expansio da série de Fourier.
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Coeficientes S.F. para a onda quadrada do Ex. 3.12 -

Graficos de Nay para 2N; +1 =5 com a) N=10, b) N=20
e c) N=40

RRRRRNANRN

ottt st



2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

No estudo da convergéncia de séries de Fourier em tempo
continuo, fomos levados a considerar estas séries como o limite de
somas quando o nimero de termos tende para o infinito.
Observou-se, em particular, a ocorréncia do fenémeno de Gibbs.

Ora, em tempo discreto, s6 temos somas finitas, sobre um
intervalo de um periodo N:

x[n] = Z ak ejk(%)”,

k=<N>

expressdo esta que reproduz exactamente o sinal discreto x[n].
Vemos que, para essa exactiddo, é preciso um nimero finito de
coeficientes ay, ao passo que para sinais continuos é necessario um
nimero infinito de coeficientes.
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2. Representacao em série de Fourier de um sinal periddico

em tempo discreto - continuacao

Se, na representacdo de Fourier de um sinal discreto, tomarmos o
somatdrio sobre um nimero de termos inferior ao periodo N,
ficaremos com uma aproximac¢do a que chamamos

x[n].
Por exemplo, e tomando um periodo N como sendo impar, temos

M
= > a STIm

k=—M

com 2M + 1 termos, com 2M + 1 < N.
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Observacao

Notar que, para sinais em tempo discreto ndo ocorre o fenémeno
de Gibbs nem problemas de convergéncia, visto que se trata de
somas finitas e ndo de séries.
Por outro lado, se o periodo do sinal discreto for N, ent3o, sendo
N impar, tomar M = % leva a que ocorram N termos no
somatério e o sinal fica exactamente representado:

N—-1

N impar — M = — X[n] = x[n].

Se N for par tomamos M = % ocorrem também N termos no

somatdrio e também o sinal fica exactamente representado:

N .
Npar — M= 5 X[n] = x[n].
Para valores de M inferiores a este, X[n] é de facto uma
aproximagao do sinal exacto x[n].
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3.7 Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

discreto

A maioria destas propriedades é semelhante as das séries de Fourier
de sinais em tempo continuo.

Assim, se
S.F. S.F.
x[n] & ax e y[n] &= by,

onde x[n| e y[n] tém ambos periodo N e ax e by tém também
ambos periodo N, temos:

o Linearidade:
Ax[n+By[n] 25 Aa+ B by
@ Desvio temporal:
x[n — no] 25 g e (F)m,
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3.7 Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

discreto - continuacao

@ Desvio de frequéncia:

ejM(zﬁ)”x[n] 25y

e Conjugacao complexa:

x*n] &5 .

o Inversao temporal:

S.F,
x[-n] =  a_x.
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3.7 Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

discreto - continuacao

o Escalamento temporal:

x[n/m], n é miiltiplo de m
S.F. ax

3|+

X(m)[n] =

0, nnao é miiltiplo de m

(aqui, X(m)[n] é periédico com periodo mN).

@ Convolucao periédica:

Z x[r] y[n —r] 25 N ak by.
r=<N>
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3.7 Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

discreto - continuacao

o Multiplicacao:

xinlylnl 25N abiy

l=<N>

@ Primeira diferenca:
x[n] — x[n —1] P [1 - e_jk(%)} ak.

e Soma parcial:

n

Z x[k| 25 [1 - e*jk(%)] o ay.
k=—o0

valor finito e periddico apenas se ag = 0
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3.7 Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

discreto - continuacao

@ Simetria de Conjugacao para sinais reais:

ag = a",
Riar} = R{a_r}
xrleR 25 {ofa) = —S{a )
|ak| = [a—|
| Lax = —ZLa_k
@ Sinais reais e pares
S.F

x[n] real e par &=  aj real e par
@ Sinais reais e impares
. S.F. . . ,
x[n] real e impar &  ax imagindario puro e impar
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3.7 Propriedades das séries de Fourier de sinais em tempo

discreto - continuacao

o Decomposicao par e impar de sinais reais:

xe[n] = Evix[n]} 25 R{ac}

xoln] = Od{x[n]} &5 j3{a)

@ Relacao de Parseval:

5 MalP= Y
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Destaque para 3 destas propriedades

1. Multiplicacao
A diferenca fundamental relativamente ao caso continuo é que o
somatério da convolugdo é agora sobre um conjunto finito de
pontos: se
S.F, S.F,
x[n] &= ax e y[n] & by
entdo

S.F.
xnlylnl &5 di= > ar b
{=<N>

onde x[n| e y[n], e consequentemente x[n] y[n], sdo periddicos de
periodo N.

Este somatdrio sobre um periodo chama-se uma convolucao
periddica entre as sequéncias de coeficientes a, e by. No caso
continuo tratava-se de uma convolucao aperiédica.
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Destaque para 3 destas propriedades - continuacao

2. Primeira diferenca

Esta propriedade assemelha-se a diferenciagdo para sinais em
tempo continuo. E evidente que, se x[n] tem periodo N, entdo
x[n — 1] tem o mesmo periodo.

Assim, se

S.F,
x[n] &= ay

entdo il -xln—1] &5 [1-eHH)] a,

aplicando as propriedades do desvio temporal e da linearidade ja
referidas.

33 /47



Destaque para 3 destas propriedades - continuacao

3. Relacao de Parseval

n=<N> k=<N>
Significado fisico:
1 ) e )
* N Z |x[n]|* representa a poténcia média num periodo do
n=<N>

sinal periédico x[n].
o |ak|? representa poténcia média contida na k-ésima harménica
na decomposicdo de Fourier de x[n].

Tal como no caso continuo, a poténcia média num sinal periddico
é igual a soma das poténcias médias contidas em todas as suas
componentes harmdnicas.
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Exemplo 3.13

Determine os coeficientes de Fourier do sinal x[n] dado
graficamente por

com periodo N = 5.
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Exemplo 3.14

Seja x[n] um sinal discreto com as seguintes caracteristicas:

@ x[n] é periédico com periodo N =6

Q Zx[n] =2
n=0

7

@ ) (-1)x[n]=1

n=2

© x[n] tem a menor poténcia por periodo entre todos os sinais
que satisfazem as 3 condicOes anteriores.

Determine x[n].
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Exemplo 3.15

Usando a propriedade da convolucdo periddica, determinar a forma
de um sinal a partir do conhecimento dos coeficientes da sua
expansao de Fourier:

sen®(3mk/7)

wln] — ¢ = Zsen2(rk/7)’
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Séries de Fourier e SLITs

Vimos ja que:

(i) Se x(t) = e** é uma entrada de um SLIT em tempo continuo,
entdo a saida correspondente é dada por

onde

H(s) = / ) esTar,

sendo h(t) a resposta ao impulso unitario para sistemas em tempo
continuo.
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Séries de Fourier e SLITs - continuacao

ii) Se x[n] = z" é uma entrada de um SLIT em tempo discreto,
entdo a saida correspondente é dada por

ylnl = H(z) 2"

H(z)= > hklz7¥,

sendo h[n] a resposta ao impulso unitario para sistemas em tempo
discreto.
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Séries de Fourier e SLITs - continuacao

Daqui em diante, estaremos interessados no caso especifico em que
R{s}=0 = s=jw = ef=¢t

Entao

+oo +o0

H(s) = H(jw) / h(r) e 47 dr = / h(t) et dt.

—00 —00

No caso discreto, tomamos
lz| =1 = z=¢¥ = Z"=¢w"n
e portanto,

H(e™)= > hln] e /"

n=—oo
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Séries de Fourier e SLITs - continuacao

Portanto, a resposta de um SLIT
@ a um sinal e/“f em tempo continuo é H(jw) e/“* com

H(jw) = / o h(t) e J“tdt

—00

@ e a um sinal &/“" em tempo discreto é H(e/*) &/“" com
400

H(®)= Y hn] e "

n=—0oo
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Séries de Fourier e SLITs - continuacao

Assim, para SLITs, se um sinal de entrada em tempo continuo é
dado por uma sobreposicdo linear de sinais exponenciais
complexos, isto é, se

+00 .
x(t)= > ay ekt
k=—oc0
entao
+oo )
y(t) =" ax H(jkuwo) &/t
k=—0c0
serd a resposta do SLIT, onde
+o00 .
H(jkwo) = / h(t) e kot gt
—00

e h(t) é a resposta deste SLIT ao impulso unitdrio.
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Séries de Fourier e SLITs - continuacao

Notemos que
+oo

x(t) = Z ak efkwot

k=—o00
nao é mais que a expansao em série de Fourier do sinal de entrada
x(t), com frequéncia fundamental wg (e harménicas kwp) e
coeficientes a,. Por seu lado,

“+oo
y(t) = Y ax H(jkwo)e/ !

k=—00

ndo é mais do que a expansdo em série de Fourier do sinal de saida
y(t), com frequéncia fundamental também wy, e coeficientes
ak H(jkwo).

43 /47



Séries de Fourier e SLITs - continuacao

Portanto, para saber a resposta y(t) de um SLIT a um sinal x(t),
basta saber a resposta do mesmo SLIT ao impulso unitario, bem
como os coeficientes ax da série de Fourier de x(t).

Cada SLIT é entdo caracterizado pela resposta ao impulso unitario,
ou também por H(jw) ou H(jkwp), a chamada resposta na
frequéncia do SLIT. E necessério que estas funcdes convirjam, o
que acontecerd se os SLITs forem estaveis.
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Séries de Fourier e SLITs - continuacao

De forma idéntica, para SLITs em tempo discreto: se

X[n] _ Z K ejk(2ﬂ'/N)n
k=<N>
entdo
y[n] _ Z aK H(ejk(2: N)) ejk(27r/N)n
k=<N>
onde tomamos z, = e/*(27/N) Note-se que y[n] tem o mesmo
periodo que x[n], e

+o0
H(®)= Y hln] ed*n,
n=—oo
sendo h[n] a resposta ao impulso unitario.
Note-se que cada coeficiente da série de Fourier de y[n] serd o
produto do coeficiente da mesma ordem do sinal x[n] com o valor
da resposta na frequéncia H(e/**™/N) 3 mesma frequéncia k2 /.
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Exemplo 3.16

Consideremos o sinal de entrada do Exemplo 3.2 com T =1

com ag = ]., at+1 = %, a4o = %' at3z = %' ou Seja’
1 2
x(t) =1+ 5cos(27rt) + cos (47t) + gcos(67rt),
e suponhamos um SLIT particular para o qual a resposta h(t) ao

impulso unitdrio §(t) seja h(t) = e tu(t). Determine a resposta
y(8).
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Exemplo 3.17

Seja um SLIT com resposta ao impulso da forma
hln] =a" u[n], —-l<a<l

com o sinal de entrada

= s (20).

Determine a expressdo do sinal de saida y[n].
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§ 3. 10 Exemplos de filtros em tempo continuo descritos

por equacoes diferenciais

Passamos a descricdo de alguns exemplos de filtros reais, em
tempo continuo, com circuitos eléctricos analdgicos.

Seguidamente passaremos a alguns exemplos de filtros em tempo
discreto, que s3o realizaveis com circuitos electrénicos digitais
(embora ndo os mostremos aqui).

Estamos particularmente interessados, independentemente da sua
constituicdo real, em filtros cujo comportamento é descritivel
através de equacdes diferenciais ou de equacdes as diferencas, em
tempos continuos ou discretos, respectivamente.



1. Um filtro RC passa-baixo

Supomos um circuito RC simples e consideramos a tensdo da
fonte, vs(t), como o sinal de entrada, e a tensdo aos terminais do
condensador, vc(t), como o sinal de saida. Qual a resposta na
frequéncia deste circuito?



2. Um filtro RC passa-alto

O circuito é o mesmo do filtro anterior, mas o sinal de saida é
agora vg(t), a queda de tensdo aos terminais do resistor R.



§ 3.11 Exemplos de filtros em tempo discreto, descritos

por equacoes as diferencas

Ha muitas semelhancas entre o comportamento dos filtros em
tempo discreto e os filtros em tempo continuo, mas também ha
diferencas importantes. Em particular, SLIT's em tempo discreto
associados a equagdes as diferengas podem ser recursivos, com
respostas de duragdo infinita ao impulso unitario (como na secgdo
anterior, em tempo contl'nuo) ou entdo podem ser n3o-recursivos,
com respostas de duragdo finita ao impulso unitario. Actualmente,
sao ambos realizdveis com circuitos electrénicos digitais.



1. Filtros recursivos em tempo discreto (de 1° ordem)

O filtro em tempo discreto cuja equacio as diferencas corresponde
a EDO dos filtros em tempo continuo da seccdo anterior tem a
seguinte equacao:

vl = a yln — 1] = x[n].

Novamente da definicao de resposta na frequéncia, agora em
tempo discreto, H(&/*), temos

x[n] =" = y[n] = H(¥) .
Substituindo na equacdo as diferencas, vem
H(e) &1 — aH(e) (D) — gfon o
& H(ev) [1 — ae‘jw] =1 &

1

& HE) =1



1. Filtros recursivos em tempo discreto (de 1* ordem) -

continuacao

Tenhamos em conta os graficos da amplitude de |H(e/*)| para
a=+4+06ea=-0.6.

No 1° caso, o sistema comporta-se como um filtro passa-baixo com
grande atenuagcdo em w = =, 0 que acontece para 0 < a < 1.

Nos 2° caso, o sistema comporta-se como um filtro passa-alto
atenuando frequéncias w = 0, desde que —1 < a < 0.

Por seu lado, a resposta ao impulso unitdrio x[n] = d[n] é agora
h[n] = a" u[n]

e a resposta ao escaldo em tempo discreto, u[n], é dada por

1— an+1

s[n] = u[n] % h[n] = ~—a

uln].



1. Filtros recursivos em tempo discreto (de 1* ordem) -

continuacao

As expressOes para h[n] e s[n] mostram que a velocidade com que
as respostas h[n] e s[n] atingem os seus valores finais assimptédticos
depende do valor de |a|, sendo tanto mais lentas quanto maior for
|a|, notando-se que ndo pode ser |a| > 1 sendo o SLIT serd
instavel, com respostas divergentes para entradas exponenciais
complexas.

Também se usam, na pratica equacdes as diferencas, recursivas, de
ordem superior para criar filtros de comportamento mais abrupto, e
mais selectivo, na frequéncia.



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto

S3o filtros descritos pela equag¢do n3o-recursiva da forma geral

+M
y[n] = Z by x[n — K|

k=—N

e portanto o sinal de saida y[n] é a média ponderada dos
N + M + 1 valores de x[n], desde x[n — M] até x[n + N], com os
pesos relativos dados pelos coeficientes by.



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto - continuacao

Vimos ja um exemplo desta natureza,

ylo] = 5 (xlo] +x[n — 1]).

o qual suaviza o sinal de entrada x[n], tomando a média de cada
valor com o anterior - trata-se de um filtro que atenua rapidas
varia¢des do sinal x[n].



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto - continuacao

Um exemplo um pouco mais complicado do mesmo principio é
dado pela fun¢do n3o-recursiva

Il = 5 (o~ 1]+ x[a] + xln + 1)

que executa a média sobre 3 pontos. Neste caso, sendo
x[n] = &[n], entdo

bli) = 3 (510 — 1]+ 6] + [n + 1]

e portanto
+oo 1 2
H()= Y hlnle =2 +3 .
(¢“) 2. [n] e 3 + 3 Cosw

Trata-se de um filtro passa-baixo, mas pouco selectivo.



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto - continuacao

Mais selectivo serd um filtro que toma a média sobre um conjunto
de N+ M + 1 pontos a volta de cada ponto dado, com N e M

ajustaveis:
M

1
y[n] = ,\,JrMHk;NX[”— k],

sistema para o qual a resposta ao impulso unitario é dada por

1
= a3 K
) 1, - N<n<<M
TNiM+1 "



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto - continuacao

A resposta na frequéncia do filtro é, entdo

~+oo M
. , 1 .
H(e/“) = § : h —jwn _ § : —jwn_
( ) n=—o00 [n] ° N + M + 1 n:—Ne

Quanto maiores forem os valores dos parametros M e N, mais
selectivo serd o filtro.



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto - continuacao

Outro exemplo de filtro n3o-recursivo, passa-alto, é dado por

B x[n] — x[n — 1]'

De facto, em gamas de valores de n onde x[n] varia pouco, y[n]
serd pequeno. Reciprocamente, y[n] serd grande quando x[n]
variar rapidamente. Trata-se efectivamente de um filtro passa-alto.

A resposta ao impulso unitario é

1

hin] = 5 (6[n] = é[n —1])

N |

e portanto,



2. Filtros n3o-recursivos em tempo discreto - continuacao

—+00

> hln] e =

n=—oo

+o0

= > 5l ol 1) eF =

n=—oo

H(e™)

1 iw

= je 7/ ?sen(w/2).
Trata-se de um filtro passa-alto embora pouco selectivo.

Consegue-se maior selectividade com filtros descritos por equagdes
as diferencas mais complicadas.
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Introducao

Com o integral ou transformada de Fourier, generaliza-se a
representacdo de sinais periédicos como soma de exponenciais
complexas para a situagdo de sinais aperiddicos, considerados como
sinais periédicos de periodo infinito, representados por “somas
continuas”, isto é, por integrais, de exponenciais complexas.

Estamos agora interessados em sinais aperiédicos em tempo
continuo, enquanto que no capitulo seguinte, trataremos dos sinais
aperiédicos em tempo discreto.



4.1 Representacao de sinais aperiddicos em tempo

continuo pela transformada de Fourier

No Exemplo 3.5, vimos a expansiao em série de Fourier de uma
onda quadrada de “largura” 277 e periodo T:
1, ‘t‘ < Ty
x(t) =
0, Ti<]|t|<T)2
Os coeficientes determinados foram
i 2 sen(kwo Tl)

kT T

para k # 0, sendo wo =27/ T.



4.1 - continuacao

Nos graficos para T =4T;, T =8T1, T = 16Ty, verifica-se que
hd uma fungdo que envolve todos os pontos discretos ag;
podendo-se escrever essa fun¢do envelope como

2 T
kwo — W = Tak = 756”((4} 1)

considerando agora w como uma varidvel continua.

Os valores dos a, resultam da escolha de valores particulares para
w.

Notemos que a funcdo envelope % é independente do valor

do periodo T, tomando-a como func3o de w, varidvel continua.



4.1 - continuacao

Considerando ent3o w como varidvel continua da qual depende a
~ 2 sen(wTy) .

fungdo envelope == = dos valores discretos Tax, vemos que

este envelope n3o depende do valor de T, o periodo da onda

quadrada, mas somente de w, com T; como parametro. Ora,

tomando T; como fixo e T varidvel, o grafico da envolvente

2 sen(wTy)
w

é fixo também, mas o espacamento entre sucessivos valores de ay
vai diminuindo consoante T vai aumentando, relativamente a T5.



4.1 - continuacao

Vejamos 3 possiveis relacdes entre 71 e T, isto é, 3 diferentes
valores do periodo T da onda quadrada, sabendo que T = 27/wy
com wyp a frequénca fundamental dessa onda quadrada. Obtemos

) T=4T1 — wl=f=p=%=2x%=2y
b) T=8T1 — wl=7 == =4xZ =4y

167r_8><27r

) T=16T; — w'= = = 8wo

o
T
para 3 valores possiveis do valor de w para o primeiro zero positivo,
com valores simétricos para o 1° zero negativo. De forma
semelhante se calculariam os restantes zeros.



4.1 - continuacao

Pensando agora que um sinal aperiédico pode ser “visto” como um
sinal periddico de periodo T — o0, concluimos que os diversos
coeficientes a, vao aproximando-se, cabendo cada vez mais
coeficientes por exemplo no intervalo [0,w!]. Ou seja, a
distribuicdo discreta de coeficientes a, passara a continua.

Por outro lado, consideremos um sinal aperiédico x(t), ndo nulo
entre —T1 e +T7:

Este sinal n3o tem uma série de Fourier correspondente, pois n3o é
periédico. Mas a sua repeticdo periddica, X(t), com periodo
T > T; ja terd uma expansao em série de Fourier.



4.1 - continuacao

Sendo Xx(t) periédico de periodo T > T, podemos escrever

—+00
)N((t) = Z Ak ejkwot
k=—o0
com
+T/2
/ ) e kot gt sendo wo =27/ T,
T/2

onde, por conveniéncia, no integral anterior considera-se o
intervalo —T/2 <t < T/2.



4.1 - continuacao

Ora como X(t) = x(t) para |t| < T/2 e x(t) = 0 fora deste
intervalo, podemos escrever

+T/2 ) 1 400 )
/ ) e Jhwotgr — / x(t) e Jheot gt

T/2 T )

Definindo oo
/ x(t) e tdt = X(jw)

—00

tem-se para os coeficientes ay:

1 . 1 .
—X(jkwo) = 7X(JW)‘w:kwo

ak:T

e, portanto,
+o0o

()= ) %X(jkwo) efkwot,

k=—o00



4.1 - continuacao

Como wp = 27/ T, podemos reescrever a expressdo de X(t) como

1 =
%(t) = — X (jkwo) e*“0tuyg.
(t) =5 > X(jkuwo) wo
k=—00
Ora, quando T — oo, vem wg = 27/ T cada vez mais pequeno,
tendendo para zero. No caso presente, ndo sé

x(t) — x(t)

como entao

1 [t

1 &= . .
> Z X (jkwo) ehwotyy > X(jw) &t dw
T T J oo

k=—00



4.1 - continuacao

Partindo de um sinal aperiddico chegamos a um sinal periddico de
periodo T — oo com os resultados:

1 oo .
x(t) = o X(jw) &“fdw
0 —00
400 .
X(jw) = / x(t) eIt dt

Estas duas equagdes sdo referidas como o par de Fourier (ou par
da transformada de Fourier). Sabido um sinal aperiédico x(t),
podemos calcular a sua transformada de Fourier X(jw) e
vice-versa. Num certo sentido s30 o mesmo sinal, um no dominio
do tempo, outro no dominio da frequéncia.



2. Convergéncia da transformada de Fourier

E importante sabermos a priori se aqueles integrais do par de
Fourier existem. As condicdes de Dirichlet para este caso s3o:

@ x(t) tem de ser absolutamente integravel, isto ¢,

+oo
/ |x(t)|dt < oo.

—00

@ x(t) terd de ter um ndmero finito de maximos e minimos em
qualquer intervalo finito.

@ x(t) sé poderd ter um nimero finito de descontinuidades em
qualquer intervalo finito, e cada uma dessas descontinuidades
terad de ser finita.



Mais adiante, ird ser conveniente considerar também a
transformada de Fourier de sinais periddicos - que n3o sdo
bsolutamente integraveis sobre um intervalo infinito. Para isso,
teremos de recorrer a inclusdo de impulsos unitdrios nas
transformadas.



3. Exemplos: Exemplo 4.1

Considere o sinal
x(t) =e ? u(t) com a>0.

Determine X(jw).



Exemplo 4.2

Seja x(t) = el Determine X (jw).



Exemplo 4.3

Seja x(t) = 0(t). Determine X(jw).



Exemplo 4.4

Seja o impulso rectangular

[y

|t| < T
x(t) =
0, ’t| > T

Calcule X(jw).



Exemplo 4.5

Seja
1, |w<W

0, |w>W

Determine x(t).



Observacao

Devido a frequéncia com que ocorrem fun¢des do tipo

sen(m0)
o

chama-se a este quociente a func¢do sinc(6):

sen(m0)

sinc(0) = 7
77



Observacao relativamente aos Exemplos 4.4 e 4.5

Tendo em conta o quociente anterior, os resultados dos Exemplos
4.4 e 4.5 podem ser reescritos:

2 T T
7sen(w 1) = 277 sinc (w 1)
w T
e
sen(Wt) W . < Wt)
——~ = —sinc| —
mt T ™

Note-se que quanto mais estreito for o impulso rectangular no
tempo, mais laro serd no dominio da frequéncia, e vice-versa. Ao
mesmo tempo, quanto mais estreita for a fung¢ao sinc, no tempo
ou na frequéncia, mais elevado serd o pico central.

(ver fig. 4.11. na pag 296)



4.2 Transformada de Fourier de sinais periddicos

Vamos agora mostrar como se deve considerar a transformada de
Fourier de sinais periddicos.

Suponhamos um sinal x(t) tal que a sua transformada de Fourier
X(jw) é dada por

X(jw) =21 (w — wp).

Entdo | e
x(t) = — X(jw) e*tdw = e/“ot.
21 ) oo
+oo
Se X(jw) Z 27 agd(w — kwp), vem
k=—00

1 [t X -
x(t) = oy Z 2makd(w — kwp)e“ dw
TP k=—0



4.2 Transformada de Fourier de sinais periddicos -

continuacao

ou seja,

que n3o é mais do que a expansao em série de Fourier de uma
fun¢do x(t) periddica, com periodo T = 27 /wp. Ou seja, uma
fungdo x(t) periddica possuird uma transformada de Fourier X(jw)
constituida por uma sequéncia de impulsos unitarios, as
frequéncias kwg, com k €] — 0o, +00[, e amplitudes 27 a:

+oo
X(t) — Z akejwot — X(jw) = 27Tak5(w - kWQ).

k=—00



Exemplo 4.6

Consideremos novamente (o Exemplo 3.5) da onda quadrada

1, ‘t‘ < T
x(t) =
0, Ti<|t|<T)2

sinal periddico com periodo T > T7. Os coeficientes da expansdo
em série de Fourier deste sinal foram calculados como sendo

sen(kwo T1)

dix =
mk

Consequentemente, concluimos imediatamente que a sua
transformada de Fourier X(jw) é dada por



Exemplo 4.6 - continuacao

+oo
. sen(kwo T
X(jw) = Z 27 (7rk01)5(w — kwp) =
k=—0c0
+oo
2 kwo T
= k_z sen(kwoﬂé(w — kwo)

cujo grafico é, para T =4T;

Comparando este grafico com o do Exemplo 3.5 onde tinhamos
pontos discretos, temos agora impulsos de altura 2 sen(kwo T1)/k,
sobre um eixo da varidvel continua w.



Exemplo 4.7

a) Seja x(t) = sen(wot), como no Exemplo 3.3. Temos
X(t) — _7e—ijt + lejwot
2j 2j )
Determine X (jw)

b) Calcule X(jw) sendo x(t) = cos(wopt).



Exemplo 4.8

Na teoria da amostragem, é muito Gtil a sequéncia de impulsos
unitarios
x(t) = Z 5(t — kT)
k=—o0

periddica com periodo T. Qual a sua transformada de Fourier
X(jw)?



4.3 Propriedades da transformada de Fourier de sinais em

tempo continuo

Muitas das propriedades da transformada integral de Fourier tém
correspondentes nas propriedades das séries de Fourier ja
estudadas.

Notacao:

x(t) 5 X(w) 0 X(w) = F{(B)} 5 x(t) = FHX(w))

y() F5Y(w) oY) = Fi(6)} i oy(t) = FHY(w)}



4.3 - continuacgao

1) Linearidade:

ax(t)+by(t) 5 aX(jw)+ b Y(jw).

2) Desvio temporal:

x(t—to) L5 ednX(jw).



4.3 - continuacgao

3) Desvio na frequéncia:

ot x(t) 5 X(j(w—wo))

4) Conjugacao complexa:

() TE X (—jw)

5) Inversao temporal:

x(—t) 5 X(—jw).



4.3 - continuacgao

6) Escalamento no tempo e na frequéncia:

x(at) Tk 1X<jw>

lal ~ \a

7) Convolugao:

x(@)xy(t) 5 X(jw) Y(jw)

8) Multiplicagdo:
1 oo
x()y(t) — o X(j0) Y(j(w - 6))do

—00



4.3- continuagao

9) Diferenciacdo no tempo:

%X(t) T jw X(jw)

10) Integracao temporal:

+00
/ x(tdt 5 jixgw)ﬂxm)a(w)

11) Diferenciacao na frequéncia:

TF. .d .
tx(t) — JTUX(JW)



4.3 - continuacgao

12) Simetria de Conjugacao para sinais reais:

,

X(jw) = X*(—jw)
R{X(jw)} = R{X(—jw)}
T.F

x()eR == §9{X(uw)} = =3{X(—jw)}

(X(w)| = [X(—jw)|

arg{X(jw)} = —arg{X(—jw)}



4.3 - continuacgao

13) Simetria para sinais reais e pares:

x(t) real e par LR X(jw) real e par

14) Simetria para sinais reais e impares

x(t) real e impar LES X(jw) imagindrio e impar



4.3 - continuacgao

15) Decomposicdo par - impar para sinais reais:

xe[n] = Evix[n]} 5 R{X(jw)}

xoln] = 0d{x[n)}y 5 js{X(jw)}

—

16) Relacao de Parseval:

+o00 ) 1 +o00 . )
| wRde=o [ IxG do



Detalhes de algumas propriedades

Vejamos alguns detalhes de algumas destas propriedades:

o 1. Linearidade

Sendo oo
X(jw) = / x(t)e#td,

—00

é claro que
Flax(t)+by(t)} = Flax(t)} + F{by(t)}

= aF{x(t)} + bF{y(t)}
=a X(jw)+ b Y(jw)



2. Desvio temporal

Como x(t) = % :O X (jw)e/tdw, substituindo t por t — to,
vem
1 oo :
x(t—to) = o o X(jw) et gy
1 +oo . .
= o _ [e_J“’tO X(jw)] e“tdw

e portanto, F{x(t — tg)} = e /¥0 X(jw).

Notemos que o médulo da transformada de Fourier se mantém
inalterado:

[Fx(t — o)} = [e 7 X(jw)| = [ x |X(jw)| = |F{x(t)}]



Exemplo 4.9

Seja o sinal
1
x(t) = Exl(t —2.5) + xo(t — 2.5)

onde x1 e x» sdo impulsos rectangulares definidos por

1, |t <t
x1(t) =
1(t) {O, c.c.
e
1, |t <32
x(t) = { =2
0, c.c.

Determine a transformada de Fourier X(jw).



3. Conjugagao complexa e simetria de conjugacao

Como vimos,

x() 5ox(Gw) = x) T X(w)

Corolario:
Se x(t) € R, entdo
X*(—jw) = X(jw),

a simetria de conjugacdo para sinais x(t) reais.



Mais consequéncias

(i) na forma algébrica,
X(jw) = R{X(w)} +J S{X(w)}
X*(jw) = R{X(jw)} = j {X(jw)}
Ora, se x(t) € R entdo
X*(juw) = X(~jw)
donde
R{X(jw)} = R{X(—jw)} e S{X(jw)} =—-S3{X(—jw)}

pelo que
o R{X(jw)} é par em w

o 3{X(jw)} é impar em w



Mais consequéncias - continuacao

(i) Na forma polar
X () = X () 70X

X*(jw) = [X(jw)|e~ 28X

Portanto, se x(t) € R entdo
X*(jw) = X(—jw)

donde
|IX(jw)| é par em w

arg{X(jw)} é impar em w



Observacao

Tendo em conta as consequéncias (i) e (ii) tem-se a seguinte
conclusao:

para sinais x(t) reais, basta calcular a sua transformada de
Fourier X(jw) para w > 0 ja que

o R{X(jw)} e | X(jw)| sdo pares em w
e

o S{X(jw)} e arg{X(jw)} sdo impares em w



Consequéncias - continuacao

(iii) Se x(t) € R e também é par em t, entdo X(jw) também sera
real e par em w.

(iv) Se x(t) € R e também é impar em t, entdo X(jw) é
imaginario puro e impar em w.



Consequéncias - continuacao

(v) Sabemos que podemos decompor um sinal real x(t) na soma
de um sinal par em t com um sinal impar em t:

x(t) = xe(t) + xo(t) = Ev{x(t)} + Od{x(t)}, com x(t)€R.
Assim sendo

F{x(t)} = F{xe(t)} + F{xo(t)} (linearidade)
———

X(jw) = ®{X(w)} +J S{X(w)}
e de (iii) e (iv) acima, conclui-se que

Fixe(t)} = R{IX(w)},  Fixo(t)} =j 3{X(w)}



Exemplo 4.10

Do Exemplo 4.2 obtivemos

2a
a% + w?’

Fix(t) = et} = com a>0.

Calculemos este resultado com base nas propriedades agora
estudadas.



4. Diferenciacdo (derivacdo) e integracdo

1 [t :
(i) Dado que x(t) = — X(jw) €“tdw, entdo

21 J_

I +o0 . +oo .
P oo [ X ) et = - [ )X ()]

dt 21 J_ o
Isto é,
x(t) TE X(jw) = d’;(tt) TE  (jw) X(jw)

(i) Quanto a integragdo, temos

x(t) L5 x(w) = /_ x(r)dr L5 (J_i)X(jw)HX(O)a(w)



Exemplo 4.11

a) Determine a transformada de Fourier de u(t) a partir da

transformada de 6(t) = d‘:},(tt).

b) Determine a transformada de Fourier de §(t) a partir da
transformada de u(t).



Exemplo 4.12

Considere o sinal x(t) cujo grafico é

Determine a sua transformada de Fourier a través da derivada de

x(t).



5. Escalamento no tempo e na frequéncia

Se T.F
x(t) — X(jw)
entao
1 .
x(at) TE 2 x (¥
|al a
Em particular, para a = —1 tem-se

x(—t) 5 X(—jw).



6. Dualidade

Vimos que
1 [T ,
x(t) = X(jw) e“tdw

—00

+o0 .
X(j ):/ x(t) e ¥t

— o0
A semelhanca entre estas duas expressoes leva a que ocorra uma

dualidade entre fungdes e suas transformadas de Fourier num
sentido que ficara claro com alguns exempos.

@ Tenhamos em conta os Exemplos 4.4 e 4.5;



Exemplos 4.13

Determine a transformada de Fourier G(jw) do sinal




6. Dualidade - continuacao

A dualidade entre sinais x(t) e suas transformadas de Fourier
X(jw) estende-se a outras propriedades. Por exemplo, se

T.F. {d’;(tt)} = jw X(jw)

é de suspeitar que d)i,(j)w) esteja relacionada com t x(t).
De forma semelhante, também podemos antever que:

T.F{ex(t)} = X(j(w — wo))

e ainda que

T.F.{;:x(t)+7rx(0)5(t)} - / " w)dv

—0o0



7. Relacdo de Parseval

Se x(t) e X(jw) sdo o par de Fourier, entdo

oo 2 1 oo . 2
[ wpde=5 [ xG) d

—00 —00

A interpretacdo fisica é a mesma que anteriormente: a energia de
um sinal x(t) tanto pode ser calculada integrando no tempo a
poténcia |x(t)|? desse sinal, como integrando na frequéncia a
densidade espectral de energia \X(jw)|2.



Exemplo 4.14

Sejam os sinais Xi(jw) e X2(jw), no dominio da frequéncia, dados
pelos graficos

+oo
Determine para cada um deles E = / Ix(t)]? dt e

D = Sx(t)] 0.



A TRANSFORMADA de FOURIER em TEMPO
CONTINUO

Maria do Carmo Martins

Marco de 2009



Introducao

Passamos agora a duas propriedades de importancia crucial, a da
convolugdo (relacionada com a filtragem) e a da multiplicagdo
(relacionada com a amostragem).



4.4 Propriedade da convolucao

Vimos, no Capitulo 3, que sendo um sinal de entrada periédico
x(t), de periodo T, com série de Fourier

—+00

X(t) = Z ak ejkat

k=—00

ent3o o correspondente sinal de saida, para um SLIT, serd dado por

+oo
y(t)= Y ax H(jkuwo) &/t
k=—0o0
onde
+o00 .
H(jkwo) = / h(t) e kot gt

e h(t) é a resposta do SLIT ao impulso unitério, 6(t).



4 .4 Propriedade da convolucio - continuacao

Para sinais aperidodicos em geral, vem
1 [t ;
x(t) = — X(jw) &t dw.
27

—00

Como serd neste caso y(t)?



4 .4 Propriedade da convolucio - continuacao

Em conclus3o:

y(t) =x(t)xh(t) <5 Y(jw) = X(jw) H(jw)
N—_——— N—_———
=h(t)#x(t) =H(jw)X(jw)

Este resultado é muito importante e traduz-se no seguinte: a
transformada de Fourier da convolucdo de dois sinais é o produto
das respectivas transformadas de Fourier.



4 .4 Propriedade da convolucio - continuacao

As duas configuracdes seguintes s3o possiveis e equivalentes:
x(t) — Hi(jw) — H2(jw) — y(1)

x(t) — Ha(jw) — Hi(jw) — y(t)

(comutatividade do produto de H;(jw) com Ha(jw)), ou seja

x(t) — Hi(jw)Ha(jw) = Ha(jw)Hi(jw) — y(t)

+oo .
com H(jw) = / h(t) e “'dt, (existente se h(t) satisfizer as

—0o0
condi¢des de Dirichlet).



Exemplo 4.15

Seja, para um SLIT em tempo continuo,
h(t) = (t — to).

Qual serd y(t) para uma entrada x(t)?



Exemplo 4.16

Considere um SLIT diferenciador, isto é, um SLIT para o qual o
sinal de entrada x(t) e o sinal de saida y(t) estdo relacionados por

y(t) = d;it)-

Determine H(jw).



Exemplo 4.17

Considere um SLIT integrador, isto é, um SLIT especificado pela
equacgao:

Determine Y (jw).



Exemplo 4.18

Seja um filtro passa-baixo ideal, com

1, |w| <we
H{jw) =
0, |w|>we

Reescreva H(jw).



Exemplo 4.19

Seja um SLIT caracterizado por

h(t) = e ?*u(t), com a>0
ao qual é aplicado um sinal de entrada

x(t) = e~Ptu(t), com b>0.

Determine y(t).



Exemplo 4.20

Suponhamos agora um filtro passa-baixo ideal cuja resposta ao
impulso unitdrio é da forma

_ sen(wct)

h(t) =

Tt

Qual a resposta y(t) ao sinal de entrada x(t) dado por

sen(wjt)

x(t) =

Tt



4.5 A propriedade da multiplicacao

Tendo ainda em conta a dualidade entre funcdo e transformada de
Fourier, prova-se que

r(t) = s(t)p(t) <5 R(jw)

com



Observacao

A propriedade anterior tem grande importancia na questao da
modulacdo de amplitude de um sinal p(t) por um outro s(t).
Outra aplicacdo é o projecto de filtros passa-banda cuja frequéncia
central de corte € sintonizavel.



Exemplo 4.21

Seja o sinal
p(t) = cos(wot) — P(jw) = mé(w —wp) + m0(w + wp)

e também um sinal s(t) tal que S(jw) tem o seguinte grafico

Determine R(jw) do sinal r(t) = s(t)p(t).



Exemplo 4.22

Considere-se a funcao

com p(t) = cos(wot)?



Exemplo 4.23

Vejamos outra aplicagcdo da férmula da multiplicac3o:

Determinar a transformada de Fourier do sinal

_ sen(t) sen(t/2)
mt?

x(t)



§ 4.5 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central variavel

Podemos construir filtros de sinais, passa-banda por exemplo, com
circuitos contendo resisténcias e condensadores, projectados para
um banda que se pode regular modificando, com botdes, as
caracteristicas desses circuitos

No entanto, pode ter interesse projectar um filtro de parametros
constantes, que s6 deixem passar uma banda pré-fixada de
frequéncias. Para que sejam, mesmo assim, de aplicabilidade geral,
podemos filtrar sinais de entrada para vdrias frequéncias de
interesse modificando, n3o o circuito, mas sim o préprio sinal de
entrada, por modulagcdo com uma frequéncia facilmente
modificavel, tirando partido das propriedades de desvio na
frequéncia e de multiplicacdo atras referidas.



4.6 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central varidvel - continuacao

Suponhamos entdo um sinal qualquer x(t), do qual queremos
extrair uma dada gama de componentes em baixas frequéncias.
Poderiamos projectar um filtro cuja funcdo de transferéncia esta
centrada num valor —w,. sintonizavel:

Mas, em vez desse filtro sintonizavel, também podemos usar xum
filtro passa-banda entre —w. e +w¢, fixas



4.6 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central varidvel - continuacao

Para isso, usamos o seguinte esquema:

Aqui o sinal de entrada x(t) é multiplicado por uma exponencial
complexa e/“<t estando a frequéncia w. a nossa disposicio, ao
passo que wg estd fixa.



4.6 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central varidvel - continuacao

Como vimos atrds, na propriedade do desvio na frequéncia,
multiplicar um sinal x(t) por ¢/“<t é desviar o seu espectro na
frequéncia X(jw) de forma a ficar centrado em wc; se o estava em
w=0:

Ut x(t)  TH X(j(w - we)) = Y(jw)



4.6 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central varidvel - continuacao



4.6 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central varidvel - continuacao

A seguir, o filtro passa-baixo H(jw) selecciona uma gama de
frequéncias entre —wp e +wy:

e a multiplicagdo de w(t) por e /<t desvia o espectro na
frequéncia de W(jw), jé filtrado, novamente de um valor w. mas
para a esquerda, para frequéncias negativas, usando a mesma
propriedade de desvio na frequéncia.



4.6 Filtragem selectiva na frequéncia com frequéncia

central varidvel - continuacao

A accdo deste sistema, com um filtro passa-baixo de frequéncia
central w = 0 fixa e banda 2wy, fica assim equivalente a accdo de
um filtro passa-baixo, com uma func3o caracteristica com valor 1,
de largura 2wp mas centrado em w = —w,



Observacao

Podemos também chegar a esses mesmos resultados através da
férmula da convolugao:

Se '
y(t) = & x(t),

entdo a transformada de Fourier de y(t) é:

1 [t
Y(jw) = - / 218(0 — we)X(w — 0)d0 = X(j(w — we))

2T J_oo
desvio para a direita

uma vez que
o T.F{e/t} =2710(w — we);

o T.FAix(t)} = X(jw)



Observacdo - continuacao

De forma idéntica, a férmula de convolucdo também nos da o

seguinte:
Se .
f(t) = e /“fw(t)
entdo
1 [t
F(jw) = 271-/ 2m6(0 + we) W(w —60)d = W(j(w+ we))
—00 S——

desvio para a esquerda



§ 4.7 Sistemas caracterizados por equacdes diferenciais

lineares de coeficientes constantes

Estamos agora interessados em determinar a resposta na
frequéncia H(jw) de SLIT's em que os sinais de entrada x(t) e de
saida y(t) estdo relacionados por uma EDO da forma

N
;ak dtk Zb" dtk

supondo que
+o0 .
H(jw) :/ h(t) e« dt

existe.



4.7 - continuacao

Ja foram calculadas varias fungGes de transferéncia H(jw) com
base nas equagdes diferenciais que regiam o comportamento dos
circuitos de filtragem. Basicamente, o que aqui teriamos de fazer,
para a EDO geral acima, seria considerar que

se x(t) = &t entio y(t) = H(jw)e/“".

Refira-se que e/“t é uma funcdo prépria daquele SLIT, com
correspondente valor préprio H(jw). Substituindo na EDO y(t)
por H(jw)e/*t e x(t) por &/, obtemos uma equacdo algébrica
cuja solugdo daria H(jw).



4.7 - continuacao

No entanto, vamos usar aqui um outro método, baseado na
propriedade de diferenciacdo da transformada de Fourier

dx(t
Z(t ) TR x(iw)
e no conhecimento que, em geral, Y (jw) = H(jw) X(jw), ou seja,
que
. Y (jw)
H =
onde

@ X(jw) é a TF da entrada x(t);
@ Y(jw) é a TF da saida y(t) e
@ H(jw) é a TF da resposta ao impulso h(t).



4.7 - continuacao

Ora, aplicando a T. F. aquela EDO, vem

N o dky( Mo gkx
{Z dtk }_}—{Zbk dt’Et)}

k= k=0

ZN: { o )} = f:bk f{dkd’;it)} & (Lin. da T.F)

k_

N

M
Z ak (jw) F{y()} =) bk (W) F{x(t)} « (Dif.)
k= k=0

N

M
Z ar (jw)* = b () X(w) &

k= k=0



4.7 - continuacao

Consequentemente, dada a equacdo diferencial que descreve o
comportamento do SLIT, isto é, dados os a, e os by, aquela
fraccdo racional determina completamente a funcio de
transferéncia H(jw).



Exemplo 4.24

Seja o SLIT descrito pela EDO

d);,(tﬂ—l-ay(t) =x(t), a>0.

Determine H(jw) e h(t).



Exemplo 4.25

Considere um SLIT estdvel que é caracterizado pela equacio
diferencial

d?y(t) |, dy(t)
4
dt? + dt

Determine H(jw) e h(t).

dx(t)
dt

+3y(t) = + 2x(t).



Exemplo 4.26

Consideremos 0 mesmo SLIT do exemplo anterior, pretende-se
saber a saida y(t) para um sinal de entrada dado por

1

x(t)=e tu(t) — X(jw)= 15w




A TRANSFORMADA de FOURIER em TEMPO
DISCRETO

Maria do Carmo Martins

Marg¢o de 2009



Introducao

Estudamos agora a transformada de Fourier de sinais aperiddicos
(e também periddicos) em tempo discreto, explorando semelhangas
e salientado também as diferencas, com o caso continuo.



§ 1. Representacdo de sinais aperiddicos pela transformada

de Fourier discreta

A semelhanca do que fizemos para sinais aperiédicos em tempo
continuo, também aqui tomamos repeticoes periddicas de um dado
sinal x[n] em tempo discreto, repetindo-o com um periodo N, que
eventualmente tomaremos como tendendo para oo (N — o0); ao
prolongamento periédico do sinal aperiédico x[n] chamaremos X[n].



1- continuacao

Sendo X[n] periddico de periodo N, sabemos que a série de Fourier
em tempo discreto

;([n]: Z ak ejk(27r/N)n

k=<N>

onde 1
= — § : ;[n] e—jk(27r/N)n
N
n=<N>
sendo estes somatdrios executados sobre um periodo qualquer.

Podemos escolhé-lo de forma a incluir s6 o intervalo de —Nj a
+N2.



1- continuagao

Mas, neste intervalo, X[n] = x[n] e x[n] é nulo fora deste intervalo.
Podemos entdo escrever

N>
_ 1 < —jk(2w/N)n __ 1 —jk(27/N)n
=7 > x[n] e /M) =< S x[n] e K@M

n=<N> n=—N;

1 +0c0 ) 1 .
_ = —jk(2w/N)n _ = w
N E x[n] e N X(e*)

com
: = ) $oo _
X(ejw) — Z X[n] e*Jk(27r/N)n — Z x[n] ej]kwon _
+o0o )
= > x[n] e,



1- continuacao

wo

oS também vem
vy

1 _
Notando que 3 =

o= > %X(ejk“’o) efkwon
k=<N>
:i Z X(ejkwo) ejkwonwo

2T
k=<N>

Quando N — o0, este somatdrio tende para um integral, como no
Capitulo anterior, levando a

X[n] — x[n] com x[n] = 217r/2 X (%) e“"dw

sobre um intervalo qualquer de integracdo de extensdo 2.



1- continuacao

Concluimos entdo que

x[n] = 2171/2 X (&) & dw

com
. +m .
X(eY) = Z x[n] e“"  periédica em w, com periodo 2.
n=—oo

E este par o par de Fourier que pretendiamos em tempo discreto.
A expressdo que dd x[n] é a equacdo de sintese e a que da
X(e/*) é a equacdo de analise. X(e/) também aqui é chamado
espectro do sinal x[n].



Contrastes com o par de Fourier em tempo continuo

@ Aqui, o espectro X(e/*) é periédico com periodo 27, em w.
@ O intervalo de integragdo na equagdo de sintese é finito (e
igual a 27).

Ambos os contrastes s3o consequéncia da identidade entre sinais
em tempo discreto cujas frequéncias diferem de um multiplo de 2.



1 - continuacao

Como ja vimos no Cap. 1, a periodicidade da exponencial
complexa /" com periodo 27 em w, leva a que &7 e /2™ sejam

o mesmo sinal; e de facto,

ejOn — ej27rn —_ ej2><27rn — efj2><27rn —

Consequentemente,
e /07 /2™ ... s30 componentes de baixa frequéncia.

Em contrapartida,

o /™ /37 =37 ... s30 componentes de alta frequéncia.



1 - continuacao

Como o espectro X(e/*) é também periédico com periodo 27 em
w, segue-se que, por exemplo, o sinal xj[n] abaixo sé tem
componentes de baixa frequéncia, o que quer dizer que x1[n] varia
lentamente no tempo discreto:



1 - continuacao

Contrariamente, por exemplo, o sinal x»[n] abaixo varia
rapidamente e tem um espectro com maior intensidade nas altas

frequéncias (£, £3m, etc.)



Exemplo 5.1

Considere o sinal
x[n]=a"u[n], |a] <1 e a#0.

Determine X(e/*).



Exemplo 5.2

Considere o sinal
x[n] = a"l, || < 1.

Determine a transformada de Fourier X (/).



Exemplo 5.3

Considere o impulso rectangular

17 ‘n‘ S Nl
x[n] =
0, \n\ > N

Determine a transformada de Fourier X (e/*).



Convergéncia das transformadas de Fourier em tempo

discreto

No par de Fourier discreto,

x[n] = 217r/2 X (&) & dw

ndo oferece problemas de convergéncia porque o integral é
executado sobre um intervalo finito.

Em contrapartida, o somatério

+oo

X&) = > x[n]edn

n=—o00
ird convergir s6 se se verificar a condi¢do

—+00

> Ixln]| < oo

n=—oo



Convergéncia das transformadas de Fourier em tempo

discreto - continuacdo

ou entdo, se o sinal discreto x[n] contém uma energia finita, isto é,

—+00

> IxIn])? < .

n=—oo

Além disso, também n3o ocorrerd o fendmeno de Gibbs, a
semelhanga do que ocorre com as séries de Fourier de sinais
discretos periddicos. Este facto pode ser verificado tomando uma
aproximagdo para x[n]:

x[n] = 2/,

. w ) )
X(el#) efnduy x[n]:zl/ X (&) /N s
™) ow

que leva a %[n] = x[n] quando W — 7.



Exemplo 5.4

Seja o sinal
x[n] = d[n].

Determine X(e/*) e uma aproximagio X[n].



2. Transformada de Fourier de sinais periédicos em tempo

discreto

A semelhanca do que fizemos para sinais periédicos em tempo
continuo, também aqui podemos considerar a transformada de
Fourier de sinais periédicos em tempo discreto.

Seja entdo o sinal aperiddico
x[n] = e/*o".

Em tempo continuo, TF{e/“0t} dava um impulso unitario em
w = wp. Um resultado semelhante é de esperar aqui, mas agora
com a obrigatoriedade de ser periddico com periodo 2.



2. Transformada de Fourier de sinais periédicos em tempo

discreto - continuacdo

De facto, obtemos

+oo
x[n] = " —  X(¥) = Z 276 (w — wo — 27L)

{=—00

~~

sequéncia de impulsos unitarios



2 - continuacao

o que se pode confirmar pela transformada inversa:

«[n] = 217T X(eM) &7

/ Z 276 (w — wo — 270) e dw
2T ——
e tomando o intervalo 2w como envolvendo o impulso em wq + 27r

(e s6 este), fica

x[n] = % ) X(e"“) e/“ndy = ef(wot2mr)n _ gjwon



2 - continuacao

Vejamos agora uma repeticdo periddica, de periodo N, de
exponenciais complexas, da forma

x[n] = Z ak ejk(z’r/N)”, ax periddicos com periodo N
k=<N>

que é uma combinac3o linear de sinais do tipo &“°". A sua
transformada de Fourier serd dada por

—+00

TF{x[n]} = X(ejw) = Z X[n]e—jwn _
. n=—00 .
- Z Z ay e/k@m/N)n g—jwn _ Z ar Z [ejk(er/N)n} e—jwn
n=—00 k=<N> k=<N> n=—o0

— Z ak‘f{ejk(ZTr/N)n}.

k=<N>



2 - continuacao

+oo
Ora, como F{e/*0"} = Z 270 (w — wo — 27l), entdo

f=—00

+o00
K f{ejk(Zw/N)n} = ax Z 2w 5(w — k% — 27T£),

f=—00

uma sequéncia infinita de impulsos unitérios localizados em
w = kzﬁ + 27¢, com { €] — 0o, +0o0[. Fica portanto,

+oo
X(e) = Z ak Z 27r5(w—k2I\7lT—27r€>.

k=<N> f=—00

Tomando o intervalo k, por exemplo, entre k =0e k=N —1,
vem:



2 - continuacao

. N—-1 +o0 or
X(e*) ak Z 276 <w — kﬁ - 27T€> =

k=0 {=—00
N—-1 +4o0 o

= 27Tak5<w—k—27r€>
k=0 f=—00 N

para cada valor de k (de 0 a N — 1), temos uma sequéncia de
impulsos, todos de igual valor 2way, e periddicos de periodo 27.
Assim sendo, em vez de estender essa periodicidade com o indice
£, basta deixarmos o indice k percorrer valores de —oco a +00 e
expressar X(e/*) na forma



2 - continuacao

Z 27rak5(w—kN>

k=—o00
representando desta forma a mesma sequéncia de impulsos,
repetindo o padrdo de coeficientes 2mway.



Exemplo 5.5

Seja o sinal periddico

1 . 1 .
x[n] = cos(won) = §e/°’°" + ieﬁ“’o"

com wp = %” Determine a transformada de Fourier X (/).



Exemplo 5.6

Seja a sequéncia de impulsos unitérios

+o0
x[n]= Y 8[n—kN].

k=—00

Determine a transformada de Fourier X (e/*).



3. Propriedades da transformada de Fourier em tempo

discreto

Muitas das propriedades das transformadas de Fourier em tempo
discreto tém demonstracbes cujos passos sao os directos
correspondentes do caso do tempo continuo. Concentramo-nos nas
que apresentam maiores diferencas. A totalidade das propriedades
de interesse estao apresentadas na tabela 5.1.



Notacao

Com x[n] aperiédico em n, F{x[n]} = X(e/*) é periédico com
periodo 2.

Entao
x[n] = FHX(@)}  ou  x[n] <= X()
e também

vl = FHY (@)} ou  yln] T (V)



Propriedades da transformada de Fourier em tempo

discreto

1) Linearidade:

ax[n] + b y[n] < X(&) + b Y(e*).

2) Desvio temporal:

x[n — ng] L edwno X ().



3 - continuacao

3) Desvio na frequéncia:

&on x[n] Lo X())

4) Conjugacao complexa:

x*[n] <L X*(e¥)

5) Inversao temporal:

x[-n < X(e ).



3. - continuagao

6) Expansao temporal:

x[n/k], n= miltiplo de k
F ik
X(kyln] = o X(@R)
0, n # multiplo de k

7) Convolugao:

x[nlxyln] I X(¥) Y(&¥)

8) Multiplicagdo:

sl yn] <L % /2 X(e?) Y(e/~0))dp



3 - continuacao

9) Diferenciacdao no tempo:

X =xn—1 L (1—e ) X(e¥)

10) Acumulagdo (“integragdo”):

Sk L X()
k=—oc0

11) Diferenciagao na frequéncia:

. d i
n x[n] Z, J%X(ef)



3 - continuacao

12) Simetria da Conjugacdo para sinais reais:

x[n] e R N

(X(e%) = X*(e™I*)
R{X(e/)} = R{X(e )} (par)
I{X ()} = —S{X(e )} (impar)

[X(e")] = [X(e7*)| (par)

arg{X (&)} = —arg{X(e™*)} (impar)



3 - continuacao

13) Simetria para sinais reais e pares:

x[n] real e par <, X (/) real e par

14) Simetria para sinais reais e impares

x[n] real e impar N X(e/*) imaginario puro e impar



3 - continuacao

15) Decomposicao de sinais reais em componentes par e
impar:
xe[n] = Evix[n]} <5 R{X(e)}
x[n] e R
xoln] = Od{x[n]} <= jS{X(el)}

16) Relacao de Parseval para sinais nao periédicos:

+oo
S x[n]? = ;Tr/% X()]? du.

n=—0o0



continuacao

Vejamos alguns detalhes das propriedades da transformada de
Fourier em tempo discreto:

e 1) Linearidade

Se
xl[n] <i> Xl(ef“’) e x2[n] <i> Xz(ef“’)

entao

a xi[n] + b xz[n] JLa Xl(ejw) +b XZ(ejw)



3 - continuacao

2) Periodicidade na frequéncia w

A transformada de Fourier em tempo discreto X (e/*) é sempre
periédica com periodo 27:

X (eﬂw”ﬂ)) = X(e*)

(em contraste com a transformada de Fourier em tempo continuo).



3 - continuacao

3) Desvio no tempo e na frequéncia

Se - ‘
x[n] <= X(&Y)

entao:
f _ .
@ a) x[n—ng] —— eI X(eV)
° b) e/won x[n] — X(e/(w WO))

Provemos!



Exemplo 5.7

Suponhamos um filtro ideal passa-baixo, com frequéncia de corte
em wc. Vem entdo para a fungdo de transferéncia Hy,(e/*)

O que conclui relativamente & periodicidade de Hy,(e/*)? Indique
as baixas frequéncias.



4. Conjugacao e simetria de conjugacao

Se x[n] <2+ X(e/*) entdo
x[n] <5 X*(e7)

e, além disso, se x[n] € R, entdo X(e/¥) = X*(e™*) e este dltimo
resultado implica que

R{X(e/*)} é par em w
I{X(e/*)} é impar em w
[{X(e)| éparemw
arg{X(e&/*)} ¢é impar em w
e que
{Ev{x[n]} < RX()}
Od{x[m} = j ${X(e")}



5. Diferenciacdo e acumulagao

S&o as propriedades correspondentes a derivagdo e a integracdo
para sinais em tempo continuo.

Ora, dado um sinal qualquer x[n] REiN X(e/*), sabemos (pela
propriedade do desvio temporal) que
_ T, e—iw(1) jw) — W jw
x[n—1] < e X&) = e ¥ X(eY).
Portanto, a operacao de primeira diferenca ou diferenciacao
simples corresponderd a transformada de Fourier tal que

X[ —x[n—1] <>  (1—e9¥) X(e).



5. Diferenciacdo e acumulacao - continuacao

n
Seja agora o sinal y[n] = Z x[m]. Entdo

m=—0o0
yln] = y[n = 1] = x[n]
o que leva a suspeitar que

X(e*)

"U . - ~
YY) = 1 oo Porinversdo.

Contudo, este resultado estd incompleto e é

n

+0o0

F 1 . .

ylnl= Y x[m] <> mX(e’“’)—HTX(eJO) > d(w—2mk)
m=—o0 k=—o00

a semelhanc¢a do resultado correspondente para sinais em tempo

continuo.



Exemplo 5.8

Calcular a transformada de Fourier X(e/*) do escaldo unitario
x[n] = u[n],
sabendo que
gln] =d[n < G(é¥)=1

e usando a propriedade da acumulagao.



6. Inversao temporal

Sejam

x[n] <L X(e®) e y[n] < Y(*) com y[n] = x[-n].
Temos entdo
+o0o +o0

Y()= D ylnle "= Y x[—n] e Sen
e efectuando a substituigdo m = —n, vem
Y()= > x[m]eem
m=-+o0

o que implica que

+oo
Y(e)= Y xm] e M= X(eF) L x[-n].

m=—0o0



7. Expansdo temporal

Em tempo continuo obtivemos

x(at) < 1X<jw>

lal ~\a

Procuramos o seu correspondente em tempo discreto, para um
qualquer sinal x[n].

© N3o podemos simplesmente comecar por multiplicar o tempo
n, aqui discreto, por um nimero qualquer a (de modo a ter
x[an]), porque o argumento de x[ ] terd de ser um nimero
inteiro e an nao o, é em geral.

© Mesmo se impusermos a inteiro, por exemplo a = 2, o Unico

resultado seria o de tornar os valores de x[n] em instantes
pares, somente.



7. Expansao temporal - continuacao

O que faremos, entdo, serd alargar o sinal original x[n] mas

inserindo zeros nos instantes discretos que n3o forem “atingidos”
pelo argumento, como no exemplo seguinte:

Consideremos agora x3[n]



7. Expansao temporal - continuacao

Em x(3)[n] sdo inseridos dois zeros entre dois valores sucessivos do
sinal original.

Faremos isso definindo o sinal expandido temporalmente da
seguinte forma:

(] x[n/k], se n= rk, isto é, se n é miltiplo de k
xln] =
(k) 0 se nZ rk, isto é, se n n3o é mdltiplo de k

Consequentemente, com n = rK (r inteiro),

+oo +oo
X(k)(ejw) e Z x(k)[n] e v = Z X(k)[rk] e Jwrk,

Mas como x[rk] = x[rk/k] = x[r], vem

+oo
Xy(2) = > x[r] e 7k = x().

r=—oo



Observacao

Isto é€,
spln] < X ().

O resultado anterior leva a que o alargamento de um sinal x[n] de
um factor k no tempo discreto n leva a sua concentracdo de um

factor k na frequéncia w, ja que onde estava e/ passa a estar
efkw.



Exemplo 5.9

Sejam os sinais x[n] e y[n] relacionados pela igualdade

x[n] = y2)[n] + 2y(2)[n — 1]

onde
}/(2)[”] _ {y[n/2], n par

0, n impar

sendo

1, n=0,1,2,3,4
yln] =
0, c.c.

Determine X(e/¥).



8. Diferenciacdo na frequéncia

+oo
Seja x[n] <~ X(e*)= " x[n] e ", Entdo
.w _['_m )

00 )
= Y (inxln]) e =

= F{—jn x[n]}
donde J X( el
XD Fn g,
ou seja, '
n x[n] > jd X(e™)

dw



9. Relacao de Parseval

A semelhanca do que acontece para sinais em tempo continuo,
também aqui se tem

—+00

> el =5 [ X&) do.

n=—0o0

com uma demonstracdo semelhante aquele caso. Também aqui, a

interpretacdo fisica é a mesma, os dois termos acima representam a
energia total contida no sinal x[n], que também é, portanto, dada

pelo integral da sua transformada de Fourier em médulo quadrado
dividida por 27 sobre um intervalo 27 de frequéncias distintas.



9. Relacao de Parseval - continuacao

Também aqui

1 ,

* 5 }X(ef‘")‘2 é a densidade espectral de energia do sinal x[n].
7r
1 2 2 (o ,

oy E |x[n]|= = E |ak|~, para séries de Fourier de

n=<N> n=<N>
sinais periddicos em tempo discreto.



Exemplo 5.10

Seja x[n] um sinal cuja transformada de Fourier X(e/*) é dada
pelos graficos

Usando as propriedades da transformada de Fourier de um sinal
(aperiddico) em tempo discreto, determinar se x[n] é periddico,
real, par e se tem energia finita.



A TRANSFORMADA de FOURIER em TEMPO
DISCRETO

Maria do Carmo Martins

Abril de 2009



§4. A propriedade da convolucao

Vimos no Capitulo dedicado a transformada de Fourier de sinais
em tempo continuo, que se h(t) for a resposta de um SLIT ao
impulso unitdrio §(t), entdo a resposta do mesmo SLIT a um
qualquer sinal x(t) serd dada por

Y(jw) = H(jw) X(jw),
sendo

+oo
y(t) = / x(7) h(t — 1)dT

—0o0

a convolugdo de x(t) com h(t).



Teorema

Também aqui, em tempo discreto, temos resultado idéntico:

Teorema:
Se h[n] é a resposta do SLIT ao impulso unitario, entdo

y[n] = x[n] * h[n]

com

Y (&™) = X(e) H(e)
sendo

Y() = TF{y[nl}, X(¢*) = TF{x[n]}, H(e)= TF{h[n]}.



Exemplo 5.11

Seja um SLIT com resposta ao impulso unitdrio dada por
h[n] = é[n — ng].

Determine y|[n].



Exemplo 5.12

Consideremos novamente um filtro passa-baixo ideal, em tempo
discreto com uma resposta na frequéncia H(e/*) dada por

Determine h[n].



Exemplo 5.13

Seja um SLIT com
h[n] = " u[n], com |a| <1
e também

x[n] = 8" u[n], com |B] < 1.

Determine y[n].



Exemplo 5.14

Determine a resposta na frequéncia de um filtro, com um sinal de
entrada x|[n] e de saida y[n], dado pelo diagrama

onde ng(ej“’) = Hiow pass,(e’lw) representa a resposta na frequéncia
de um filtro passa-baixo ideal, com ganho unitario entre as

frequéncias de corte —7 e 7, e ganho nulo nas outras frequéncias.
Determine H(e/*).



Observacao

Tal como em tempo continuo, também em tempo discreto haverd
SLIT s sem resposta na frequéncia, isto é, com sinais de saida que
n3o sdo finitos e cujas fungdes de transferéncia H(e/*) divergem;
tal é o caso em que h[n] = 2" u[n] com sinais de entrada
sinusoidais.

Contrariamente, para SLIT “s estdveis existird a funcdo de resposta
na frequéncia, H(e/*), e a correspondente resposta ao impulso
unitdrio, h[n], serd absolutamente somavel, isto é

—+00

Z |h[n]| < oo.

n=—oo

Quando um SLIT for tal que h[n] ndo possui T. F., isto é, ndo
existe H(e/*), recorre-se entdo a transformada-z em vez da
transformada de Fourier (isto em tempo discreto) - em tempo
continuo seria a transformada de Laplace.



§5. A propriedade da multiplicacao

Consideremos a multiplicagdo de dois sinais xi[n] e xz[n]:
xa[n] xe[n] = y[n].
Queremos Y (/%) em termos de Xj(e/*) e Xo(e/*). Ora,

Y(e) = TF{y[n]} =
+oo

=) -

n=—0o0

+oo

= Y xaln] x[n] e /<"

n=—0o0

1 o
onde xi[n] = 2/ X1(e/)e?7d, pelo que
T Jor



§5. A propriedade da multiplicacao - continuacao

+o0
(e = Y xz[n]{;r/2 xl(eJ@)eJ‘)"de}efw":
1 =

=5 . X1(e?) { Z xz[n]e_j(“_e)”} df =

n=—o0
1

= — [ Xy () Xo(/“=D)do
27 o

ou seja, Y(e/*) é dada pela convolugdo periédica de Xi(e/) com

X2(e/*) - periddica porque o integral respectivo é sobre um

intervalo finito 27, e n3o de —oco a +o0.



Exemplo 5.15

Sabendo que x[n] = x1[n] x2[n] onde
sen(nm/2) _ sen(3mn/4)
e x[n =—"—"—"-,

Xl[n]: ™n ™n

determine X (e/*).



§7. Dualidade

(i) Na série de Fourier em tempo discreto

Recordamos o par de Fourier para sinais periédios em tempo
discreto do Capitulo 3

x[n]: Z ax ejkwon: Z K ejk(27r/N)n

k=<N> k=<N>
1 _ 1 .
ag = N Z x[n]e Jkwon _ N Z x[n]e Jjk(2m/N)n
n=<N> n=<N>
ou seja,
S.F

x[n] &= a.



(i) Na série de Fourier em tempo discreto - continuagdo

Suponhamos agora duas sequéncias periddicas f e g, ambas de
periodo N, e relacionadas por

1 .
_ —jr(2m/N)
flm] = N > glle m,
r=<N>
Podemos trocar as letras dos indices: m = k, r = n e escrever
— 1 —jk(2w/N)n
flkl =4 > glne” .
n=<N>

Comparando com a express3o geral dos coeficientes ay, concluimos
que os f[k] correspondem aos coeficientes da série de Fourier do
sinal g[n]:
S.F.
gln] == f[k].



(i) Na série de Fourier em tempo discreto - continuagdo

Mas, em contrapartida, fazendo agora m = ne r = —k, vira

= j n —k ik(2m n
=% 3 el-k Heimn— 3 «‘»’[,V]e,k(z m

k=<N> k=<N>

0 sl | dos coefici
que mostra que =g~ assume o papel dos coeficientes ax na

expansdo em série de Fourier de f[n]:

fi &5 S sk

Combinando as duas relacGes, tem-se

gl &5 fK e fln &5 %g[—k].

Consequentemente, e tal como no caso continuo, toda a
propriedade da série de Fourier em tempo discreto tem uma
propriedade dual.



(i) Na série de Fourier em tempo discreto - continuagdo

Por exemplo, (ver tabela 3.2)

x[n— o) SF ay e Jk@r/Nmo ¢ ejm(27r/N)nX[n]£> A

sdo propriedades duais.

Outro exemplo da mesma tabela:

Z x[r] y[n—r] 25 N ay by
r=<N>

xlylnl 25N abey

{=<N>



Exemplo 5.16

Seja o sinal x[n], de periodo N =9, dado por

1 sen(5mn/9)

“sen(znfo) » 17 miltiplo de 9

©

x[n] =

oo

, n = multiplo de 9

Recorrendo a dualidade, determinar os coeficientes da expansdo em
série de Fourier de x[n].



(ii) Dualidade entre a transformada de Fourier em tempo

discreto e a série de Fourier em tempo continuo

Para a transformada de Fourier em tempo discreto, temos o par de
relacoes

X(e) =512 x[n] ed«n

n=—oo

{x[n] =L [,_X(e¥) & dw

e para a série de Fourier em tempo continuo,

X(t) = Zr(:).ioo ak eikwot
ak = 1 [;x(t) e keotdt

E clara a semelhanca entre os dois somatdrios, por um lado, e
entre os dois integrais, por outro. Por exemplo, podemos olhar
para a expressido de X(e/*) como a série de Fourier de X(e/*),
periddica com periodo 27w em w, cujos coeficientes sdo dados pela
expressdo de x[n] acima.



Exemplo 5.17

Recorrendo a dualidade, determine a transformada de Fourier
X(e/) em tempo discreto do sinal

sen(mn/2) '

X[l = mn



§8. Sistemas caracterizados por equacdes as diferencas,

lineares e de coeficientes constantes

Como ja vimos, um equacdo as diferencas linear e de coeficientes
constantes, relacionando o sinal de entrada x[n] com o de saida,
y[n], de um SLIT em tempo discreto, é da forma

N M
D awyln—Kl=> bexin— K.
k=0 k=0

Um exemplo serd y[n] — a y[n — 1] = x[n], que estudaremos a
seguir.

O objectivo agora, a semelhanca do que ja fizemos atrds em tempo
continuo, é determinar uma expressao para a resposta na
frequéncia H(e/*), em fungdo dos coeficientes ay e by acima.



§8. Sistemas caracterizados por equacdes as diferencas,

lineares e de coeficientes constantes - continuacao

Ora, do teorema da convolucdo sabemos que
se y[n] = x[n] = h[n] entdo Y (&)= X(e) H(/*).

Desta ultima igualdade vem H(ej“’) = ;g::g precisamos portanto
de saber Y (/) e X(e/). Mas, usando as propriedades da

linearidade e do desvio temporal

N M
Zaky[n—k]:Zbkx[n—k] L

. Z ax ey () Z by e R X ().
k=0 k=0



§8. Sistemas caracterizados por equacdes as diferencas,

lineares e de coeficientes constantes - continuacao

Donde,

M
§ bk e—jkw
k=0
N
2 :ak e—ka
k=0

um quociente entre dois polindmios na variavel e /%,

Y(e)

X(e/*) = H(e)



Exemplo 5.18

Seja o SLIT caracterizado pela equagdo as diferengas
y[n] —ay[n—1] = x[n], com |a] < 1.

Determine H(e/*).



Exemplo 5.19

Seja um SLIT ao qual corresponde a equagdo
3 1
ylnl = 2yln =1+ gyln — 2] = 2x[n].

Determine H(e/*).



Exemplo 5.20

Seja o SLIT do exemplo anterior mas especificando x[n]

ol = Syt — 1+ gyl -2 = (3) el

Determine y|[n].
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