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Distancia entre dois pontos

Dados a, b € R, define-se a distancia entre a e b por

d(a,b) =]a—b| = |b— 3

)
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Vizinhanca

Sendo a€ R e § € R™, chama-se vizinhanca § de a, ao intervalo
aberto de centro em a e raio 0. Representa-se por Vs(a) ou V(a; )

Vs(a) = {xeR:|x—a|] <d}
= {xeR:a—0<x<a+/d}
= Ja—4d,a+ [



Observacdo 1- Tipos de intervalos

Os intervalos de R s3o da forma:
e |a, bl;
e |a, bl;
e [a,bl;
@ [a,b]; coma<b

- OO,a[;

- OO,a];

e 66 o6 o
— e e e
—

b, +00
b, 40

—

| —ow,+o[=R



Ponto interior

Definicao
Seja A c R. Diz-se que x € A € ponto interior de A se, e s6 se,
existe uma vizinhanga de x contida em A.

Ao conjunto de todos os pontos interiores de A, chama-se interior
de A e representa-se por int A ou A. Simbolicamente

xeintA < JheRT: Vy(x) cA

< Jdh>0: |x—hx+hcA




Observacao 2

Por definicdo, os pontos interiores de um conjunto A sido elementos
de A, isto é,
xX€eintA = xeA,

ou seja, verifica-se a relacdo de inclusdo

int A c A.

Na prética e atendendo a Lei da Conversao se x ¢ A, entdo
x ¢ int A. Deste modo, ao determinar os pontos interiores de um
conjunto A basta averiguar somente os elementos de A.
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Exercicio 1

Determine o interior de [ = |2,5].



Exercicio 2

Seja A = {x1,x2, "+ ,Xn} um conjunto finito. Determine o interior
de A.



Observacao 3

Complete:

@ Se A é finito, ent3o int A =

@ SeintA , entdo A é infinito.



Observacao 4

Note-se que sendo A um conjunto infinito o int A poderd ser ou
nao o conjunto vazio.
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Exercicio 3

Determine o interior de Q.
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Exercicio 4

Determine o interior dos seguintes conjuntos:
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Conjunto Aberto

Definicao

Um conjunto A c R, diz-se aberto se, e s6 se, int A= A.

Nota: O conjunto vazio é um aberto de R.

13/53



Exercicio 5

Verifique se os seguintes conjuntos s3o abertos de R:

a) [a, b];
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Exercicio 6

Mostre que todo o subconjunto unitdrio de R n3o é um aberto de
R.
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Exercicio 7

Mostre que se A; e A sdo abertos de R, entdo A; N Az é um
aberto de R.
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Teorema 1 - Propriedades dos Abertos de R

@ A interseccdo de um nimero finito de abertos é um aberto.

@ A reunido de um numero finito ou ndo de abertos de R é um
aberto de R.

© R e F sdo abertos de R.
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Observacao 5

Vimos que a interseccdo finita de abertos é um aberto. Vejamos,
através de exemplos, que a interseccdo infinita de abertos pode
ndo ser um aberto.
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Exercicio 8

Considere a interseccdo infinita

Averigue se é um aberto.
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Exercicio 9

Considere a interseccdo infinita

B:ﬂ]—n,n[.

neN

Averigue se é um aberto.
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Exercicio 10

Verifique se o complementar, em R, de um conjunto finito
X = {X1?X27 e aXn}v

com x; < xo < +++ < X, € um aberto de R.
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Exercicio 11

Mostre que R\Z é um aberto.



Conjuntos Fechados

Definicao

Seja Ac R. Um ponto a € R € ponto aderente de A se existe
uma sucessio (x,) de elementos em A, convergente para a (ou,
quando a for limite de uma sucessdo (x,) de elementos em A).

Ao conjunto de todos os pontos aderentes a A, chamamos
aderéncia ou fecho de A e representa-se por A ou ad A.
Simbolicamente

xead A < dx,€A VneN:limx, = x.
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Observacao 6

Se x € A, entdo x € ad A, ou seja

A c ad A.
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Seja A = |0, 4+0c|. Mostre que 0 € ad A.
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Teorema 2

xe€ad A < VheR", Vyx) n A%
& Vh>0, |[x—hx+hnA#J
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Exercicio 13

Determine a aderéncia de |a, b|.
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Exercicio 14

Seja A = {x:x = 1 ne N}. Determine a aderéncia de A.
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Determine a aderéncia dos seguintes conjuntos:
a) {a};

b) [a, +o0[;
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Conjunto Fechado

Definicao

Um conjunto F c R diz-se fechado se, e sé se, F = ad F.
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Verifique se os seguintes conjuntos sdo fechados:
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Observacao 7

Os conceitos de aberto e fechado n3o sdo contrérios, isto é, o facto
de um conjunto ndo ser aberto n3o implica que seja fechado, e
vice-versa. Em suma, dado um conjunto A c R este podera ser:

@ aberto e fechado; por exemplo

@ aberto e n3o fechado; por exemplo

@ nao aberto e fechado; por exemplo

@ n3o aberto e n3o fechado; por exemplo
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Teorema 3

Seja F c R. F é fechado se, e sé se, o CgxF é aberto de R.
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Teorema 4 - Propriedades dos Fechados

Q@ R e ¥ sdo fechados de R.

@ A reunido de uma familia finita de fechados de R é um
fechado de R.

@ A intersec¢do de uma familia (finita ou infinita) de fechados
de R é um fechado de R.
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Observacao 8

A reunido de um nimero infinito de fechados pode n3o ser um
fechado.
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Considere a reunido infinita de fechados

C= U[ 1+f 1—,17]

neN

Verifique se é um fechado.
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Considere a reunido infinita de fechados

Verifique se é um fechado.
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Teorema 5

A aderéncia de todo o conjunto X < R é um fechado.
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Ponto de Acumulacao

Definicao

Sejam Ac R e x € R. Diz-se que x é ponto de acumulacao de A
se, e s6 se, qualquer intervalo aberto centrado em x contenha
algum ponto de A distinto de x.

Ao conjunto de todos os pontos de acumulagdo de A, chamamos
derivado de A e representa-se por A’. Simbolicamente

xeA o Vh>0,]x—hx+h\{x} n Az
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Seja A = {x: x = 1, ne N}. Determine o derivado de A.
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Observacao 9

Note-se que se x € A’, x pode ou n3o pertencer a A, dai que
Ad A" e A ¢ A. Todavia, podemos afirmar que A’ c ad A.
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Determine o derivado de cada um dos conjuntos:

a) |a, b[;
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Teorema 6

Seja A R. A aderéncia de A é a reunido de A com o seu
derivado, isto §,
ad A=AUA.
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Ponto Isolado

Definicao

Seja A< R. Diz-se que x € A € ponto de isolado de A se, e s6
se, x ndo é ponto de acumulacdo de A. Simbolicamente

x € ponto isolado de A < 3h>0,|x —hx+ h n A= {x}

Nota: N3o ha notacdo especifica para indicar o conjunto dos
pontos isolados de A. Por esta razao, escreve-se:

{x : x é ponto isolado de A} = - --
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Determine os pontos isolados de:
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Ponto Exterior

Definicao

Sejam Ac R e x € R. Diz-se que x € ponto exterior a A se, e s6
se, x é ponto interior do complementar de A.

O conjunto dos pontos exteriores de A, chama-se exterior de A e
representa-se por ext A. Simbolicamente

xeEextA & xeint (RA
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Seja A =]2,5]. Verifique se:

a) YeextA

b) 2 € ext A.
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Determine o exterior de:

a) Z;

b) Q.
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Ponto Fronteiro

Definicao
Sejam Ac R e pe R. Diz-se que p é ponto fronteiro de A se, e

so se, qualquer intervalo aberto centrado em p contém pelo menos
um elemento de A e outro do CrA.

O conjunto dos pontos fronteiros de A, chama-se fronteira de A e
representa-se por fr A. Simbolicamente

pefrAs YheRY, WVip)nA#G A Vilp)n RA# I

v
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Observacao 10

Seja A < R. Ent3o:
@ adA=intA u frA
e int AcC A;
e Ac ad A;
o Al c ad A;

e ad A=AUA.
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Exercicio 24

Determine o interior, a aderéncia, o derivado, o exterior, a fronteira
e o conjunto dos pontos isolados de cada um dos conjuntos:

a) A={-1,3} u[0,2];
b) C={xeR:x =1 neN}

c) B=]—,3]u {5}
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Classifique em aberto e/ou fechado os seguintes conjuntos:

c) A={-5,—-4}u[-3,8];

d)B =]—1,0[ u {3} U[1,+oo[.
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Limites de funcdes reais de varidvel real

Maria do Carmo Martins

setembro de 2013



Definicao

Seja f : X = R, uma fungdo com valores reais, definida num
subconjunto X < R e seja a e R um ponto de acumulagio de X ,
isto €, a€ X'. Diz-se que o nimero real { € o limite de f(x)
quando x tende para a, e escreve-se

lim f(x) =/

X—a
se, e so se, para cada numero real € > 0, dado arbitrariamente,
existe 6 > 0 ( ) de modo que |f(x) — | < e
sempre que x € X e 0 < |x — a| < 0. Simbolicamente:

lim f(x) =0 <

X—a

&Ve>030>0,VxeX,0< |x—a|<d = |f(x) —{] <e.

~



Observacoes

@ De acordo com a definicdo anteriormente dada, sé tem
sentido escrever lim f(x) = ¢ quando a é ponto de
X—a

acumulag¢do do dominio da fun¢do f.

@ Ao considerarmos o limite lim f(x) = ¢ n3o exigimos que o

X—>

a
ponto a pertenca ao dominio da funcdo f. Nos casos mais
interessantes de limite, tem-se que a ¢ X.

@ Mesmo que se tenha a € X, a afirmagdo lim f(x) = ¢ nada
X—a

diz respeito do valor f(a). Ela descreve apenas o

comportamento dos valores f(x) para x préximo de a, com

x # a. Explicitamente é possivel ter-se lim f(x) # f(a).
X—a



Exercicio 1

Prove, pela definicdo de limite segundo Cauchy, que:

a) lim (5 — 2x) = 3;

lim
x—1

b) lim (4x — 1) = 11

x—3



Ponto de Acumulacdo a Esquerda e a Direita

Sejam X c R e ae R. Diz-se que:
@ a é ponto de acumulacdo a direita e escreve-se a € X' se, e
SO se,
Vh>0, X n]a,a+h] #

@ a é ponto de acumulagdo a esquerda e escreve-se a € X'
se, e SO se,

Vh>0, X nJa—ha #




Limite lateral a direita segundo Cauchy

Sejam X c R, f : X > R e ae X|. Diz-se que £ ¢ limite a
direita de f(x) quando x tende para a ou / é limite lateral a
direita de f(x) quando x tende para a e escreve-se

lim f(x) =4

x—at

se, e sb se,

Ve>0 36>0; Vxe X, xe |a,a+d] =|f(x)—{ <e
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Limite lateral a esquerda segundo Cauchy

Sejam X c R, f: X > R e ae X_. Diz-se que £ é limite a
esquerda de f(x) quando x tende para a ou / é limite lateral a
esquerda de f(x) quando x tende para a e escreve-se

lim f(x) =4

X—a
se, e sb se,

Ve>0 36>0; Vxe X, xe Ja—d,a] =|f(x)—{ <e



Teorema 1

Sejam X c R, f: X > R e ae X'. Entdo lim f(x) =/ se, e s6

X—a
se, existirem e forem iguais a £ os limites laterais

lim f(x) e lim f(x).

x—at x—a~



Teorema 2 - Unicidade do limite

Sejam X c R, f: X > Reae X' Se

lim f(x) = {4 e lim f(x) = o,

X—a X—a

entao

b = 0.



Teorema 3

Sejam

o X c R,

ef: X—>R e

e ac X.
Dado Y < X tal que a€ Y, seja g = f|y.
Se )I(ina f(x) = ¢, entdo

lim g(x) = ¢.

X—a
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Teorema 4

Sejam
e X c R,
o f: X—->R e
e ac X.
Se existir lim f(x), entdo f é limitada numa vizinhanga de a, isto

x—a
p
€,

JA>0: VxeX,30>0: 0< [x—a| <d=|f(x)] <A

11 /47



Teorema 5 - (Enquadramento)

Sejam X c R, f,g,h: X - R e ae X'. Se para todo x € X\{a},
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Teorema 6

Sejam X c R, f,g: X >Reac X' Se

o limf(x)=L e

X—a

o limg(x)=M comlL <M,
X—a

entao

3>0: VxeX,0< |x—a| <d=f(x)<gx).
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Corolario 1

Se
lim f(x) =¢ com />0,

X—a

entdo existe uma vizinhan¢a de a que n3o contém a onde f é
positiva, isto é

36>0: VxeX,0<|x—al<d=f(x)>0.
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Corolario 2

Se

e f(x) < g(x) para todo x € X\{a} e
e limf(x) =1L, limg(x) =M,

X—a X—a

ent3o
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Teorema 7- (Propriedades dos limites)

Sejam X c R, f,g: X > R e ae X tais que

limf(x) =¥¢; e limg(x)=/0¢ com /{1,0leR.

X—a X—a

Entao:

a) lim [f(x) £ g(x)] = ¢1 £ {a;

X—a

b) lim [f(x)g(x)] = ¢1.0;

X—a

. fx)y 1
c) Se l # 0, entdo )|<I_r’{13 (g(x)) =5
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Teorema 7- (Propriedades dos limites (continuag3o))

d) lim €/f(x) = €/¢, desde que a expressio tenha significado;

X—a

e) lim [kf(x)] = k lim f(x) = kf; com k e R;

X—a X—a

f) Se lim f(x) = 0 e existir A > 0 tal que |g(x)| < A para todo
x € X\{a}, entdo

mesmo que 3 lim g(x).
X—a



Teorema 8 (Critério de Cauchy para fungdes)

Sejam X c R, f : X > R e a€ X'. Entdo existe lim f(x) se, e s6
X—a
se,

Ve>0,30 >0:Vx,ye X,0< |x—a|<§0<|y—al<di=
= [f(x) = fy)] <e

Observacao:
Note-se que este critério ndo nos indica o valor de lim f(x), mas

X—a
apenas a sua existencia.
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Teorema 9 - (Limite de uma fun¢do composta)

Sejam X, YcR, f: X >R, g: Y —>Rcom f(X) c Y. Sejam
aeX e beY' nY.Se

lim f(x)=b e limg(y)=rc,
X—a y—b

entao

lim g (f(x)) = ¢, desde que ¢ = g(b).

X—a
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Exercicio 2

Recorrendo ao limite da funcdo composta, calcule:

a) lim (1 + cos x)3secx
X—>%
b) lim Vx =8
x~>64\?’/7—4
2 _ 23 1
c) lim X VX
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Funcgdo crescente e fungdo decrescente (revisdo)

Seja f: X > R com X < R. Diz-se que:
@ f é crescente se

Vx,ye X: x <y = f(x) < f(y)
e f é crescente em sentido lato se

Vx,yeX: x<y=f(x) < f(y)
o f é decrescente se

Vx,ye X: x <y = f(x) > f(y)
o f é decrescente em sentido lato se

Vx,yeX: x<y=f(x)=f(y)
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Limites no infinito, infinitos e infinitos no infinito - resumo

limites <

lim f(x)=14¢
X—>~+00
No infinito { lim f(x) =¢
X—>—00
lim f(x) = +o0
Infinitos < lim f(x) = —
X—a

limites laterais

lim f(x) =+
X—>—+00
lim f(x)

X—>—00

Infinitos no infinito

-+

©¢]



Limites no infinito (quando x — +)

Definicao
Seja X < R néo limitado superiormente. Dada a fungdo
f: X > R, escreve-se

lim f(x) = ¢,

X—400

quando o nidmero real { satisfaz a seguinte condicdo:

Ve>0 IM >0:Vxe X, x > M= |f(x) —{| <e.
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Limites no infinito (quando x — —)

Definicao
Seja X < R ndo limitado inferiormente. Dada a funcdo f : X — R,

escreve-se
lim f(x)=1¢,

X—>—00

quando o ndmero real ¢ satisfaz a seguinte condi¢3o:

Ve>0 IM>0:Vxe X, x < —M = |f(x) — | <e.
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Exercicio 3

Calcule os seguintes limites:

a) lim =
X—400 X
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Limites infinitos

Sejam X c R, f : X - R a€ X'. Diz-se que lim f(x) = 400
X—a

quando, para todo A > 0 dado, existe ) > 0 tal que
0<|x—a|l<dxeX, entdo f(x)> A. Isto é

lim f(x) = +0 <

X—>a

SVA>0, 30>0:VxeX,0< |x—a|<d=f(x) > A
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Limites infinitos

Sejam X c R, f : X - R a€ X'. Diz-se que lim f(x) = —o0
X—a

quando, para todo A > 0 dado, existe ) > 0 tal que
0<|x—a|l <d,xeX, entio f(x) < —A. Isto é

lim f(x) = —0 <

X—a

SVA>0, 30>0:V¥xeX, 0<|x—a| <= f(x) < —A
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Exercicio 4

Calcule os seguintes limites:

2) lim, a2

. -1
0 im oe
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Limites laterais - definicao

lim f(x) =+w <

x—at

SVA>0,30>0:Vxe X, xela,a+d[=f(x) > A

lim f(x) = +0 <

X—a~
&S VA>0,30>0:Vxe X, xela—4,a[= f(x) > A
lim f(x) =—-w <
x—at
SVA>0,30>0:Vxe X, xela,a+d[=f(x) < —-A
lim f(x) =—w <
X—a~

SVA>0,30>0:Vxe X, xela—4,a[= f(x) < —A
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Exercicio 5

Calcule os seguintes limites:

1
a) lim

x—at X — a
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Limites infinitos no infinito

lim f(x) =40 <
X—>+00

SVA>0,IM>0:¥xe X, x>M=f(x)> A

X——

Iim00 f(x) = +0 <
SVA>0,IM>0:Vxe X, x<-M=f(x)>A

L f) = —o e

SVA>0,IM>0:¥xe X, x> M= f(x) < —A
xﬂToo f(x)=—0 <

SVA>0,IM>0:Vxe X, x < -M= f(x) < —A
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Exercicio 6

Calcule os seguintes limites:

a) lim €~
X—>+00

: k
b) xﬂToo x* (keN)
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Calculo de limites - regras praticas

Sejam P(x) e Q(x) dois polinémios na varidvel x. Para calcular

jim L)
x—w Q(x)

divide-se ambos os termos de fracdo por x", onde n é o maior grau
dos polinémios P(x) e Q(x).

Exercicio 7 - Calcule

im (2x —3)(3x + 5)(4x — 6)
i
X—>+00 33+ x—1
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Calculo de limites - regras praticas

Observacao:
Este método pode também ser usado, em muitos casos, para
fracGes que contém expressoes irracionais.

Exercicio 8 - Calcule

. X
lim

x—+w /%3 + 10
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Calculo de limites - regras praticas

Se P(x) e Q(x) sdo polinémios na varidvel x e P(a) # 0 ou
Q(a) # 0, entdo o limite

P(x)

ST

€ obtido diretamente.

Exercicio 9 - Calcule

x3+1
m
x—>-1 x2+1
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Calculo de limites - regras praticas

Se P(x) e Q(x) sdo polinémios na varidvel x e P(a) = Q(a) =0,
entdo simplifica-se, uma ou mais vezes, a fracao CPJE g pelo bindmio
X — a.

Exercicio 10 - Calcule os limites

36
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Calculo de limites - regras praticas

As expressoes irracionais reduzem-se, em muitos casos, a forma
racional através da introducdo de uma nova variavel.

Exercicio 11 - Calcule os limites

. oA/ 14+x—1
a) lim ———

x—0 /1 +x—1

b) lim vx=1

x—1 /x —1
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Calculo de limites - regras praticas

Outro método, através do qual pode-se determinar o limite, a
partir de uma expressao irracional, é o transporte da parte
irracional do numerador para o denominador, ou do denominador
para o numerador.

Exercicio 12 - Calcule os limites

a) lim VX —+a

x—a X —a

, coma>0

b) lim 7\3/;_ V2

x—2 X =2
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Diferenca de poténcias de expoente inteiro e positivo

Uma regra que permite uma resolucdo rapida e eficaz de limites da
classe anterior é a diferenca de poténcias de expoente inteiro e
positivo:

Teorema

Com quaisquer a, be R e n e Ny, verifica-se a identidade:

n—1
A" — B = (3— b) 2 an—l—kbk
k=0
Ou equivalentemente,
a"—b"

T ol a2b+an3p% - + b1
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Calculo de limites - regras praticas

Em muitos casos, ao calcularmos limites, utilizamos as regras:

. senx . tgx
lim =1 e lim tex _ 1
x—0 X x—0 X

Exercicio 13 - Calcule os limites

. senbx
a) lim
x—0 X
tg3
b) lim 2%

x—0 X
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Calculo de limites - regras praticas

Ao calcularmos os limites do tipo

lim [p(x)]*)

X—a

onde ¢(x) é positiva numa vizinhanga de a, temos de considerar os
seguintes casos:

@ Se existem os limites finitos
limep(x)=A e limy(x)=8B
X—a X—a
entao

lim [p(x)]"* = A®

X—a

L. ) sen 2x\ 11X
Exercicio 14 - Calcule lim

x—0 X
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Calculo de limites - regras praticas

e Se

o limp(x)=A#1le

x—a
o limy,¥(x) =B, onde0 <A< we —0<B< 4w,

ent3o o cdlculo do limite é feito directamente.

2
1 X
Exercicio 15 - Calcule lim [ ——F
x—40w \ 2x + 1
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Calculo de limites - regras praticas

o(x) =1+ a(x), onde a(x) — 0 quando x — a, e
consequentemente

fim [p()] ) = en e P00~ 00

X—a

onde e é o nimero de Neper.

Exercicio 16 - Calcule os seguintes limites

X
) lim x—1
2 x>+ \ X + 1

1
X

b) lim (1 + sen x)

x—0
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Calculo de limites - regras praticas

@ Em casos que envolvam a funcdo exponencial, podemos
recorrer a regra:

. e6x -1
a) lim
x—0 X
x2
-1
b) lim &
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Calculo de limites - regras praticas

@ Em casos que envolvam a fun¢do logaritmica, podemos
recorrer a regra:

In(1
im A +x)
x—0 X

=1

Exercicio 18 - Calcule:

In(1 + x3
2) lim LX)
x—0 tg3X

b) lim log,4(1 + x)

x—0 X
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Calculo de limites - regras praticas

@ Para o célculo dos limites da classe dos que se seguem, é (til
recorrer ao

lim [log £(x)] = log | lim £(x)|

(sempre que haja significado!)

Exercicio 19

Calcule lim [log(2x + 1) — log(x + 2)]

X—400
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CONTINUIDADE de f.r.v.r.
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Introducao

Vamos agora explorar o conceito de continuidade, um dos mais
importantes e também das mais fascinantes ideias de toda a
Matematica.

Veremos que a definicio matematica de continuidade corresponde
estritamente ao significado da palavra continuidade na linguagem
do dia-a-dia (o processo continuo é aquele que ocorre
gradualmente, sem interrupgdes ou mudangas abruptas).

)
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Func3o continua num ponto

Sejam f : X > R,a€ X' e ae X. Diz-se que f é continua no

ponto a se, e so se,
lim f(x) = f(a)

X—a

(qualquer que seja o niimero positivo € existir 6 > 0, tal que,
sempre que x seja um ponto de X e verifique a condicdo
|x — a| < J, se tenha |[f(x) — f(a)| < ¢).

Assim,
lim f(x) = f(a) &

X—a

&Ve>0,30>0,¥xe X |x—a|<d=|f(x)—f(a)] <e



Observacdo 1

Note que a definicdo de funcdo continua num ponto requer que:
Q@ f(a) esteja definida (isto é, a pertence no dominio de f);

@ lim f(x) exista;

X—a

Q lim f(x) = f(a).

X—a



Func3o continua - ilustracao

Se f for continua, entdo, sobre o gréfico de f, os pontos (x, f(x))
tendem ao ponto (a, f(a)) sobre o gréfico.

YA
\ - /'fy
Jx) : /
aproxima-se T/@ /
de f(a).
|
| TN "
0 B

a

Quando x tende a a,



Observacao 2

@ S6 faz sentido falar em continuidade de uma funcdo num
ponto x = a, quando a € Dy, pois s6 assim existird f(a).

@ f é continua em X se, e s6 se, f é continua em todos os
pontos de X.

© Se a é ponto isolado de X, entdo toda a funcdo f : X —» R, é
continua no ponto a. Em particular, se todos os pontos de X
sdo isolados entdo qualquer funcdo f : X — R é continua.

@ Ao investigar a continuidade de uma fung¢do f num ponto ou
num conjunto, é fundamental ter sempre em conta o dominio
de f.
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Continuidade - Exemplos

Q 7 :7Z — R é continua em Z, pois todo o ponto de Z é ponto
isolado.

Q@ f:N >R é& continua em N.



Exercicio 1

a) Mostre que f(x) = 2x + 1 é uma fungdo continua em R.

b) Sejam m e b dois nimeros reais e f a fungdo definida em R por
f(x) = mx + b. Prove que f é continua em qualquer ponto a € R.



Continuidade lateral

Sejam X c R,f: X > R, xp € X e xp € X". Diz-se que:

© f é continua a esquerda de xj se, e s se,

lim f(x) = f(xo).

x—»xo_

@ f é continua a direita de xj se, e sb se,

Iim+ f(x) = f(xp)-



Observacao 3

© f é continua em Xxp se, e sO se, f é continua a esquerda e a
direita de xg.

@ f é continua em [a, b] se, e sé se,
o f é continua em todos os pontos de ]a, b[;

° Xirng f(x) = f(a);

o lim f(x) = f(b).

x—b—



Descontinuidade num ponto e num conjunto

Sejam X c R, f: X > R, xg € X e xp € X'. Diz-se que:

@ f é descontinua em xj se, e s6 se, f n3o é continua em Xxp.

@ f é descontinua em X se, e sé se, existir x; € X, tal que f é
descontinua em xj.
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Exercicio 2

Estude a continuidade da fun¢do f no ponto x = 3, sendo
f:]0,5] — R tal que

(2, xel0,3]
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Teorema 1

Toda a restricdo de uma fun¢do continua é uma fung¢do continua.
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Teorema 2

Se f: X > R é continua em a, entdo f é limitada numa
vizinhanca de a, isto é existe & > 0 tal que o conjunto
f(Xn]a—4d,a+d[) é limitado.

(f é continuaem a = f é limitada numa vizinhanga de a)
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Teorema 3

Seja f uma fungdo real de varidvel real. Se f é continua em a e se
f(a) # 0, entdo existe § > 0 tal que f(x) tem o sinal de f(a).
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Teorema 4

Seja f uma fungdo real de varidvel real. Se f é continua em a,
entdo |f| é continua em a.
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Teorema 5

Se f,g : X = R sdo fungdes continuas no ponto a € X, ent3o:

Q (f +g) é continua em a.
@ (k- f) é continua em a.
@ (f-g) é continua em a.

Q Se g(a) #0, g é continua em a, com g(x) # 0,Vx € X.

@ <{/f é continua em a desde que f(x) = 0,Vx € X quando p é
par.
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Corolario 1

A fungdo constante f(x) = ¢, com c € R, é continua em R.
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Corolario 2

Se fi,f, -+, f, (n nimero finito) sdo fun¢des continuas em a,
entao

Q@ fi+hHh+---+1f, écontinua em a.

@ fi—fh—---—f, écontinua em a.



Corolario 3

Se f é continua em a, ent3o f" é continua em a, com ne N.
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Corolario 4

Todo o polinémio p(x) = c,x" + cp_1x" "1 + -+ + c1x + ¢y, com
€0,Cl, " ,Cn-1,Cn € R e neN, é uma funcdo continua em R.
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Corolario 5

Toda a func3o racional é continua no seu dominio.

Definicao

@ Uma funcao racional é uma fungio da forma

P(x)
Q(x)

onde P e Q sdo polinémios. O dominio de f é

f(x) =

D={xeR: Q(x) # 0}




Exercicio 3

Seja f a funcdo definida por
x+1, x<5

16—2x
6—x

X>bAX#6

Estude a continuidade de f no seu dominio.
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Teorema 6

Sejam
o f,g: X — R fun¢bes continuas no ponto a € X

e ef(a) <gla),
entdo

existe 6 > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X com
|x —a| <.
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Corolario

Sejam f : X — R continua no ponto a€ X e k€ R uma
constante.

© Se f(a) < k, entdo existe § > 0 tal que f(x) < k para todo
xe X com |x —a| <.

@ Se f(a) > k, entdo existe § > 0 tal que f(x) > k para todo
x€ X com |[x — a| < 0.
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Teoremas 7 - Continuidade da funcao composta

Se a fungdo f é continua em a e g é continua no ponto
correspondente b = f(a), entdo a fungdo g o f é continua em a.
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Exercicio 4

Qual o conjunto onde a fungdo f definida por
f(x) = sen (x> + 1)

é continua?
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Classificacdo de descontinuidades

@ Descontinuidade de primeira espécie: existem os limites
laterais, mas n3o se verifica

lim f(x) = lim f(x) = f(xo).

+ —
X—>X0 X—>X0

Se lim f(x) = lim f(x) # f(xp), diz-se que xp é ponto de
X~>X0+ x%xof
descontinuidade evitavel ou removivel.

e Descontinuidade de segunda espécie: quando lim f(x)

X—)XdF

ou lim f(x) ou ambos ndo existem ou s3o infinitos.
X=X,
0
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Exercicio 5

Considere a funcao real de varidvel real definida por

e x, x=2-2Ax#0

0, X < =2

Conclua que x = —2 é ponto de descontinuidade de primeira
espécie.
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Exercicio 6

Considere a funcdo definida por

1
Trelir X7 0

0, x=0

Qual é o tipo de descontinuidade existente no ponto x = 07
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Exercicio 7

Estude a continuidade da func3o real de varidvel real e classifique
as descontinuidades se existirem, sendo
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Prolongamento por continuidade

Convém recordar que, sendo f e g duas fun¢des com dominios Dy
e Dy, respetivamente, diz-se que g é um prolongamento de f (ou
que f é uma restricdo de g) se, e s6 se, Dr © Dg e, para todo o

x € Dy, verifica-se a igualdade f(x) = g(x).

Nestes termos, convencionaremos dizer que f é prolongével por
continuidade ao ponto a se, e s6 se, existir um prolongamento F
de f, com dominio D U {a} e que seja continuo no ponto a;
convencionaremos ainda (se se verificar a existéncia) chamar a
funcdo F prolongamento por continuidade de f ao ponto a.
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Funcao prolongavel por continuidade

Definicao

Diz-se que f € prolongavel por continuidade ao ponto xy se e s6
se xp ndo pertencer ao dominio de f, mas existir o limite de f(x)
no ponto xp, (supondo que xy € ponto de acumulagdo do dominio).
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Exercicio 8

Dada a funcao real de varidvel real definida por

X2—X

f(x) =

sen mwx

indique o dominio de f e, se possivel, um prolongamento continuo
de fa A= Dru{0,1}.
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Funcdes continuas em intervalos

As fun¢bes que sdo continuas em conjuntos com determinadas
caracteristicas (designadamente: em intervalos, por um lado, em
conjuntos limitados e fechados, por outro) tém propriedades
especiais de grande interesse.
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Teorema 8

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b]. Entdo f é
limitada em [a, b], isto é existe um ndmero C > 0 tal que
|f(x)| < C para todo o x pertencente a [a, b].
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Exercicio 9

Seja a funcdo f definida em [0, 7] tal que f(x) = senx. Prove que
f é limitada.
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Considere a fungdo f(x) = x definida em [0, +o0|. Serd f limitada?
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Consideremos a fungdo f definida em [0, 1], tal que

1 xe€lo,1]

0, x=0

Serd f limitada?
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Teorema 9 - Teorema de Weierstrass*

Toda a fun¢ao continua num intervalo fechado e ndo vazio tem
nesse intervalo maximo e minimo, isto é:

f:la,b] > R : (. .
) = f admite maximo e minimo
f continua

* Karl Weierstrass (1815-1897), alem3o, durante muitos anos foi
professor em Berlim. Foi dos matematicos que mais influéncia
exerceu no desenvolvimento e fundamentacdo da Anilise.
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Exercicio 12

Seja f(x) = cos x definida em [0, 7]. Determine o maximo e o
minimo da func3o.
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Breve introducdo ao teorema de Bolzano

Designado também por Teorema dos Valores Intermédios, é um
teorema com grande importancia na determinacao de valores
especificos, nomeadamente zeros, de certas funcdes reais de
variavel real. Este teorema foi enunciado pela primeira vez em
1817, por Bernard Bolzano (1781-1848), um sacerdote catdlico,
matemético e filésofo, nascido em Praga. E-lhe também por vezes
assocido um coautor de nome Augustin Louis Cauchy (1789-1857),
matematico e fisico francés, discipulo de matematicos conterrdneos
como Pierre Simon Laplace e Joseph Louis de Lagrange.
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Teorema 10 - Teorema de Bolzano-Cauchy ou dos valores

intermédios

Se f é uma fungdo continua num intervalo fechado [a, b] e k é um
niimero real compreendido entre f(a) e f(b), entdo existe pelo
menos um valor real ¢, pertencente ao intervalo aberto |a, b| tal
que f(c) = k.

A ideia fundamental deste teorema exprime-se por vezes da
seguinte forma:

“Uma fung¢do continua num intervalo ndo passa de um
valor a outro sem passar por todos os valores
intermédios.”
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Visualizacdo do Teorema de Bolzano-Cauchy

S

1
|
|
!

f é continua em |[a, b|
= dJcelab[: f(c) =k

f(a) < k < f(b)
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Considere a funcdo f definida em R por f(x) = x> — 2x. Qual o
valor légico da proposi¢ao:

Jce]0,6[: f(c) =157
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Considere a fungdo f : [0,3] — R tal que

~1, xe[0,2

1, xe[23]

Poder-se-a aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy a f?
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Exercicio 15

Considere a funcio

Poder-se-a aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy?
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Corolario

Seja f uma func3o real de varidvel real definida e continua no
intervalo fechado [a, b]. Se f(a) e f(b) tém sinais contrdrios, entdo
existe pelo menos um ponto c €]a, b[ em que a fun¢do se anula.
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Visualizacoes do Corolario

" fla)>0

é
b N

a ‘/‘
flx) =0 \

. _/fb)y<0

f é continua em [a, b]

f(a) x f(b) < 0

) S

Jcelab|: f(c)



Exercicio 16

Mostre que p(x) = 2x3 + 5x? 4 6 possui, pelo menos, uma raiz
real e indique se é positiva ou negativa.

50 /51



Bibliografia

Maria Augusta F. Neves, Maria Teresa C. Vieira e Alfredo G.
Alves, livro de texto 12° matemadtica, Porto Editora.

Tom M. Apostol, Calculo, vol. 1, Editora reverté , Itda, 1985.

(]

J. Campos Ferreira, Introducdo a Andlise Matematica, 32
edicdo, Fundacio Calouste Gulbenkian, 1990.

Elon Lages Lima, curso de andlise, voll. Projeto Euclides,
1987.

51/51



FUNCOES HIPERBOLICAS
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Introducao

Certas combinagdes de € e e~ aparecem frequentemente na
Matemdtica Aplicada e na Engenharia e, por isso, merecem nomes
especiais. Elas s3o andlogas de muitas formas as funcdes
trigonométricas e possuem a mesma relacdo com a hipérbole que
as fungdes trigonométricas tém com o circulo.

YA
P(cosh t, senh 1),
P(cos 1, sen 1) N

Por essa razdo sio chamadas funcoes hiperbélicas.

)
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Seno hiperbdlico

Definicao

Chama-se Seno hiperbélico a funcdo definida em R pela férmula

senh x =




Seno hiperbdlico - continuacao

Notemos que:

@ A funcdo senh x é continua
no seu dominio;

@ o seu contradominio é R.
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Cosseno hiperbdlico

Definicao

Chama-se Cosseno hiperbdlico a funcio definida em R pela
formula
<+ e %

hx =
cosn X >




Cosseno hiperbdlico - continuacado

Notemos que:

@ A func3o cosh x é continua N
no seu dominio;

@ I|im coshx =40
X—+=F00 =

Y

¥ =

@ o seu contradominio é
1, +o0].

6
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Tangente hiperbdlica

Definicao
Chama-se tangente hiperbdlica a funcio definida em R pela
formula




Tangente hiperbdlica - continuacao

Notemos que:

@ A funcdo tgh x é continua
no seu dominio;

o |lim tghx =1,

X——+00

o lim tghx= -1,

X—>—00

@ o seu contradominio é
] —1,1].

l
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Cotangente hiperbdlica

Definicao
: Chama-se cotangente hiperbdlica a fungio definida em R\ {0}

pela férmula

cosh x eX+e %
cotgh x = = .
senhx eX—e X




Cotangente hiperbdlica - continuacao

Notemos que:

@ A funcdo cotgh x é
continua no seu dominio;

o lim cotghx = 4o0;
x—0+t

\ Ao

@ lim cotghx = —oc;
x—0~

o lim tghx=1;

X—+—+00

o |lim tghx=-1,

X——00
@ o seu contradominio é
R\ [-1,1].
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Secante hiperbdlica

Definicao

. Chama-se secante hiperbdlica a fun¢do definida em R pela

férmula
1 2
sech x = = .
cosh x eX + e X




Secante hiperbdlica - continuacao

Notemos que:

@ A fungdo sech x é continua
no seu dominio;

@ I|lim sechx =0;
X——+00

@ I|im sechx =0;
X——00

@ o seu contradominio é
10, 1].

A Y

Y=
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Cossecante hiperbdlica

Definicao
Chama-se cossecante hiperbélica a funcdo definida em R \ {0}

pela férmula

1 2
cosech x = = .
senhx eX — e
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Cossecante hiperbdlica - continuacio

Notemos que:

Y

A funcao cosech x é
continua no seu dominio;

lim cosech x = 4+o00;
x—07t

lim cosech x = —o0;
x—0—

lim cosech x = 0;
X——+00

lim cosechx = 0;
X——00
o seu contradominio é

R\ {0}.
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Aplicacoes

O desenho do Gateway Arch, préximo de St.
Louis, estd baseado numa curva invertida do
cosseno hiperbélico.



Exercicio 1 - ldentidades hiperbdlicas

Moste que:

1) cosh? x — senh2x = 1

2) 1 — tgh?x = sech?x

3) cotgh?x — 1 = cosech %x

X

5) cosh x — senh x = e~

)
)
)
4) cosh x + senh x = &~
)
6) cosh(—x) = cosh x
)

7) senh (—x) = —senh x
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Exercicio 1 - ldentidades hiperbdlicas (continuagao)

8) cosh(a + b) = cosh a - cosh b + senh a - senh b
9) cosh(a — b) = cosh a- cosh b — senh a - senh b
10) senh (a + b) = senh a - cosh b + senh b - cosh a
11) senh (a — b) = senh a - cosh b — senh b - cosh a

12) tgh (a4 b) = ighattehb

Tttghatghb
13) tgh (a — b) = {ER3E08
14) senh (2x) = 2 senh x - cosh x
15) cosh(2x) = cosh? x + senh ?x
16) cosh(2x) = 2 cosh? x — 1

17) cosh(2x) = 1 + 2 senh 2x
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Exercicio 1 - Identidades hiperbdlicas (conclus3o)

20) cosh x =

cosh b = senh (a + b) + senh (a — b)
senh b = senh (a + b) —senh (a — b)
cosh b = cosh(a + b) + cosh(a — b)
senh b = cosh(a + b) — cosh(a — b)
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Funcdes inversas das funcoes hiperbdlicas

Sendo as fungdes seno hiperbdlico e tangente hiperbdlica injetivas,
elas admitem funcdo inversa. Quando uma funcdo n3o é injetiva
ha que restringir o dominio para poder definir a respetiva fun¢do
inversa. Este procedimento faz-se relativamente as fun¢des cosseno
hiperbdlico e secante hiperbdlica.
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Arco seno hiperbdlico

Definicao
Arco seno hiperbdélico

y = arcsenhx <& x =senhy

ou

y=senh !x < x=senhy
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Arco seno hiperbdlico - continuacdo

e D=R it

@ Contradominio: R

\ A2

@ Relagdes basicas:

@ arcsenh (senh x) = x

@ senh (arcsenh x) = x
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Arco cosseno hiperbdlico

Definicao

Arco cosseno hiperbdlico

y =arccoshx <&  x =coshy
ou

y=cosh™'x & x=coshy




Arco cosseno hiperbdlico - continuacao

o D = [1,+OO[ AY
e Contradominio: [0, +oo|

@ Relacodes basicas:

@ arccosh (cosh x) = x se 1
x>0

@ cosh(arccosh x) = x se
x>1
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Arco tangente hiperbdlico

Definicao
- Arco tangente hiperbdélico
y =arctghx <& x=tghy

ou

y=tgh !x < x=tghy
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Arco tangente hiperbdlico - continuacao

e D=]—-1,1]

@ Contradominio: R

@ Relagbes basicas:

Y=

@ arctgh (tghx) = x

@ tgh (arctgh x) = x se
—1<x<1
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Arco cotangente hiperbdlico

Definicao
Arco cotangente hiperbdlico
y = arccotghx & x =cotghy

ou

y =cotgh 'x <& x=cotghy

26
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Arco cotangente hiperbdlico - continuacao

e D =] — o0, —1[U]1, +o0]

@ Contradominio:
] — 0Q, O[U]07 +OO[

@ Relacdes basicas:

@ arccotgh (cotgh x) = x
sex<0Ooux>0

@ cotgh (arccotgh x) = x
sex<—loux>1
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Arco secante hiperbdlico

Definicao

- Arco secante hiperbdlico
y = arcsechx <& x=sechy

ou

y=sech lx & x=sechy
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Arco secante hiperbdlico - continuacio

e D =]0,1]

AY

e Contradominio: [0, +o0|

@ Relagdes basicas:

@ arcsech (sech x) = x se
x>0

@ sech (arcsech x) = x se
0<x<1
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Arco cossecante hiperbdlico

Definicao
Arco cossecante hiperbdlico
y = arccosechx <& x = cosechy

ou

y =cosech 'x & x=cosechy
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Arco cossecante hiperbdlico

e D =] — 00,0[U]0, +o0] k¥

@ Contradominio:
] — 0Q, O[U]07 +OO[

@ Relacdes basicas:

Y=

@ arccosech (cosech x) = x
sex <0Ooux>0

@ cosech (arccosech x) = x
sesex <0Ooux>0
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Exercicio 2

Como as fungdes hiperbdlicas sdo expressas em termos de e*, é
expectdvel que as fungdes hiperbdlicas inversas sejam expressas em
termos de logaritmos naturais (In). Assim sendo, mostre que:

Q senh x=1In <X + \/m>
@ cosh 1x=1In (x + m>
© tghx = Jin (1)

Q cotgh x = 1 In (;*i)

@ sech Ix=1n

(6]

(1)
1+x/1+7>

cosech “1x = In ( ]
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Introducao

Muitos fenémenos fisicos envolvem grandezas que variam - a
velocidade de um foguete, a inflacdo da moeda, o nimero de
bactérias numa cultura, a intensidade dos tremores de um
terramoto, a voltagem de um sinal elétrico e assim por diante.
Neste capitulo, vamos desenvolver o conceito de derivada, que é a
ferramenta matemdtica usada para estudar taxas nas quais variam
as grandezas fisicas. Veremos que existe uma estreita relagdo entre
as taxas de variagdo e retas tangentes a graficos.
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Razao incremental

Seja y = f(x) uma fungio real de varidvel real. Chama-se razdo
incremental da fungdo f entre xp € x; = xp + h ao quociente (ou
razdo):
f(x1) — f(x)
X1 — X0

Mas,

o f(x1)="f(xo+h)e

e x1=xg+the h=x—xp
e assim,

f(x1) — f(x0) _ f(xo+ h) — f(x) _ ﬂ
X1 — Xo h Ax

onde

Ax é o acréscimo dado a varidvel independente x (ou incremento)
Ay acréscimo correspondente da fungdo.
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Interpretacao geométrica da razao incremental

A raz3o incremental
f(xa) — f(x)

X1 — X0 '

representa o declive da reta secante PQ.

Q@
&
(7)
S
@
&
A~
Q
&

o™

0 pe®®
[ | <y =f(x)

P fx)) = f(xg)

flxp) |- =
X1 = X0
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Derivada de uma funcdo num ponto

Chama-se derivada da fungao y = f(x) no ponto xy (xg € Df),
ao limite da raz3do incremental da funcio f entre xp e x quando
X — Xg, isto €,

im f(x) — f(xo) — lim f(xo+ h) — f(xo).

X—>XQ X — X0 h—0 h

Representa-se por

df dy
f/(XO); y'(Xo)? Df(xo); (dx)x=xo ou (dX)X=XO
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Derivada de uma funcdo num ponto - continuacao

Portanto:

f'(xo)
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Interpretacdo geométrica de derivada de uma funcao num

ponto

Conforme sugere a figura, o ponto @ move-se ao longo da curva
em direc3o a P se e somente se x; tende para xp. Assim, f'(xp)
representa o declive da reta tangente ao gréafico de f no ponto

(%0, f(x0))-

Reta \
tangente

Py~ S —
b e —
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Taxas de variacao média e instantanea

A)
Msec
f(x)) y=f(x)
f(xp)
X
Xy X

mgec € a taxa de variagao média
de y em relagao a x no intervalo
[Xg, Xx4].

’”Ig

y=fx)

|2:40

myg € a taxa de variagao instantanea
de y em relagao a x no ponto x;,.
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Observacdo 1

@ Pode ndo existir a derivada de uma fun¢do num ponto;

@ A derivada de uma funcdo num ponto pode ser finita ou
infinita;

@ Uma func¢ao f diz-se diferenciavel ou derivavel num ponto
Xp se tem derivada finita nesse ponto.
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Derivadas laterais

Diz-se que:
o f é derivavel a direita de xg se existe o

lim M: lim f(X0+h)—f(X0)

xoxi X —Xo h—0+ h

a que se chama derivada a direita de xg e se representa por

af dy
1o 4N, o .ot . . .
)i filx)i f3(x0); (dX)XX;' (dx)xxg', Drugy-
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Derivadas laterais

Diz-se que
o f é derivavel a esquerda de xp se existe o

i F0) = fl0) _ o+ h) = F(x)
xoxy X —X0 h—0~ h

a que se chama derivada a esquerda de xp e se representa
por

! —\. ! . ! . df . d-y .
o0)i 0o o (4 o (@) P
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Observacao 2

Uma fungdo f é derivavel num ponto xg se, e sé se, existirem e
forem iguais ' (xo) e f (xp). Nesse caso,

flxg) = f'(x) = f'(x0)-
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Funcao diferencidavel num intervalo

e Uma fungdo diz-se diferenciavel num intervalo ]a, b[ quando
admite derivada finita em todos os pontos do intervalo.

e Uma fungdo diz-se diferenciavel num intervalo [a, b] quando

@ ¢ diferencidvel em Ja, b[
@ diferencidvel a direita de a e
@ diferencidvel a esquerda de b.
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Funcao Derivada

Seja y = f(x) uma fungido real de varidvel real e seja A o conjunto
dos pontos onde f é diferencidvel. Chama-se funcao derivada ou
simplesmente derivada de f a funcdo que a cada x € A associa a
derivada nesse ponto f'(x).

A— f(x) = |
x€A— f(x) = lim h
Notacao:
df d
Fx) Y — L Dy
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Exercicio 1

Considere a fungdo real de varidvel real f(x) = x> — 1. Calcule:
a) f'(x)

b) (3)
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Exercicio 2

Mostre que n3o existe a derivada da fun¢do f(x) = |x| no ponto
x = 0.
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Exercicio 3

Calcule a derivada da funcdo g(x) = v/x2 no ponto x = 0.
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Equacao da reta tangente ao grafico de uma funcdo num

ponto

Seja f uma funcdo que admite derivada no ponto xg e seja
m = f'(xp). Ent3o, a equagdo da tangente ao grafico de f no
ponto (xp, f(xp)) define-se por:

o y—f(xo) =f'(x)(x—x0), sef'(x) for finito;

e x =xp, se f'(xg) for infinito.
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Equacao da reta normal ao gréfico de uma funcao

Sabemos que duas retas s3o perpendiculares se o declive de uma
for igual ao simétrico do inverso da outra. Assim, a equac¢ao da
reta normal ao grafico de f no ponto xp define-se por:

o y—f(x)=-— (x —xp), se f'(xp) #0

f'(xo)

e x =xp, se f'(x)=0.
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Exercicio 4

Escreva as equagdes da reta tangente e da reta normal a curva

y = x3 no ponto (1,1).
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Exercicio 5

Escreva uma equacio da reta tangente 3 curva y = —2; no ponto

x—3
de abcissa 1.
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Exercicio 6

Determine as coordenadas dos pontos da curva y = x> — 6x, em
que a tangente nesses pontos é uma reta horizontal.
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Derivabilidade e continuidade

Teorema

Toda a funcao diferencidvel num ponto é continua nesse ponto.
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Observacao 3

O reciproco do teorema anterior nem sempre é valido, isto §,

f continua em x; =% f diferencidvel em xg.

Exemplos:

@ A funcio real de varidvel real f definida por

1
xsen=, x#0
f(x) = x’
0, x=0
é continua em x = 0, mas n3o é diferencidvel nesse ponto.

@ D& um outro exemplo de uma fun¢do continua num ponto,
mas que nao seja diferencidvel nesse ponto.
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Regras de derivacao

Se f(x) = ¢, com c € R, entdo
f'(x) =0, VxeR
Exemplos:
@ Sendo f(x) =2, entdo f'(x) = 0.
@ Se g(x) = 1, entdo g'(x) = 0.

© Se f(x) = 2349000 "ent3o f/(x) = 0.

25 /133



Derivada da soma algébrica e do produto

Teorema

Sejam f e g duas funcdes reais de varidvel real diferencidveis em
Xo. Entdo, a soma f + g, a diferenca f — g e o produto f - g sdo
também diferencidveis em xp e tendo-se:

O (f+g)(x) =f(x)+g'(x)
Q (f—g)'(x) =f'(x0) — &'(x0)

Q@ (f-8)(x0) = '(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0)
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Corolario 1

Se f1,f, -+, f, sdo um numero finito de funcdes diferencidveis em
Xo, entao
Q (A+fHh+---+f,) édiferencidvel em xg
Q@ (f-fh-----f,) édiferencidvel em xq
Tendo-se
o
(Ai+h+-+f)(x) = fl0)+H)+ -+ fx)
(2]
+f1(x0) - f(x0) =+ - fa(x0) +
++fi(xo) . 7(2(X0) ..... fr;(XO)
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Corolarios

Corolario 2
Se f é uma funcdo real de varidvel real diferencidvel em xp, entdo
f" é também diferencidvel em xp, tendo-se

(F") (x0) = n £~} (x0) - f'(x0)

Corolario 3

Seja f uma fungdo real de varidvel real diferencidvel em xg e ¢ uma
constante. Ent3o, a funcdo ¢ - f é também diferencidvel em xp,
tendo-se

(c-f)(x0) = c-f'(x0)
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Teorema

Seja g uma func3o real de varidvel real. Se g é diferencidvel em xg
e g(xo) # 0, entdo é é também diferencidvel em xp, tendo-se

(2 o) - - £}
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Corolario: derivada do Quociente

Sejam f e g duas fungdes reais de varidvel real. Se f e g sdo
diferencidveis em xo e se g(xp) # 0, entdo £ também &

. vl g
diferencidvel em xgp, tendo-se

A\ fl(x)g(x0) — g'(x0)f(x0)
<) (x0) = 2200) .
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Derivada da funcdo composta

Sejam f : A—> R e g: f(A) — R, tais que f ¢ diferencidvel em xp
e g é diferencidvel em f(xp). Ent3o, g o f é diferencidvel em xg,
tendo-se

(g0 ) (x0) =g'[f(x0)] - '(x0)
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Derivada da func3o inversa

Sendo f uma bije¢do definida e diferencidvel em xg € |a, b[, a
bijecdo inversa f ! é diferencidvel em yq e

PRV
(F(y)) = F(x0)
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Derivada de uma funcao definida sob a forma paramétrica

@ Circunferéncia
A equacdo cartesiana da circunferéncia de centro na origem e
raio r é
X2 4 y? =2

Na forma paramétrica, tem-se

x =r cosf
{y:rseHH , 0€e]0,2r]
o Elipse
oS A
FE
ou na forma paramétrica
x = a cosf
{y:bsenﬁ ,0 € [0,27]
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Derivada de uma funcao definida sob a forma paramétrica

o Caso geral
Seja f uma funcdo real de varidvel real definida pelas
equacgdes paramétricas

{ ;z ggg Jte [t t].

Suponhamos que fi(t) admite inversa e que f; e f sdo
diferencidveis em [t1, t2].
Assim,
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Derivada de uma funcao definida sob a forma paramétrica

- conclusao

Ora,
p_dy _dy dt
Y= T ar dx
Donde,
dy 1 1
= =L = fl(t)- =— = fi(t
dX 2( ) %; 2( ) fl/(t)
Portanto,
dy _
T~ dx
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Exercicio 7

Considere a funcdo definida sob a forma paramétrica

0Kt .

X =a cost
y =asent

dy
lcule —=.
Calcule o
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Derivada da funcado implicita

Problema

Sem explicitar y, calcule a derivada de x> +y? — 1 = 0.

N3o precisamos resolver uma equacdo para y em termos de x para
encontrar a derivada de y. Em vez disso, podemos usar o método
da diferenciagdo implicita, que consiste em derivar ambos os
membros da equacdo em relacdo a x e entdo resolver a equacgao
resultante para y’.
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Exercicio 8

Aplicando a derivada da fun¢3do implicita, calcule as seguintes
derivadas:

a) Y +axy +x3=0

b) senx seny =1
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Derivada da funcao logaritmo

1

xlna’

@ Sey=log,xcoma>0na+#1, entdoy =

Generalizacao:

[log, (f(x))] = ) na

Caso particular: quando a = ¢
1

X

@ Sey =Inx, entdo y' =

Generalizacao:

[In (F(x))]' = 7
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Derivada da poténcia

@ Sey = x® com a € R, entdo

Generalizagao:

[w(x)°] = a u"1(x) /()
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Derivada da func3o exponencial

@Sey=a“coma>0ea#1 entioy =2a* Ina

Generalizacao:

[a40)] = a") i/ (x) Ina

Caso particular: quando a = ¢

@ Sey =¢" entdo y =&
Generalizagao:

[eu(x)]l _ eu(X) u/(X)
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Derivada da funcdo exponencial - poténcia

Se y = u(x)"™ u(x) > 0, entdo

y' = Y(X) u’®=1(x) u'(Xz + u"™(x) Inu(x) v'(xz.

.

N~ v~

regra da poténcia regra da exponencial
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Derivadas das funcoes seno e cosseno

@ Se y =senx, entdo y’ = cosx

Generalizagao:

[sen (f(x))] = cos (f(x)) f'(x)

@ Se y = cosx, entdo y' = —senx

Generalizagao:

[cos (f(x))] = —sen (f(x)) f'(x).
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Derivadas das funcoes tangente e cotangente

@ Se y = tgx, entdo y’ = sec® x

Generalizagao:

[tg ((x))] = sec? (f(x)) f(x).

@ Se y = cotg x, entdo y’ = —cosec ?x

Generalizagao:

[cotg (f(x))]" = —cosec? (f(x)) f'(x).
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Derivadas das funcoes secante e cossecante

@ Se y = secx, entdo y’ = secx tgx

Generalizagao:

[sec (f(x))]" = sec (f(x)) tg (f(x)) f'(x).

@ Se y = cosec x, entdo y' = —cosec x cotg x

Generalizagao:

[cosec (f(x))]" = —cosec (f(x)) cotg (f(x)) f'(x).
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Derivadas das funcoes seno hiperbdlico e cosseno

hiperbdlico

@ Se y = senh x, entdo y’ = cosh x

Generalizacao:

[senh (f(x))]" = cosh (f(x)) f'(x)

@ Se y = cosh x, entdo y’ = senh x
Generalizacao:

[cosh (f(x))] = senh (f(x)) f'(x).
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Derivadas das funcoes tangente hiperbdlica e cotangente

hiperbdlica

e Se y = tghx, entdo y’ = sech?x

Generalizacao:

[tgh (f(x))] = sech? (f(x)) f'(x).

@ Se y = cotghx, entdo y’ = —cosech 2x
Generalizacao:

[cotgh (f(x))]" = —cosech? (f(x)) /().
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Derivadas das funcoes secante hiperbdlica e cossecante

hiperbdlica

@ Se y = sechx, entdo y' = —sech x tgh x

Generalizacao:

[sech (f(x))]' = —sech (f(x)) tgh (f(x)) f'(x).

@ Se y = cosech x, entdo y’ = —cosech x cotgh x
Generalizacao:

[cosech (f(x))]" = —cosech (f(x)) cotgh (f(x)) f/(x).
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Derivadas das inversas das funcoes circulares

@ Se y = arcsen x, entdo y' =

1-x2
Generalizacao:
N ¢ N
[arcsen (f(x))] = o
5 1
@ Se y = arccos x, entdo y' = — L

Generalizacao:

f'(x
[arccos (f(x))]" = _%.
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Derivadas das inversas das funcoes circulares

o Sey = arctgx, entdo y' = 175

Generalizacao:

[arctg (F())]' = p:

o Se y = arccotg x, entdo y' = —1

Generalizacao:

[arccotg (f(x))]' = —%'
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Derivadas das inversas das funcoes hiperbdlicas

@ Se y = arcsenh x, entdo y/ = —-%

1+x2
Generalizagao:
N ¢ N
[arcsenh (f(x))] = T
_ s o1
@ Se y = arccosh x, entdo y' = a1

Generalizacao:

f(x
[arccosh (f(x))] = #
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Derivadas das inversas das funcoes hiperbdlicas

1

@ Se y = arctgh x, entdo y' =

1—x2
Generalizagao:
1 (%)
[arctgh (f(x))]" = O
— 5 _ 1
@ Se y = arccotgh x, entdo y' = ;=

Generalizacao:

[arccotgh (f(x))]' = 1—f[f((xx))]2'
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Derivada de ordem n

Seja f uma funcao diferencidvel num intervalo.

f/(X) primeira derivada

(f/(X)), = f”(X) segunda derivada ou derivada de segunda ordem
(f"(X))/ = f’”(X) terceira derivada ou derivada de terceira ordem
(f”/(X)), = f(4) (X) quarta derivada ou derivada de quarta ordem

(f(”_l)(x)), = f(n) (X) derivada de ordem n

Notac3o:
d"y
dxn’

f(”)(x); y("); D"y, D"f

Por definic3o:

n - FO D+ p) — FD(x)  dnf
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Exercicio 9

Determine a derivada de ordem n das funcoes:

a) f(x) =5x3 —3x? +4x — 3;

b) f(x) = e®;
c) f(x) = 11){,
d) f(x) = log x;
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Derivada de ordem n

Sejam f e g funcdes reais de varidvel real que admitem derivada de
ordem n, finita no ponto x. Entdo as fun¢des (f + g), (kf) e (f.g)
admitem, também derivada de ordem n no ponto x, tendo-se:

Q (F8)"(x) = FN(x) + g (x);

Q (kN (x) =k F(x);

@ (7 x )"0~ r(e() + (] ) 7D )+

n ( g ) F1=2) (x)g" (x) + - - + ( N ﬁ 1 ) f1(x)g(" D (x) + f(x)g(™

(Férmula de Leibniz);
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Considere as fungdes f(x) = e* e g(x) = cos x. Determine:

a) F(M(x);
b) (" (x);

c) (f x g)"(x).
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Minimo absoluto e maximo absoluto

Definicao
Sejaf: D — R, com D c R. Diz-se que f possui um minimo
absoluto em xp € D se

f(xo) < f(x), VxeD.

Definicao

Sejaf: D — R, com D c R. Diz-se que f possui um maximo
absoluto em xg € D se

f(xo) = f(x), VxeD.
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llustracdo de maximos e minimos absolutos

AN

X
| : |

f tem um minimo f ndo tem extremos f tem um maximo
absoluto mas nao absolutos em € minimo absolutos
tem maximo absoluto (—eo, +oo). em (—oo, +oo).

em (—oo, +00),
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Minimo local e maximo local

Definicao

Sejaf:D— R, comD c R eac D. Diz-se que f possui um
minimo local ou relativo em a ou f(a) é um minimo local ou
relativo da funcdo f se e s6 se existir um § > 0 tal que, para todo
ox€la—d,a+0[ n D, se tenha

Definicao

=
L
N
—
X

Sejaf:D— R, comD c R eaec D. Diz-se que f possui um
maximomo local ou relativo em a ou f(a) é um maxiimo local
ou relativo da fungdo f se e s6 se existir um 6 > 0 tal que, para
todo o x € ]a—d,a+ 0[ n D, se tenha

f(a) = f(x).
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Observacao 4

Utilizamos a expressdo ‘“extremos de uma funcdo” quando
pretendermos referir-nos, indistintamente, a maximos ou minimos
(absolutos ou relativos) desta fung3o.
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Observacao 5

@ Todo o maximo absoluto é um maximo local.
@ Nem todo o maximo local € um maximo absoluto.

@ Numa func3o constante um ponto qualquer do seu dominio é
simultaneamente um mdaximo e um minimo.
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Exercicio 11

Considere a funcdo g cujo grafico é:

y=g(x)

Indique:
@ Maiximos locais;
© Minimos locais;
© O maximo absoluto

@ O minimo absoluto
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Alguns teoremas sobre funcdes diferencidveis

Teorema

Sejamf: D— R exge Dn D'. Entio

Q f(x)>0 = 35>0:YxeD,xe]x,x +[= f(x) > f(xo)
Q f'(xg')<0 = 35>0:VYx€ D,x€]xp,x0 + 0[= f(x) < f(x0)
©Q (x)>0 = 36>0:YxeD,x€elx—8x[= f(x) < f(x)

Q f(xg)>0 = 36>0:Vx€eD,xE€]x — 8 x[= f(x) > f(xo)
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Teorema de Fermat*

Se f tiver um mdaximo ou minimo local em xp, e f'(xp) existir,
entao

f'(x0) = 0.

* Pierre Fermat (1601-1665) advogado francés que tinha por
passatempo favorito a matematica. Foi, juntamente com
Descartes, um dos inventores da geometria analitica. Os seus
métodos para encontrar as tangentes, as curvas e os valores
maximo e minimo fazem dele um precursor de Newton na criacdo
do célculo diferencial.
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Observacao 6

A funcdo f pode n3o ter extremo no ponto xg, no qual f’ se anule,
isto é:
f'(x0)) =0 = xg seja extremo.

Exemplo: A funcdo f(x) = x3 ndo tem maximo nem minimo no

ponto x = 0 e, no entanto, f'(0) = 0.
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Observacao 7

Note-se que xo pode ser extremo e n3o existir f'(xp).

Exemplo: A fun¢do f(x) = |x| tem minimo no ponto x =0 ¢, no
entanto, n3o existe f'(0).
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Funcao regular

Definicao

Uma fungdo f diz-se regular em [a, b] se e s6 se
e f € continua em |a, b]

o f € diferencidvel em |a, b|
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Teorema de Rolle*

Seja f uma fungdo real de variavel real regular em [a, b]. Se
f(a) = f(b), entdo

Jce]a b[: f'(c) =0.

* Michel Rolle (1652-1719) matematico francés que foi membro da
Academia Francesa e contribuiu para o desenvolvimento da
geometria analitica e do que viria a ser o Célculo Diferencial.

O Teorem de Rolle foi publicado pela primeira vez em 1691 no
livro intitulado Méthode pour résoudre les égalitéz
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Interpretacao geométrica do Teorema de Rolle

O Teorema de Rolle garante que o gréifico de f admite uma
tangente horizontal num ponto interior de ]a, bJ.

vy = f(x)

¥y = f(x) f X

69 /133



Corolario 1

Entre dois zeros de uma fungdo (continua e diferencidvel) ha pelo
menos um zero da derivada.
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Corolario 2

Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma fung¢do (continua
e diferenciavel) existe, quanto muito, um zero da fung3o.

v
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Exercicio 12

Considere a fun¢do f(x) = e — x2 4 x. Determine os pontos

do intervalo [—1,2] em que a tangente ao grafico de f é uma reta
horizontal. )
(S: Os pontos sdo (0,1), (1,e7% + 1) e (1,1))
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Exercicio 13

Prove que a equacdo x>+ x — 1 = 0 tem exatamente uma raiz real.
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Teorema de Lagrange* ou do Valor Médio de Lagrange ou

dos Acréscimos Finitos

Seja f uma fung¢3o real de varidvel real regular em [a, b]. Ent3o

f(b) — f(a)

dc €la, b|: f'(c) = r—

* Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813) nascido na ltélia, filho de
pai francés e mae italiana. Crianca prodigio, tornou-se professor
em Turim aos 19 anos.
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Observacao 8

Notemos que

f(b) — f(a)

dc €la,b[: f'(c) = —

pode também escrever-se na forma
f(b) —f(a) = (b—a)f'(c), ce]a, b[
férmula que relaciona o acréscimo da fungdo (f(b) — f(a)) com o

acréscimo da variadvel (b — a). Por isso se chama a esta expressdo
féormula dos acréscimos finitos.
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Interpretacao geométrica do teorema de Lagrange

O Teorema de Lagrange afirma que sendo A(a, f(a)) e B(b, (b))
dois pontos do grafico de f, existe um ponto P(c, f(c)) onde a
tangente ao grafico de f é paralela a corda [AB].

P (c,flc)
*
|
I
|
|

B (b, fib))

oY A ——

le x
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Exercicio 14

Determine o ponto M em que a tangente a curva y = x? é paralela
a corda que une os pontos A(1,1) e B(2,4).
(S: O ponto pretendido ¢ M(3, 2))
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Exercicio 15

a) Recorrendo ao teorema de Lagrange, mostre que sendo a e b
nldmeros reais positivos com a < b, se tem
b= a < arctg b tga <
—— < arc — arctga
1+ b2 & &

1+ a2
b) Aplique a férmula anterior para mostrar que

E+i<actﬂ<1+z
4 o5 ST TY
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Corolario 1

Uma fungdo f que tenha derivada nula em todos os pontos de um
intervalo, é constante nesse intervalo.
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Corolario 2

Se f e g s3o continuas num intervalo [a, b] e se f'(x) = g’(x) para
todo o x em |a, b[, entdo f e g diferem de uma constante em

[a, b], isto é, existe uma constante k tal que f(x) — g(x) = k para
todo o x em |[a, b].

AV X
* v=f(x)=g(x)+k

!

k
m
y=gkx)

-
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Corolario 3

Seja f uma fungdo continua em |[a, b] e diferencidvel em |a, b].

e Se f'(x) > 0, Vx €]a, b, f é estritamente crescente em ]a, b[.

e Se f'(x) <0, Vx €]a, b[, f é estritamente decrescente em
]a, bl.
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Exercicio 16

Determine o intervalo onde a fungdo f(x) = 3x* — 4x3 — 12x%2 + 5
¢é crescente e o intervalo onde f é decrescente.
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Corolario 4

Seja f uma fung3o continua em [a, b] e diferencidvel em [a, b]
exceto eventualmente no ponto xp € |a, b[, sendo xp um ponto
critico.

@ Se

f'(x) >0, x<xp . : (. :
, entdo f admite um maximo relativo em xp
fi(x) <0, x>xo

f(x) <0, x<xp . ) . )
, entdo f admite um minimo relativo em xg
f'(x)>0, x>xp
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Visualizacao do Corolario 4

3 ‘* VA
|

F@<0\__, () >0
N, || T n

X 0 c X

f'x)>0 f'(x)<0

\
0

|
|
|
|
|

(a) M4ximo local (b) Minimo local
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Teorema do Valor Médio de Cauchy

Sejam f e g duas f.r.v.r. regulares em [a, b]. Se

° g(a) # g(b)
e f'(x) e g’(x) ndo se anulam simultaneamente em ]a, b|,

ent3o

A consequéncia mais importante do Teorema de Cauchy, é uma regra que nos permite

0

calcular a grande maioria dos limites que dém indeterminagdes dos tipos 5 e %
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Considere f(x) = 3x2 +3x + 1 e g(x) = x> — 4x + 2 no intervalo
[0,1]. Calcule o valor de c €]0, 1] tal que
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Indeterminacdes

A “Algebra dos limites” é o conjunto de regras operatdrias para o
célculo de limites. Quando a aplicacdo direta destas regras conduz
a

0 —a; 0 x oo; 9; E; 1°; oo 0O

0 o

dizemos que “ha indetermina¢ao”, o que significa que estas regras
sdo insuficientes para se concluir sobre a existéncia, ou n3o
existéncia, de limite.
"Levantar a indeterminacdo” consiste em “descobrir” o valor do
limite, caso ele exista, recorrendo a um processo especifico para
cada caso, mais ou menos engenhoso, conforme a situac3o.
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1. Indeterminacao do tipo g

Suponhamos que pretendiamos calcular um limite da forma

lim m
x=%0 g(x)

e que se tinha
lim f(x) = lim g(x) =0.

X—>X0 X—rXQ
Como proceder?

Recorrendo a Regra de Cauchy, a qual podemos usar
considerando dois casos:

@ Quando x — xg
© Quando x —» +®
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Regra de Cauchy

1° caso - Regra de Cauchy (3) quando x — xg

Sejam f e g duas fun¢des diferencidveis em ]a, b[\{xo} (com
xo €]a, b|, tais que:

i) g'(x) #0, Vxe€la,b[\{x}
i) lim f(x) = XILn3<Og(X) =0.

X—>X0

Nestas condicoes se
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Exercicio 18

Calcule:
2cos x
a) lim —

x—0 x2

90 /133



Regra de Cauchy

2° caso - Regra de Cauchy (%) quando x — +o0

Sejam f e g duas fun¢des diferencidveis em |M, +oo[, (com
M > 0, tais que:

i) g'(x) #0, Vxe]M,+oo|
) B, fl0 =l 809 =0

Nestas condicdes

f f
se fim T4 entso im0 g
X—+00 g (X) X—>+00 g(x)
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Observacoes

@ O teorema anterior com as devidas alteracdes também, se
aplica quando x —» —o0.

@ Se ao aplicar a regra de Cauchy verificar-se que

utiliza-se novamente a regra de Cauchy ao quociente L)

pois, se

' (x) 0

0 g(x) 0

(x)

f‘/l
lim (x) =k, entdo lim —< = k.
o g7 (x) o g(x)
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Exercicio 19

Calcule
. 1—cos x
Q Iim >
x—0
In(1+1
o lim "t

93 /133



Indeterminacao do tipo =

o0
= podemos proceder de dois modos:

@ 1° Processo - Passar a uma indeterminacio do tipo %, tendo

em conta que:
) _ 59
O
@ 2° Processo - Regra de Cauchy: Sejam f e g duas fungdes
diferenciaveis em Ja, b[, tais que:

i) g'(x) #0, VxE€la,b|
i) Iim+ f(x) = Iim+ g(x) = oo.

X—a X—a
Nestas condicdes
fl
se lim 20 4 entdo dim 1) g
x—at g'(x) x—at 8(X)
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Exercicio 20

Calcule:

Q@ Im

x—0t

In x

X\H‘
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Indeterminacao do tipo 0 x oo

Se
lim f(x)g(x) =0x

X—X0

transformamos esta indeterminacdo numa indeterminacio do tipo

0 © 4.
0 ou o' Isto e:

lim f(x)g(x) = lim fix)
X—>Xp X—X) —r—
&(x)
ou entao
lim f(x)g(x) = lim g(lx)
X—X0 X—X0 m

conforme a facilidade e aplicamos a regra de Cauchy.
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Exercicio 21

Calcule:
Q@ lim tg x arcsen (X — I)
x—Z 2

2

X—+00

@ lim (x+1) In(l—!—l)
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Indeterminacao do tipo o0 —

Se

basta fazer
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Calcule:

0|im<1— 1 )
x—0 \ X eX—1

. 1 x+1
® >|<[>no<ln(x+1) X )
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0

Indeterminacdes do tipo 1%, 0° e o0

Admitamos que
lim £(x)8>)
X—Xo
leva a uma das indeterminacdes 1%, 0% e «o”. Entdo, sendo
InPh1Hﬂ“”]=k,
X—X0
tem-se que

lim £(x)&™) = ek

X—X0
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Exercicio 23

Calcule:

_1
o ||m X x—Inx
x—07+

Q lim(x + 1)t

x—0

@ lim (cotg x)ﬁ

x—0+
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Observacao 9

Apesar da Regra de Cauchy ser muito eficaz no célculo de limites,
existem situa¢des em que a sua aplicagdo ndo permite calcular o
limite pretendido.

Exercicio 24

. X — sen x
Calcule lim —
X—+00 X + COS X
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Representacao grafica de funcoes

O esbogo grafico de uma fungdo f é um problema que em geral se
resume em determinar:

@ O dominio de existéncia de f;

@ Os pontos de intersecdo com os eixos;

@ Os pontos de descontinuidade;

@ Os intervalos de monotonia e extremos da funcio;

@ Concavidade e pontos de inflexdo;

°

Assintotas (ou assimptotas) do grafico.
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Pontos criticos

Observacao

Seja f uma f.r.v.r. definida e continua em [a, b]. Os pontos onde f
pode atingir um maximo ou minimo sdo:

@ 0s extremos do intervalo;

@ 0s pontos criticos.

Definicao

Sejam f uma f.r.v.r. e xg € Df. Diz-se que xp € ponto critico de f
se f'(xg) = 0 ou nio existir f'(xg) ou f'(xg) € infinita.
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Determinacao dos extremos de uma funcao

Passos necessdrios a determinacdo dos extremos de uma funcio:
@ Calcula-se '(x);
© Determinam-se os pontos criticos;

© Estuda-se o sinal da derivada a esquerda e a direita de cada
ponto critico. Se f/(x) muda de sinal

e de positivo para negativo, entdo f tem maximo relativo nesse
ponto.

e de negativo para positivo, entd3o f tem minimo relativo nesse
ponto.

Caso contréario, f n3o tem extremo nesse ponto.
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Exercicio 25

Seja
f(x) =x>+x*—x+1

1
definida no intervalo [—2, 2]. Determine os extremos de f.
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Concavidade de uma curva

Definicao
Dada uma f.r.v.r. diferencidvel em |a,b[, diz-se que a curva
representativa da fungdo tem:

@ A concavidade no sentido dos yy negativos (concavidade
voltada para baixo), se todos os pontos da curva se
encontram “abaixo” da tangente a curva em qualquer um dos
pontos deste intervalo.

e A concavidade no sentido dos yy positivos (concavidade
voltada para cima), se todos os pontos da curva se encontram
“acima” da tangente a curva em qualquer um dos pontos
deste intervalo
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VA B

llustracdo do sentido da concavidade de uma

(b)
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Teorema

Teorema

Seja f uma f.r.v.r. que admite segunda derivada em |a, b|.
e Se f"(x) >0, Vx €]a, b[ entdo f tem a concavidade voltada
para cima em |a, b|.
e Se f"(x) <0, Vx€la, b| entdo f tem a concavidade voltada
para baixo em ]a, b|.

Observacao

O reciproco do teorema anterior ndo € valido.

Exemplo: f(x) = x*
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Ponto de Inflexao

Definicao

Um ponto (c, f(c)) do grdfico de f diz-se ponto de inflexao se
existir f'(c) (finita ou infinita) e se existir um intervalo aberto |
contendo c, tal que:

i) f"(x) >0 parax <cexelef’(x)<0parax>cexel.
ou

i) f"(x) <0 parax<cexelef’(x)>0parax>cexel.

iz rZ ¥

_l’_
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Teorema

Teorema

Sejam y = f(x) a equacdo de uma curva, onde f € duas vezes
diferencidvel, e a € Ds. Se f"(a) = 0 ou nio existir f"(a) e f"(x)
muda de sinal em x = a, entdo o ponto de abcissa x = a € ponto
de inflexao.
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Exercicio 26

Determine, se existirem, os pontos de inflexdo da curva
representativa de:

a) f(x) = (x —1)3

b) f(x) =

R

112 /133



Assintotas de uma curva

Definicao

Uma reta r diz-se assintota de uma curva, se a distancia de um
ponto M da curva a reta r tende para zero quando o ponto M
“tende para infinito”.

Existem trés tipos de assintotas:
@ verticais;
@ horizontais

@ obliquas
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Assintota Vertical

Definicao
A reta x = a, com a € R, diz-se uma assintota vertical da curva
y = f(x) se:
lim f(x) = to0
x—at
ou
lim f(x) =t
X—a
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Assintota Horizontal

Definicao

A retay = b, com b € R, diz-se uma assintota horizontal da curva
y = f(x) se:

XETOO f(X) - b
ou

A, Fl) =6
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Assintota Obliqua

Demonstra-se que

aretay =mx+ b, com m, beR, diz-se é uma assintota obliqua
da curva y = f(x) se e s6 se:
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Exercicio 27

Determine as assintotas de:

0 f(x) = 2%

_7)(_'

@ h(x) = ex;
Q r(x) = 5=2
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Exercicio 28

Faca o estudo da funcdo f e esboce o seu grafico, sendo

x3

f(x) = 12
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Férmulas de Taylor e de Maclaurin

As férmulas de Taylor e de Maclaurin possibilitam o calculo
aproximado de algumas fun¢des logaritmicas, exponenciais e
trigonométricas a partir de uma fungdo polinomial.
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Funcdes de classe C”

Definicao

Diz-se que a funcdo f € n-vezes continuamente diferencidvel ou
n-vezes continuamente derivavel sem | se e so se for n-vezes
diferencidvel em | e a funcio ") for continua em I.

Definicao

As fungbes definidas e n-vezes continuamente diferenciaveis em |
dizem-se também fungées de classe C" nesse conjunto.
Escrevemos f € C"(I).
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Funcdes de classe C% e C*

Em particular:

o fe C%sef écontinua em /;

o f e C® se f éindefinidamente diferencidvel em /;



Exemplos

@ Todo o polinémio é uma funcdo de classe C* em R.

@ Toda a funcio racional é uma funcio de classe C* no seu
dominio.

© As fungdes trigonométricas s3o de classe C* em cada
intervalo onde est3o definidas.

@ A funcdo logaritmica e funcdo exponencial s3o de classe C®.
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Polinémio de Taylor

Definicao

SejamneN,f: AcR— R e xg € R tais que f é derivavel até a
ordem (n — 1) numa vizinhanga de xo e f("~1) & derivdvel em xg.
Definimos o polinémio de Taylor de ordem n de f em xp como
sendo a (tunica) fungdo polinomial de grau menor ou igual a n tal
que P(k)(xo) = f(k)(xo), para0 < k< n. Ouseja, P.R—>R é
definida para todo x € R por:

n (k) (x
P(x) =] f k(l 0) (x — x0)X.
k=0 :
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Férmula de Taylor de ordem n com resto de Lagrange

Sejam ne N, I R um intervalo e f : | — R derivavel até a
ordem (n+ 1) e xp,x € I. Entdo existe ¢ entre xg e x (isto é,
Xg < c<xoux<c<xp) tal que:

. f(k)(XO) k f(nﬂ)(c) n+l

f(x) = Z=:o il (x —x0)" + W(X —x0)"" .
) polinémi;:ie Taylor ’ Ra(x)
Portanto,
' "(x0) 2
Fx) =F(x0) + F(x0) (x = x0) + - (x = x0)2 4+ +
(n) (n+1)
i (xo) —x)" + f (c) ~x )n+1
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FOormula de Maclaurin

Se xp = 0 a férmula de Taylor passa a chamar-se férmula de
Maclaurin, tendo-se:

F(x) = £(0) + F'(0)x + fl;(!O)XZ T fn(lo)x + Ro(x)
e D) i
Ra) = 1)

com c entre 0 e x.
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X

Exemplo 1 - Aproximagdo de f(x) = e

Gréfico de f(x) = €~ e seus polinémios de Taylor de ordem 1
(vermelho), 2 (verde) e 3 (azul) em xp = 0
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Exemplo 2 - Aproximacdo de f(x) = sen x

Grafico de f(x) = sen x e seus polinémios de Taylor de ordem 1
(vermelho), 3 (verde) e 5 (azul) em xp = 0
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Exercicio 29

Recorrendo a férmula de Maclaurin desenvolva as fungdes:
Q f(x) =e¢e"
Q@ f(x) =senx;

@ f(x) = cosx.
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Exercicio 30

Determine os polinémios de quarto grau em (x — a) para aproximar
as funcoes:

Q@ ¢ para a=0;
Q senxparaa= 73

O logx para a = 1;

Q tgx paraa=0.
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Exercicio 31

@ Escreva a funcdo f(x) = x* —2x3 + x> — x + 3 como um
polinémio nas poténcias de (x — 1).

@ Aplique a férmula de Taylor para exprimir o polindmio
f(x) = 4x3 4+ 5x? — 2x 4+ 1 como um polinémio nas poténcias
de (x +2).
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Estudo dos extremos de uma funcao recorrendo a férmula

de Taylor

Sejam f uma fun¢do com derivadas até a ordem n continuas num
intervalo ]a, b[ e c €]a, b[ tal que

flc)=f"(c)=-=Ff"V()=0
com (" (c) # 0. Entdo:

@ Se népare " (c) < 0, entdo a fungdo tem um maximo no
ponto x = ¢;

@ Senépare " (c) > 0, entdo a fungdo tem um minimo no
ponto x = c;

Q Se , entdo a funcdo no ponto
X = cC.
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Exercicio 32

Recorrendo a férmula de Taylor, determine os extremos das
seguintes fungdes:

Q f(x) = x*—4x3;
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Funcdes Trogonométricas ou Circulares

No circulo trigonométrico, a medida do comprimento do arco é
igual a medida, em radianos, do angulo ao centro correspondente.
Assim, se o angulo « estd expresso em radianos, sen ¢, Cos  ou
tg o podem ser considerados como seno, cosseno (usam-se ainda
as formas coseno e co-seno) ou tangente de um arco de
comprimento s (a = s).

Como as medidas do arco s3o expressas em medidas de
comprimento (m, dm, cm, etc.) e estas medidas sdo niimeros
reais, consequentemente sen «, cos « e tg o podem ser
considerados como seno, cosseno e tangente de um ndmero real.
Deste modo, a cada niimero real x corresponde um e um sé
nimero real y tal que y =sen x, y = cos x e y = tg x.

As funcdes definidas por y =sen x, y =cos x e y = tg x podem
ser consideradas como funcdes reais de varidvel real.

)
N
)



Func3do seno

Consideremos a func¢3o real de varidvel real definida por:

f:R— R

x — f(x) =sen x

A representacdo grafica de f é:




Funcdo Seno - continuacao

e Dominio: R
e Contradominio: [—1,1]

o Paridade: f é uma fungdo
impar, isto &,
f(—x) = —f(x), ¥x € Dr

@ Injetividade: f n3o é
injetiva

@ Periodo: o periodo positivo
minimo é 27

@ Zeros: Todos os pontos da
formax=kmw, keZ

@ Positiva: nos intervalos
[2km, m + 2kn[, keZ

@ Negativa: nos intervalos
|7+2km, 2n+2kn[, k E€Z



Funcdo Seno - continuacao

@ Minimo: -1 para x = 37” +2km, keZ
@ Maximo: 1 para x = 5 + 2km, k€ Z
@ Crescente: nos intervalos [—% +2km, 5 + 2k7r] , keZ
@ Decrescente: nos intervalos [g + 2k, 37” + 2k7r] , keZ
e Equagdes: Seja a € [-1,1] e sen a = a. Entdo:
sen x =a & sen x =sen o & x = a+2kw V x = (m—a)+2km,

com k € Z.



Exercicio 1

Resolva as seguintes equacdes:
Q 2sen (3x)=1

@ sen (5x) =0
@ 2sen (10x) = V3

Q sen (2x) = —sen x
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Func3o cossecante

Definicao
Chama-se cossecante de x a fungdo definida por

1

sen x

cosec X =




Funcao cosseno

Consideremos a func¢3o real de varidvel real definida por:

A representacdo graf

f:R— R

x — f(x) = cos x

ica de f é:




Func3o cosseno - continuacao

Dominio: R

Contradominio: [—1,1]

Paridade: f é uma fung3o par, isto é, f(—x) = f(x), Vx € Dr
Injetividade: f ndo é injetiva

Periodo: O periodo positivo minimo é 27

Zeros: Todos os pontos da forma x = 5 +km, keZ
Positiva: nos intervalos | — 5 4 2kn, 5 4 2kn[, k€ Z
Negativa: nos intervalos |5 + 2k, 37” +2kn[, keZ



Func3o cosseno - continuacao

Minimo: -1 para x =7+ 2kw, ke Z

Maximo: 1 para x =2kw, k€ Z

Crescente: nos intervalos [—m + 2km, 2kw|, k€ Z
Decrescente: nos intervalos [2km, m + 2kw], k€ Z

Equagdes: Seja a € [—1,1] e cos o = a. Entdo:
COS X —=a & COS X =C0S @ & x = a+2km V x = —a+2km,

com k € Z.
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Exercicio 2

Resolva as seguintes equacdes:
Q 2 cos(3x) =1

@ cos (5x) =0

@ cos (2x) = —cos x
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Funcdo Secante

Definicao
Chama-se secante de x 3 fungdo definida por

1
cos x

S€C X =
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Funcado tangente

Consideremos a func¢3o real de varidvel real definida por:
f R\{g—l—kﬂ, keZl — R
x = f(x) =tg x
Notemos a alteracdo imposta ao dominio da fungcdo uma vez que

sen x
tg x =

, pelo que cos x # 0.
cos x

A representacdo grafica de f é:

SV AL/
(Y
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Funcao tangente - continuacao

e Dominio: R\ {7 + k7, k € Z}
@ Contradominio: R

o Paridade: f é uma funcdo impar, isto é,

f(—x) = —f(x), ¥x € Df

Injetividade: f n3o é injetiva

Periodo: O periodo positivo minimo é 7

Zeros: Todos os pontos da forma x = knw, ke Z
Positiva: nos intervalos |km, 5 + k[, k€ Z
Negativa: nos intervalos |5 + km,m + kn[, k € Z
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Funcao tangente - continuacao

Minimo: n3o tem
Maximo: n3o tem
Crescente: nos intervalos [—g + km, 5 + k7r] , kezZ

Decrescente: nunca

Equagdes: Seja a € R e tg a = a. Entdo:
tgx=a & tgx=tga & x=a+kr, keclZ.
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Exercicio 3

Resolva a seguinte equagdo trigonométrica

tg x—tg2x:0.
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Funcdo cotangente

Consideremos a func¢3o real de varidvel real definida por:
f: R\ {km, keZ} — R
x — f(x) = cotg x

Notemos a alteragdao imposta ao dominio da fungdo uma vez que

X, pelo que sen x # 0.

sen x

A representacdo gréafica de f é:

1 1
I ' i
] 1
I |
: |
| !
PHE 0 X |
| =\
' |
| i
1 |
| |

cotg x =

|
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Funcdo cotangente - continuacao

Dominio: R\ {km, k € Z}

Contradominio: R

Paridade: f é uma funcdo impar, isto &,

f(—x) = —f(x), ¥x € Df

Injetividade: f n3o é injetiva

Periodo: O periodo positivo minimo é 7

Zeros: Todos os pontos da forma x = 7 + kw, k€ Z
Positiva: nos intervalos |km, 5 + kn[, k€ Z
Negativa: nos intervalos |5 + km,m + kn[, k € Z
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Funcdo cotangente - continuacao

Minimo: nao tem

Mdaximo: nao tem

°
°

o Crescente: nunca

@ Decrescente: nos intervalos [km, 7 + k7|, ke Z
°

Equagdes: Seja a € R e cotg a = a. Ent3o:
cotg x =a & cotg x =cotg o & x=a+kmw, keZ.
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Exercicio 4

Mostre que

1

sen x

=sen x (cos 21 + cotg 2x) .
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Introducado as funcdes inversas das funcoes circulares

Tendo em conta que apenas as fungdes injetivas admitem inversas,
ndo podemos, a priori, falar em inversas das funcdes circulares.
Deste modo, definem-se restricoes das fungcbes onde sejam bijetivas
e assim, podemos definir as inversas das fun¢des circulares.
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Func3o arco-seno

Consideremos a func¢3o real de varidvel real definida por:
f: R— [-1,1]
x — f(x) =sen x
Qualquer restricao de f a um intervalo do tipo

T i
—§+k7r,§+k7r}, kez

é bijetiva. De entre estas, chama-se restricao principal a funcdo

y = Sen X

T g

S RN R S Y | ;

g [2,2} [-1,1]
x — g(x) =sen x

~

——d




Func3o inversa da funcido seno

Nos intervalos em que a inversa de sen x é uma func3o, ela
representa-se por arcsen x e permite obter o dngulo y cujo seno é

X.
Definicao

Define-se a fungdo inversa da fungdo seno, arco-seno, por

1 T ,
C[=1,1] — [—7,7} A
g [ ] 573 . ;

x = g 1(x) = arcsen x




Resumo e visualizacdo da func3o seno e da sua inversa

A fungdo inversa do seno, denotada por arcsen, ¢ definida como :

y=acsen(x) o> x=sen(y) ¢ ya [—l x
x = sen(y) Yy ~arcsen(x)
3 y
A A
......... L o :
3 -~ ! ~
H 2 "\- 1 ’x
W .
3
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Exercicio 5

Calcule:

@ arcsen 0

@ arcsen (%)

[

© arcsen (— 5 )

Q arcsen (72)
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Exercicio 6

Determine o dominio e a inversa da funcdo definida por

f(x) = arcsen (2x — 3).
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Funcao arco-cosseno

O que se passa com a fungdo seno passa-se com as restantes
funcdes trigonométricas. Interessa apenas fixar a restricdo principal
para se poder definir a inversa.

Qualquer restricdo da funcdo cosseno a um intervalo do tipo

[km,m+ kn], keZ

é bijetiva. No caso da fun¢do cosseno, considera-se como restricao
principal a fungdo

he [0,7] — [-1,1] 3

o
)

| |

|

|

|
] 8
x

x — h(x) = cos x
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Func3o arco-cosseno - continuacao

Nos intervalos em que a inversa de cos x é uma func3o, ela
representa-se por arccos x e permite obter o dngulo y cujo cosseno
é x.

Definicao

Define-se a fungdo inversa da fungcdo cosseno, arco-cosseno, por

A=t [-1,1] — [0, 7] ! 5\

x — h71(x) = arccos x




Resumo e visualizacao da funcdo cosseno e da sua inversa

A fun¢do inversa do cosseno, denotada por arccos, ¢ definida como :

y=arccos(x) oo x=cox(y) ¢ yeal0 =)

X = cos(y) y = arccos(y)

‘/\ y
n [+

K x
P — - \\\: %). 1 \'l X

\ 4
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Exercicio 7

Calcule:

@ arccos0

@ arccos (%)

© arccos (—73>

© arccos (72)
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Exercicio 8

Determine o dominio e a inversa da funcdo definida por

f(x) = 3arccos(2x — 3).
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Funcao arco-tangente

Qualquer restricdo da fungdo tangente a um intervalo do tipo

T T
Ly . k[ kel
} 2—1— 7r,2~|—7r €

é bijetiva. No caso da fung¢do tangente, considera-se como
restricdo principal a funcao

y=1g x

x"

NTE

55— =
x = s(x) = tg x

ro| =
e e i, ] [T P
&)
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Funcao arco-tangente - continuacao

Nos intervalos em que a inversa de tg x é uma fungdo, ela
representa-se por arctg x e permite obter o dngulo y cuja
tangente é x.

Definicao

Define-se a fungdo inversa da funcdo tangente, arco-tangente, por

x = s7}(x) = arctg x
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Exercicio 9

Caracterize a inversa da fun¢ao definida por

1
g(x) = 5 arctg (x + 3) — %
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Funcao arco-cotangente

Qualquer restricdo da funcdo tangente a um intervalo do tipo
|km,m+ kn| keZ

é bijetiva. No caso da fun¢do cotangente, considera-se como
restricdo principal a funcao

y=cotg x

t: 0,7 — R 0

r\~.|:q

x — t(x) = cotg x
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Funcao arco-cotangente - continuacao

Nos intervalos em que a inversa de cotg x é uma funcdo, ela
representa-se por arccotg x e permite obter o dngulo y cuja

cotangente é x.

Definicao
Define-se a fun¢do inversa da fungdo cotangente,
arco-cotangente, por

t71: R —]0, 7| \
3
0

x — t71(x) = arccotg x
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Resumo e visualizacdo da funcdo cotangente e da sua

Inversa

A func3o inversa da cotangente, denotada por arccotg, é definida
por:

y = arccotg (x) < x=cotg(y) e y €]0,n|

x = cot(y) y = arccot(y)
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Calcule arccotg (v/3).
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Func3o arco-secante

A func3o inversa da secante, denotada por arcsec, é definida por:

y =arcsec(x) & x=sec(y) e y€]0, g[U]E 7|

27
k

-

sec(y) x = arcsec(y)

(]
A A

' 1 0 '

' [ \ | -

' [ { | f

[ ' { | g B M

| ' | 1 :

' ' | 1

[ ' ' | B

' ' ' 1 1 H

| ' | | e R b e
rEAsEEsYECreLTTr ™ W T r———_
[ — i i ek =~

] | U i' ' 1 "\. Y U xT “x

' “-=r=jq-er L, debgecoeeesa

| ' ' | 1

' ' ] | . H

| ' | | - !

' [ | | '

| ' | |l mmsase—vioaaa A,

' ' ' I

' 1 [ ' .

\ 1 ' I~
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Funcdo arco-cossecante

A func3o inversa da cossecante, denotada por arccosec, é definida
por:

y = arccosec (x) < x=cosec(y) e ye]— g,O[U]O, g[

e T

[ R —————
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SUCESSOES de NUMEROS REAIS

Maria do Carmo Martins

outubro de 2013



Nota histdrica

O termo sucessdo esta relacionado com conjuntos de objetos
dispostos numa dada ordem.

Na antiguidade, os Matematicos gregos dedicaram-se ao estudo
das propriedades de sequéncias numéricas associadas a sequéncias
geométricas como os nlimeros poligonais triangulares, quadrados
perfeitos, pentagonais, etc.

Uma sucessdo histérica é a sucessdo de Fibonacci, que foi
apresentada por Leonardo de Pisa, (1175-1250). Esta sucessdo foi
motivada pelos processos hereditarios nos coelhos.

)

72



Poema sobre sucessoes de Maria Augusta

“Era uma vez uma bola
Que caiu de uma janela
Sobe e desce sempre metade
Ninguém mais teve mao nela.

Quanto a bola andou
Jd a matematica demonstrou.
Mas serd verdade?
Se a bola ainda nio parou
Como a soma se calculou?’



Sucessao de nimeros reais

Definicao

Chama-se sucessao de numeros reais ou sucessao numérica a
toda a aplicagdo u de N em R.

Simbolicamente:

u:N->R

n+— u(n)

Observacao 1

Quando se trata de sucessdes é usual substituir a notag¢do u(n) por
Up.



Termo e ordem do termo de uma sucessao

Definicao
Numa sucessdo, a cada imagem chamamos termo da sucessao,
enquanto que ao respetivo objeto chamamos ordem do termo.

Uma sucessao representa-se por:

o (U17U2,"' 7Una"');
° (Un)neN;

o (up).



Exemplo

Seja up, = n+1.

@ 1y =1+ 1=2diz-se o 1° termo da sucessdo ou termo de

ordem 1;

@ up =2+ 1 =3 diz-se 0 2° termo da sucessao ou termmo de

ordem 2;
°:
@ u, = n+ 1 diz-se o n-ésimo termo da sucessdo ou termo de

ordem n ou termo geral da sucessao.

6/72



Termo geral de uma sucessao

Definicao

Termo geral de uma sucessao € uma expressio designatoria, de
dominio N, que gera todos os termos da sucess3o.




Conjunto dos termos de uma sucessao

Qualquer sucessdo, como aplicacdo que é, tem um contradominio
(conjunto das imagens), que no caso das sucessdes é
frequentemente designado por conjunto dos termos da sucessao.



Exercicio 1

Indique o conjunto dos termos de cada uma das seguintes

sucessoes:
Q u,=n;
Q uy=(-1)%
Q u,=4.



Modos de definir uma sucessao

Para determinar (ou referirmo-nos a) uma sucess3o, indica-se
geralmente uma férmula, através da qual pode-se obter para cada
n € N o correspondente termo de ordem n.

Exemplo: Seja (up) a sucessdo definida por:

5, n par
up =

2 ,
I43n° n impar
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Modos de definir uma sucessao - continuacao

Evidentemente, a determinacdo de uma sucessdo pode fazer-se por
outros processos:

@ Indicam-se alguns termos iniciais considerados suficientes para
determinar qualquer outro termo.

Exemplo: Seja (x,) definida por:

3, 8,13, 18, --
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Modos de definir uma sucessao - continuacao

@ Por recorréncia - Uma sucess3o diz-se definida por recorréncia
quando s3o dados o primeiro, ou os primeiros termos, e os
seguintes s3o obtidos a custa dos anteriores.

Exemplo: Seja (v,) definida por:

V1=0
V2=]_

Vni2 = 5 Vpy1 + vy
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Sucessao de Fibonacci

Esta sucessdo surgiu com o problema inicial dos coelhos:

@ Num pétio fechado, coloca-se um casal de coelhos. Supondo
que em cada més, a partir do segundo més de vida, cada casal
da origem a um novo casal de coelhos, ao fim de um ano,
quantos casais de coelhos est3o no patio?

Esta sucess3o, por recorréncia, é definida por:

V1=1
V2=1

Vn = Vp_1+ Vo2, n>2.
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Sucessoes Mondtonas

Definicao

Uma sucessio diz-se monétona quando € crescente ou decrescente
(em sentido lato ou estrito).
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Sucessao crescente e sucessao crescente em sentido lato

Seja (un) uma sucessdo de nimeros reais. Diz-se que (uy,) é:

o Crescente ou estritamente crescente ou crescente em sentido
estrito se

Ups1 > Up,VNEN <— upi1 —u,>0,YneN.

@ N3o decrescente ou crescente em sentido lato se

Upi1 =2 Up,VNneEN < wu,.1—u,=0,YneN.
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Sucessao decrescente e sucessao decrescente em sentido
lato

Definicao
@ Decrescente ou estritamente decrescente ou decrescente em
sentido estrito se

Upi1 < Up,VNneN < u,.1—u,<0,YVneN.

@ N3o crescente ou decrescente em sentido lato se

Ups1 S Up,VNEN <— upr1 —u, <0,YneN.
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Exercicio 2

Verifique se s3o mondtonas as sucessdes cujos termos gerais s3o:

n
oun_n+11
2n+1, n par
eun:{ f)
—n+3, n impar
_(_1)n+1+2.
eun— n+1 ’
1
Q u,=

C2n—1'
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Sucessao limitada inferiormente

Definicao

Diz-se que uma sucessdo (u,) € minorada ou limitada
inferiormente se, e sé se, o conjunto dos seus termos for
minorado, isto €, se existir b € R, tal que

up, = b, ¥YneN.
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Sucessado limitada superiormente

Definicao

Diz-se que uma sucessdo (u,) € majorada ou limitada
superiormente se, e s6 se, o conjunto dos seus termos for
majorado, isto €, se existir c € R, tal que

u, <c, YyneN.
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Sucessao limitada

Definicao
Diz-se que uma sucessdo (up,) € limitada se, e sé se, o conjunto
dos seus termos for limitado, isto €, se existir a, b € R tais que

asu,<b, YneN.

Por vezes, é conveniente usar a seguinte defini¢3o:

(up) é limitada < 3JLe R’ : |uy| <L, VneN.



Exercicio 3

Prove que s3o limitadas as sucessbes definidas por:

Qu=1+1;

Q@ u,=(-1)".
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Infimo e supremo de uma sucessao

Definicao

Se a é minorante de (u,) e verificar-se a condicdo a > ¢, sendo ¢
qualquer minorante de (up), entdo a é o maior dos minorantes ou o
infimo de (up).

Definicao

Se b é majorante de (up) e verificar-se a condicdo b < d, sendo d
qualquer majorante de (u,), entdo b é o menor dos majorantes ou
o supremo de (up).

N
N
~
N



Subsucessao

Definicao
Chama-se subsucessao de uma sucessao (u,) a toda a sucessdo

que se obtém de (up,) por supressio de alguns termos.
Representa-se por

(u))) = (Un)pery, com N cN.




Exercicio 4

Indique duas subsucessdes de cada uma das sucessoes que se

segue:
Q u,=n
1+(=1)"
9 un = (n )
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Observacao 2

@ Qualquer subsucessdo de uma sucess3o limitada é limitada.

@ Qualquer subsucessdo de uma sucessdo mondtona é também
mondétona (crescente ou decrescente consoante a sucessdo
considerada).

© De uma sucessdo nao mondtona é possivel extrair
subsucessdes mondtonas.

© Toda a sucessdo crescente (mesmo em sentido lato) é limitada
inferiormente pelo seu primeiro termo.

© Toda a sucessdo decrescente (mesmo em sentido lato) é
limitada superiormente pelo seu primeiro termo.

25 /72



Limite de uma sucessao

Definicao
Seja (up) uma sucessdo de nimeros reais e a € R. Diz-se que (up)
converge para a ou tende para a ou tem limite a e escreve-se

U, — a

se, e s6 se, para todo o ndmero real positivo §, é possivel obter um
ndmero natural ny, tal que para n > ng se tem |u, — a| < 9.
Simbolicamente:

up—>a < V6>0,3dnpeN : n>ng=|u,—a|l <§
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Observacao 3

Podemos assim verificar que, se lim u, = a, entdo qualquer
intervalo do tipo ]a — d, a + d[ contém todos os termos de (uy),
com excecdo no maximo de um nidmero finito de termos.



Definicoes

Definicao

Se o limite € zero, diz-se que (up) é um infinitésimo.

Definicao

@ Uma sucessio diz-se convergente se tiver limite finito, isto €,
se tender para um ndmero real.

@ Uma sucessio diz-se divergente se nio for convergente.
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Sucessoes

Classificacdo das sucessGes quanto a existéncia e natureza do

limite:

sSucessao <

convergente
propriamente  divergente

divergente

oscilante
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Exercicio 5

Prove, pela definicdo de limite, que limu, = %, sendo u, =

wIN
w
S
—+
=
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Exercicio 6

n? -1

Seja up, = ——.
13 n n?+1

a) Determine a ordem a partir da qual:
Q |u,—1]<0,1

Q |u,—1] <3

b) Prove, pela definigcdo, que u, — 1.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 1 (Unicidade do limite)

O limite de uma sucessdo, quando existe, é tnico.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 2
Qualquer subsucessdo de uma sucessdo convergente é também
convergente para 0 mesmo limite.

Corolario 1
Se lim u, = a, entdo

VkeN, limu, x = a.

Isto é, o limite de uma sucessao nao se altera, quando se retira um
nimero finito de termos.
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Observacao 4

@ Do teorema anterior resulta que, se uma sucessdo (up) admitir
duas subsucessdes com limites diferentes, entdo (u,) é
divergente.

@ Para determinar o limite de uma sucessdo (u,) que se sabe ser
convergente, basta determinar o limite de uma das suas
subsucessdes, pois este serd também o limite de (u,).
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 3
Toda a sucessao convergente é limitada.

Observacao:
O reciproco do teorema anterior nem sempre é valido, isto §,

(up) limitada = (up) convergente
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 4 (Convergéncia das sucessdes mondtonas)
Toda a sucessao mondtona e limitada é convergente.

Corolario 1
Se (up) é uma sucessdo mondtona e possui uma subsucessdo
convergente, entdo (u,) é convergente.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 5
Seja (xp) um infinitésimo e (y,) uma sucessdo limitada. Entdo a

sucessdo (x,.yn) € um infinitésimo (mesmo que n3o exista lim y,).

Nota
Este resultado é referido muitas vezes dizendo-se que " o produto
de um infinitésimo por uma sucessdo limitada é um infinitésimo”.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 6
Se limx, = a e limy, = b entdo:

Q lim(x, +yn) =a+ b;

@ lim(xp— y) = a— b

@ lim (xo.y») = ab;

Q lim (2) = ¢

© lim /5y = {/limx, = ¢/a;

Q lim|x,| = |limx,| = |a|.
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Observacao 5

@ Os resultados das alineas (1) e (2) do teorema anterior sdo
vélidos para um ndmero finito de sucessdes.

@ Deve-se ter o cuidado de n3o aplicar o teorema nas somas (ou
produtos) em que o niimero de parcelas (ou fatores) é variavel
e cresce acima de qualquer limite.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 7 (Permanéncia do sinal)
Se uma sucessdo tem limite positivo, entdo a partir de uma certa
ordem todos os seus termos s3o positivos.

Nota:
Do mesmo modo se prova que se limx, = b, com b < 0, entdo a
partir de uma certa ordem, todos os termos x, sdo negativos.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 8 (Passagem ao limite numa desigualdade)
Sejam (x,) e (yn) duas sucessbes convergentes. Se x, < y,,
Vn e N, entao

lim x, < limy,.

Nota
Supondo x, < yn, Yn € N, ndo podemos garantir que

lim x, < limy,.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Corolério 1
Seja (u,) uma sucessdo convergente. Se u, = a, Vn € N, entdo

limu, = a.

Nota:
Refira-se que se u, > a, entdo limu, > a.
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Teorema 9 (Teorema ou Critério das Sucessdes Enquadradas)
Se (up) e (v,) sdo duas sucessdes de nlimeros reais convergentes

para o mesmo limite a e, se a partir de certa ordem, a sucessao
(wp) é tal que

Up £ Wp < Vp,
entao

limw, = a.
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Exercicio 7

Recorrendo ao teorema das sucessdes enquadradas, calcule o limite
das sucessGes definidas por:

n n n n

oW: = + + e 4+ —
" kZ:lnz—i-k n?+1 n?+2 n?+n

1+ sen2[(2n)!]'

Q w, =
" n+3
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Teoremas sobre limites de sucessoes

Lema 1
Toda a sucessdo limitada possui subsucessdes convergentes.
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Limites infinitos - infinitamente grande positivo

Definicao
Seja (un) uma sucessdo. Diz-se que (u,) € um infinitamente
grande positivo, e escreve-se u, — +0o0 ou lim u, = 400, se

VLeR", 3peN: n>p = u,> L.

Exemplo
A sucessao de termo geral u, = n
positivo.

2 é um infinitamente grande
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Limites infinitos - infinitamente grande negativo

Definicao

Seja (up) uma sucessdo. Diz-se que (u,) € um infinitamente
grande negativo, e escreve-se u, — —o0 ou lim u, = —0 se, e s6
se, a sucessdo (—up) for um infinitamente grande positivo.

Exemplo
A sucessao de termo geral u, = —n
negativo.

2 é um infinitamente grande
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Limites infinitos - infinitamente grande (sem sinal)

Definicao

Seja (up) uma sucessdo. Diz-se que (u,) € um infinitamente
grande (sem sinal) ou infinitamente grande em mddulo se, e
6 se, |up| = +00

Exemplo
@ A sucessdo de termo geral u, = (—1)"*1n? é um
infinitamente grande (sem sinal);

@ A sucessdo de termo geral u, =3+ (—=1)"n é um
infinitamente grande em médulo.
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Teorema

Sejam (xp) e (yn) duas sucessdes de niimeros reais.

1) Se limx, = +o e (y,) é limitada inferiormente por um ndmero
positivo, entdo lim (x, + y,) = +0o0.

2) Se limx, = +00 e (yn) € limitada inferiormente por um niimero
positivo, entdo lim (x,.y,) = +00.

3) Se (xn) € uma sucessdo de termos positivos, entdo
. 1
imx,=0 < |lim— = +o0.

Xn
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Teorema - continuacao

4) Se (xn) e (yn) sdo sucessdes de termos positivos:

@ Se (x,) é limitada inferiormente por um niimero positivo e

limy, = 0, entdo
. Xp
lim — = +oo.
Yn

@ Se (x,) é limitada superiormente e lim y, = 400, entdo
Xn

lim— = 0.
Yn
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Propriedades algébricas dos limites

o lim(x, + yn) = limx, + limy,
(Desde que as sucessdes ndo tenham simultaneamente limites
infinitos de sinais contrarios)

@ lim(x, — yn) = limx, — limy,
(Desde que as sucessdes ndo tenham simultaneamente limites
infinitos com o mesmo sinal)

@ lim (xn.yn) = limx,.limy,
(Desde que as sucessdes ndo tenham simultaneamente limite
nulo e limite infinito)

: Xn | — limxy

@ lim (yn> Timy,
(Desde que as sucessdes ndo tenham simultaneamente limites
nulos ou limites infinitos)




Propriedades algébricas dos limites

o lim|xy| = |lim xp|
e lim ¢/x, = {/limx,, com pe N

(Desde que a expressdo tenha significado)
) = (lim x,)*, desde que para k =0 limx, # 0 e
lim x, # oo.

@ lim (x

o lim (k) = k'm> desde que para k = 1, lim x, # o0 e para
k=0, limx, # 0.
o lim (x,),/") = (lim x, , desde que para

Q limx, =0, limy, #0;

)Iimy,,

Q limx, =00, limy, #0;
Q limx, =1, limy, # .
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Propriedades algébricas dos limites

@ lim (log x,) = log (lim x,), desde que a expressdo tenha
significado.

@ limsenx, = sen lim x,
lim cos x, = cos lim x,
limtg x, = tg lim x,

lim cotg x, = cotg lim x,
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Limite do quociente entre dois polindmios em n

I ao+aln+a2n2+---+apnp

m
bo + bin+ byn? + - -+ + bgnd

Exercicio 8 - Complete:

. 3n+5
n

!
@ lim 4n?2 +6

Q Iim

n
n?+4

502 +n+3 _

sep>q

sep=gq

sep<q
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Limite da Exponencial

o selal>1

1 sea=1
lima” = <
1 sea=-1

0 selal<1

Exercicio 9 - Complete:

Q Im2" = .. olim(_41> .
@ lim(~1)" = ---

Q lim (;): Q lim(-3)"=---
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A sucessao u, = (1 + %)n

A sucessdo (up) é estritamente crescente e limitada, pois
1 n
2 < (l—i—) <3, VneN.
n

Logo, pelo teorema de convergéncia das sucessdes mondétonas, (up)
é convergente, tendo-se

1 n
lim (1+) =e
n
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Exercicio 10

Calcule os seguintes limites:

2 n+2
Q Iim (1 + )
n
) 9 3n
Q lim (1 - 4,72)
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

Up
n

Consideremos as sucessdes (u,) e (“2). Demonstra-se que:

. . up
lim(upi1 —up) =a = lim— =a.
n

Exercicio 11 - Calcule:

| 1
o og(n+ )
n
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

Consideremos as sucessdes (u,) com u, >0, Vn€ N, e ({/up).
Demonstra-se que:

. Upy1 .
lim—* =p = lim{u, = b.

Un

Exercicio 12 - Calcule:

Q@ Iimvn+1
.1,
Q lim—+vn!
n
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

Demonstra-se que se (u,) é uma sucessdo convergente, entdo

.U+ up+ -+ up
m

imu, =k = |i — k.
n
Exercicio 13 - Calcule:
o |im,17<;+i+é+...+21n);
Q limdt a2t a1

n?+1 "
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

Demonstra-se que se (u,) é uma sucessdo convergente e u, > 0,
Vn e N, entao

imu,=r = |lmJu.up. ... u,=r

Exercicio 14 - Calcule:

. /135 2n—1

(1) (+)-(+1)
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

Sejam (up) e (v,) duas sucessdes reais com (v,) sucessio
crescente. Demonstra-se que

. Upy1 —up . up
m—=m = |lim— =m.

Vh+1 — Vn Vn

Exercicio 15 - Calcule:

0 lim °8”
n
2
2
) Iim%;
log n
Q lim 2y V2

S, V21



Regras para a determinacao de limites de sucessoes

A exponencial de base maior do que um evolui mais rapidamente

do que qualquer poténcia do seu expoente.

N
lim L = 0, comu, —» +oea>1
(un)
k
u
I (Z) =0, comu, > +ooea>1
an
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Exercicio 16

Calcule, se existirem, os seguintes limites:

n

Q Ilim &
n
—n
@ Iim?
—n
. 5n+2
@ lim (n+ 2)i0
. (3n+44)10
o lim W
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

Os nimeros evoluem mais rapidamente do que qualquer poténcia
dos seus logaritmos.

lim "
im—— =
(log n)*
_ (log n)k
im dogm®
n
Generalizacao:
. Up
I|m7k:oo, com up, —> 0 e u, >0
(log un)
~ (log up)k
Imwzo, com u, — e up >0

Un
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Calcule:

[ 1
Q lim M
n+1
(log n)®
n

Q Iim

n® +1)

O M e 1 1
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

. senu,
lim =1
up—0  Up
teu
lim 247 _ 4

Exercicio 18 - Calcule:

@ lim n? sen (1>
2

tg (3)"
Qlim%

(2)
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Exercicio 19

Determine, caso exista, os seguintes limites:

Q@ limsenn
. senn
Q Iim
n
. 1
@ limnsen (;)
. 1
@ limcos (1)
. senn
Q@ Iim >
n-+1
. nsenn
Qo |Im27
nc+1
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Regras para a determinacao de limites de sucessoes

limyn(x, —1) = k = lim(x,)"" = e

(s6 serve para indeterminagdes do tipo 1%)

Exercicio 20 - Calcule:

EEY
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Exercicio 21- Produtos sucessivos

1.357---(2n—1
Considere a sucessdo de termo geral u, = o (I n )
n!

@ Calcule
u
up
u3
Uy
Ug
uno

000000

@ Estude a monotonia de (up).
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Exercicio 22- Produtos sucessivos

Considere a sucessao de termo geral u, = 2.4.6---(2n).

@ Calcule:
u
up
us
u1o
u3o

00000

@ Estude a monotonia de (up).
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Exercicio 23- Somas sucessivas

S|

Considere a sucessdo de termo geral u, =1+ % + % et
Q@ Calcule:

u
uz
us
U1
Uso

00000

@ Estude a monotonia de (up).
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Definicao e generalidades

Definicao

Seja (un) uma sucessdo de nimeros reais. Chama-se série
numérica ou série de niimeros reais ou soma infinita a
expressdo que se obtém somando todos os termos de (up).
Simbolicamente:

s
=

u+ut+uzt---tu+... =

Ut Uzt U = U

Ut Uzt Ut = Y
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Definicao e generalidades

Considerando a série > up,, tem-se

3\
u

uz
> termos da série
Up

J

em que u, é o termo geral da série.
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Observacdo 1

o6}
Por vezes é conveniente considerar séries do tipo 2 Up, OU Mais
n=0
Q0
geralmente, 2 Up, onde p é um nimero natural. Assim, s3o
n=p

também séries as expressoes:

08}
ZunZU2+U3+"-+un+...

Zu,,=u8+u9+---+u,,+...
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Sucessao associada a uma série

Definicao

Considere-se a série numérica > u,. Define-se

S51=u primeiro termo da série

So=u; + w soma dos dois primeiros termos da série
S3=u1+u+ us soma dos trés primeiros termos da série
S, =u1+u+---+ u, soma dos n primeiros termos da série
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Sucessao associada a uma série

N
Sy
S
.} somas parciais da sérieZ Up

Sn

J

(Sn) pen oU (Sn) € uma sucessdo de niimeros reais chamada
sucessdo das somas parciais da série > u, ou sucessao
associada a série.
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Exercicio 1

Considere a série > % Calcule S, S3, Sig e S,
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Sucessao associada a uma série

Considere-se a série Y u,. Entdo

Sn = wm+ut--+Up1+up
S:1 = mtuwm+--+u,q
Sp =51 = (ul+"'+u”_1+un)_(U1+"'+Un—1):Un.
Assim,

5,, — Sn—l = Up.
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Exercicio 2

. n ~
Seja S, = 1 o termo geral geral da sucessdo das somas
n

parciais da série > u,. Determine up,.
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Convergéncia da sucessao associada a série

Considere-se a série numérica > u, e seja (S,) a sua sucessdo
associada. Entdo

(S,) converge < Zu,, converge.
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Natureza de uma série

Definicao
@ Diz-se que a série de termo geral u, € convergente se existir

emR o
lim S, =S.

n—o

O ndmero real S diz-se a soma da série ) u,. Escreve-se
entdo, > u, = S.

@ Diz-se que a série de termo geral u, € divergente se a
sucessdo associada a série for divergente, isto €, se lim S, = w©
ouBlim§,.

Chama-se natureza de uma série a propriedade de ser
convergente ou divergente.

11 /104



Observacao 2

Note-se que sendo (S,) uma sucessdo, o calculo do limite de S,
obedece as propriedades algébricas dos limites das sucessoes,
podendo aplicar-se, sempre que seja possivel, as regras praticas ja
estudadas.
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Exercicio 3

Estude a natureza das séries:
1
° Z n(n+1)
Q Z c, com c € R\{0};

@ >0
o Z(_l)n+15_
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Resto de uma série

Definicao

Seja >, up uma série numérica. Chama-se resto de ordem p da
série Y up a série que se obtém suprimindo os p primeiros termos
da série. Simbolicamente

0
Ro = tpy1 +uUpgo+--- = 2 Up+n-
n=1
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Exercicio 4

Escreva o resto de ordem 4 da série )| %
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Observacao 3

Suponhamos que ) u, é uma série numérica convergente cuja
soma é S. Entédo

SzZun:yl+uz+---+ug+yn+1+u,,+2+...
S Rn

ou seja,

S = S5, +R,
R, = S-8,.
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Observagdo 3 (continuagdo)

Tomando limites, tem-se:

limR, = Ilim(5-35,)
= |limS—1Im§S,
S-S5
= 0.

Concluimos entdo que uma série é convergente se o resto de ordem
n for um infinitésimo, isto é:

Z u, é convergente < I|IimR,=0

17 /104



Série geométrica

Definicao

Chama-se série geométrica a toda a série da forma

0
Zar”_lz Zar”:a+ar+ar2+ar3+---+ar”+...
n=0

Refira-se que, numa série geométrica cada termo pode ser obtido a
partir do termo anterior multiplicando pela razao r.
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Exercicio 5

g . 1 . o ~
Verifique que a série Z > é geométrica e indique a razdo.
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Natureza da série Geométrica (1)

Estudemos a natureza (convergente ou divergente) da série
geométrica.

Escrevendo a sucessdo das somas parciais, (S,), multiplicando-a
por r, (rS,), e subtraindo rS, a S,, vem:

Sn = atar+ar’+---tarm!

rS, = ar+ar’+ard--+ar"t4ar”
S,—1rS, = (a—i—ar—i—---—lrar"_l)—(ar—i—---—i—ar”_l—l—ar")
S,—rS, = a—ar"

Sp(l—r) = a—ar"
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Natureza da série Geométrica (2)

Consideremos os seguintes casos:

1) Ser #1, entdo S, = a{—f’;n

Calculemos o limite de S,:

limS, = Ilim

a a
1—-r 1—r

Sendo r" uma exponencial, o limite vai depender da base.
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Natureza da série Geométrica (3)

Assim, teremos de considerar os casos:
Q |rl<1;
Q |r| >1;
Q@ r=-1.

Analisemos cada caso:

@ Se |[r| <1, entdo limr" = 0 e assim lim 5, = 2.

Sendo (S,) convergente, entdo a série > ar"~1 é convergente

easuasomaés = 7.
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Natureza da série geométrica (4)

@ Se |r| > 1, entdo limr” = o0 e assim lim S, = c0.

Sendo (S,) divergente, entdo a série > ar"~! é divergente.

@ Se r = —1, entdo >l ar""! é divergente, pois:
e Se n é par, entdo S, = 1_("”_1) - 1_("’_1) = 0, pelo que
limS, = 0.
e Se n é impar, entdo S, = 1_(‘3_1) — (—1_("_1)) = a, pelo que
limS, = a.

Assim, S,, = a para nimpar e S,, = 0 para n par. E sabido que
esta sucessdo nao tem limite e, portanto, a série é divergente.
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Natureza da série geométrica (5)

2) Se r =1, entdo S, = na. Calculando o limite de S, tem-se:
limS, =limna=w

Como (S,) é divergente, entdo > ar" ! é divergente.

Conclusao:

1

A série geométrica > ar"~" converge se, e s se, |r| < 1. Neste

caso, a sua soma ¢é
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Exercicio 6

Determine a natureza das seguintes séries e, em caso de
convergéncia, calcule a respetiva soma:

2
) 5
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Série de Mengoli

Definicao
Chama-se série de Mengoli? a toda a série cujo termo geral pode
ser escrito numa das seguintes formas:

Up = ap— anti; (1)
Uy = ap— ans2; (2)
Uy = ap— anip, pEN. (3)

“Pietro Mengoli, matemdtico italiano que em em 1650 estabeleceu a soma
de grande niimero de séries de termos positivos e a divergéncia da série
harménica.
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Exercicio 7

Verifique que sdo de Mengoli as seguintes séries:

1
® Z:n(n—i-l)

1
° Z:n(n+3)
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Série de Mengoli

Analisemos cada um dos casos da definicdo anterior. Consideremos
o caso (1). Admitamos que existe uma sucess3o (a,) tal que
Up = ap — apt1. lem-se

S, = up+tuwt+uz+---+u,
= (31_32)+(a2_33)+"'+(anfl_an)+(an_an+1)
= d1 — dp+1-

Calculemos o limite de S,:

limS, = lim{(a; —api1)
lima; —limapy1
a; — limapys

= a; —lima,
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Série de Mengoli

Portanto,

(S,) converge < (ap) converge

2 u, converge < (ap) converge

Conclusao: A série de Mengoli

Z unp = Z(an - an+1)

converge se, e sb se, (a,) for convergente. Em caso de
convergéncia, a sua soma é

S=2a —lima,.
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Série de Mengoli

Consideremos o caso (2). Admitamos que existe uma sucessio
(an) tal que u, = a, — ap2. Tem-se

Sp = nmt+wtuz+---+uy
(31—33)+(az—a4)+(a3—a5)+---+(a,,,2—a,,)+
+(an-1 — ant1) + (an — an42)

= ap +az — ap41 — an42.

Calculemos o limite de S;:

lim S, lim(a; + a2 — ap+1 — anyi2)

= ar+ay—limay1 —limayio

= a1+ a —2lima,
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Série de Mengoli

Portanto,

(S,) converge < (ap) converge

2 u, converge < (ap) converge

Conclusao: A série de Mengoli

Z unp = Z(an - an+2)

converge se, e sb se, (a,) for convergente. Em caso de
convergéncia, a sua soma é

S=a+a—2lima,.
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Série de Mengoli

Consideremos, finalmente, o caso (3). Admitamos que existe uma
sucessdo (an) tal que u, = a, — apyp, com p € N. Tem-se

S, = m+uw+tuz+---+u,
= (31 — 31+p) + (82 — 32+p) + -+ (a,,_l — an_1+p) +
+(an — an+p)

ayrt+ax+---+ap—apt1 —any2 — - — Anytp-

Calculemos o limite de S,:

limS, = lim(ai+ax+- -+ ap—ant1 — ant2 — antp)

= art+a+--+ap—lima, 1 —limay,o —limay,,

ai+a+---+ap—plima,
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Série de Mengoli

Conclusao: A série de Mengoli

Zun Z — antp), com peN

converge se, e sé se, (a,) for convergente. Em caso de
convergéncia, a sua soma é

S=a+a+---+a,—plima,.
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Exercicio 8

Calcule a soma das séries das seguintes séries

1
° Zn(n—i—l)

1
¢ Zn(n+3)
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Série Aritmética

Definicao

Chama-se série aritmética a toda a série em que € constante a
diferenca entre um termo e o seu antecedente.

Portanto, a série >, u, é uma série aritmética se up 1 — up =,
com r constante. Tem-se assim,
ui + up

Sn: yl+U2+...+ug :72 xXn

~
soma de n termos de uma p.a.

Como lim S,, = oc, a série aritmética é sempre divergente.
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Exercicio 9

Determine a natureza da série >, 2n.
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Série geométrica-aritmética

Definicao
Chama-se série geométrica-aritmética a toda a série da forma

1

Znar”_l=a+2ar+3ar2+4ar3+---+nar”_ +...

37 /104



Exercicio 10

. , . n ., , . L. S
Verifique que a série Z on € Uma série geométrica-aritmética.
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Natureza da série geométrica-aritmética (1)

Estudemos a natureza da série > nar"~1 procedendo de modo
andlogo ao das séries geométricas.

Sn
rS,
S, —rS,
Sp(l—r)

a+2ar+3ar® + -+ (n—1)ar" 2 + nar"!

ar +2ar? +3ar* - 4+ (n— )ar" + nar”

1

a+ar+ ar’ + -4 ar"? + ar”’) —nar”

soma de n termos de uma p.g.

a—ar”

n
— nar
1—r
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Natureza da série geométrica-aritmética (2)

Consideremos os seguintes casos:

1)Ser+#1, entdo S, = fliar’)'; - .

n

Calculemos o limite de S,:

) . a—ar” nar”
limS, = Ilm( )

(1—r)? C1—r
Sendo r uma exponencial, o limite vai depender da base. Assim,
teremos de considerar os casos:

Q |r| <1,

Q |r|>1,

Q r=-1.

Analisemos cada caso:
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Natureza da série geométrica-aritmética (3)

@ Se |r| <1, entdo

. . a—ar” nar”
limS, = Ilim ((1—r)2 — 1—r>

i ((1 R e b —)

Ora, se |r| < 1, entdo:
o limr" =0
o limnr" =lim — = 0.

()

Assim, lim S, = oy r) Sendo (S,) convergente, entdo a série

> nar"1 é convergente e a sua soma é S = =2

1Recorde-se que a exponencial de base maior que um evolui mais
rapidamente do que qualquer poténcia do seu expoente
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Natureza da série geométrica-aritmética (4)

e Se|r|>1,

a—ar"  nar”
(1-r2 1-r
a—ar"—nar"(1—r)

(1-r)?
~a—[ar" 4+ nar"(1 —r)]

1-r)?
_a—r"[a+na(l—r)]

(1-r)?

Assim lim S, = 0. Sendo (S,) divergente, entdo a série
> nar™1 ¢ divergente.
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Natureza da série geométrica-aritmética (5)

e Ser = —1, entdo > nar"! & divergente, pois:

o Se n € par, entdo S, = =52, pelo que lim S, depende do sinal

de a.
e Se n é impar, entdo S, = 25" pelo que
400 sea>0
. . _a-+na
limS, = lim =

—0 sea<0

Assim, ndo existe lim S, e, portanto, a série é divergente.
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Natureza da série geométrica-aritmética (6)

- 2 .
2)Ser=1,entio S, = "”’Jr% Calculando o limite de S,, tem-se:

. . an® + an
I|m5n=||mT:oo

Como (S,) é divergente, entdo > nar"~! é divergente.

Conclusdo: A série geométrica-aritmética > nar"~1 converge se, e

s6 se, |r| < 1. Neste caso, a sua soma é

a

Szm.
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Teorema 1 - Critério Geral de Cauchy

Para que uma série >_ up, seja convergente é necessario e suficiente
que

V6 >0,dnge N:n>ng = |Sp1p — Sn| <0,¥peN
isto €,

V6 >0,3nge N:n>ng = |upt1+ Upto+ -+ Unip| <5,VpeN

Note-se que:

Teorema (Critério de Cauchy para as sucessdes) Seja (uj)
uma sucessdo numeérica.

(un) converge < ¥§ > 0,3ng € N:n > ng = |uprp—un| < 0,YpeN.
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Corolario 1 - Condicao necessdria para a convergéncia
(série)

Corolario

Se a série > up € convergente, entdo lim u, = 0.

Observacao 4
O corolario anterior diz-nos que

Z up converge = limu, =0.

No entanto,
imu,=0 = Z up converge.
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Exercicio 11

Aplicando o critério geral de convergéncia determine a natureza da

. 1
serie Z —.
n
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Corolario 2 (Teste da Divergéncia)

Corolario

Se >, up € uma série tal que lim u, # 0, entdo a série >, up, €
divergente.

limu,#0 = Z u, € divergente.
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Exercicio 12

n+1
3n—1

Determine a natureza da série Z
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Teorema 2

Teorema

Se ¢ € uma constante ndo nula, entdo as séries

Su e Yew

sdo da mesma natureza e, no caso de convergéncia, se for S a
soma de > u,, entdo ¢ S serd a soma de Y, c up,.
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Exercicio 13

Estude a natureza das séries:

1
° Z:C'Sn(n—i-l)
(2] Z%,a;féo

(3] Z5e%
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Teorema 3

Teorema

Sejam Y, up e >, v, duas séries convergentes, cujas somas sio
respetivamente S’ e S”. Ent3o

@ A série > (un + vn) € convergente e a sua soma € S' + S”.

@ A série > (u, — vn) € convergente e a sua soma € S' — S”.
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Exercicio 14

4 2
2n=1  pn2 4 3p

Mostre que a série Z ( ) é convergente.
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Corolario

Corolario

Se a série

@ > up € convergente e
@ a série > v, € divergente

(ou vice-versa),ent3o a série

Z(un + Vn)

€ divergente.
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Exercicio 15

Determine a natureza das séries:
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Conclusao

> up convergente

S v, convergente } = Z:(u,7 + v,) convergente.
n

> up convergente
> v, divergente

} = Z(un + v,) divergente.

> updivergente nada se pode concluir acerca
> vpdivergente da natureza da série > (up + vp).
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Teorema 4

Teorema

Se uma série, Y up,, € convergente, entdo a série, > u!,, que se
obtém associando dois a dois os termos consecutivos da série de
forma a construir novos termos € também convergente e tém a
mesma soma.

Corolario

Se >’ u), € divergente, entdo Y u, € divergente.
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Teorema 5

Teorema

A natureza de uma série ndo se altera se modificarmos um niimero
finito dos seus termos, isto &,

- Se duas séries diferem de um nimero finito de termos elas
tém a mesma natureza.

Nota: As séries referidas no teorema anterior tém a mesma
natureza, mas podem n3o ter a mesma soma.
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Exercicio 16

Determine a natureza da série
1 1 1 1
—142 S h 4.
> up =1+ 34Tt

e, em caso de convergéncia, calcule a soma.
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Séries de termos n3o negativos

Definicao

Uma série Y u, diz-se de termos ndo negativos se

u, > 0,¥n e N.

Exemplo:

(1) Z n é uma série de termos n3o negativos.
2 , - ~ .
(2] Z n“ é uma série de termos ndo negativos.
(5] Z(n —5) n3o é uma série de termos n3o negativos.

(%) Z(n — 1) é uma série de termos n3o negativos.
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Série de termos nao positivos

Definicao

Uma série Y u, diz-se de termos nado positivos se

un < 0,Vn € N.

Exemplo:

(1) Z —n é uma série de termos ndo positivos.
Q Z —n? é uma série de termos n3o positivos.
(5] Z(n —5) n3o é uma série de termos n3o positivos.

(%) 2(1 — n) é uma série de termos ndo positivos.
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Observacao 5

Suponhamos que >’ a, é uma série de termos n3o positivos. Entdo,
por definicdo
ap <0, VneN.

Mas,
ap,<0,vneN & —3,>20,VneN

2(an) = =D an

é uma série de termos ndo negativos. Assim, o estudo de uma série
de termos ndo positivos reduz-se ao estudo de uma série de termos
ndo negativos, uma vez que as séries > a, € Y, —a, tém a mesma
natureza.

pelo que, a série
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Teorema 6 - Condicdo necessdria e suficiente de
convergéncia de uma série de termos nao negativos

Teorema

E condicdo necessdria e suficiente para que uma série de termos

ndo negativos seja convergente que a sucessio (Sy,), das somas
parciais da série, seja limitada superiormente.
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Exercicio 17

1 . .
Prove que Z — € convergente, utilizando o teorema anterior.
n!
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Teorema 7 - Critério de comparacao

Teorema

Sejam >, up e >, v, duas séries de termos ndo negativos, tais que

up < vp, ¥neN.

Entao
@ Se >, v, converge, entdo ) u, converge

@ Se >, u, diverge, entdo ), v, diverge
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Série majorante e série minorante

Definicao

Chama-se série majorante de uma série >, u, a série >, vy,, tal que

Up < vy, YneN.

@ > v, € a série majorante da série > u,

@ > up € a série minorante da série ), v,

O Critério de Comparagdo pode ser enunciado do seguinte modo:

© A convergéncia da série majorante implica a convergéncia da
série minorante.

@ A divergéncia da série minorante implica a divergéncia da série

majorante.
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Observacao 6

Como a natureza de uma série ndo depende dos seus primeiros
termos (em nidmero finito), o teorema anterior ainda é vélido para
0 caso em que a condicdo u, < v, se verifica apenas a partir de
uma certa ordem, isto é, se

dng e N:n=ng= u, < v,

o) . Y 1 .
Exe.rcuj.lo 18 - Deterlene a natureza da série ), S nTT) aplicando
o critério de comparacao.
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Exercicio 19

@ Utilizando o critério de comparagdo, conclua que a série Y, ﬁ
é divergente.

@ Determine a natureza da série > %



Corolario 1

Coroldrio

Sejam ) u, uma série de termos ndo negativos e Y v, uma série
de termos positivos. Se existir um ¢ > 0, tal que a condicdo

Un
L <
Vn

se verifica a partir de uma certa ordem, entdo:

Q Se ) v, é convergente, entdo > u, converge.

@ Se >, u, € divergente, entdo . v, diverge.
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Corolario 2

Corolario

Sejam > up e >, v, duas séries de termos positivos. Se existirem
c>0ed>0 tais que

a partir de uma certa ordem, entdo as séries >, u, € >, v, sdo da
mesma natureza.
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Coroldrio 3 - Critério de comparacao por limites

Corolario

Sejam > up e Y, v, duas séries de termos positivos. Entdo:

@ Selim ¥ =/ +#0,+00 (entdo) as séries Y u, e Y, v, 530 da
mesma natureza.

@ Selim = =0, entdo a convergéncia de v, implica a
convergenCIa de >’ up ou a divergéncia de ) u, implica a
divergéncia de > v,.

Q Selim “j—: = 400, entdo a convergéncia de >_ u, implica a
convergéncia de Y. v, ou a divergéncia de > v, implica a
divergéncia de > up,.
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Exercicio 20

Utilizando o Critério de comparacao por limites, estude a
natureza da série

n+1
Zn.4n'
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Corolario 4 - Comparacao de razoes

Corolario

Sejam >, up e Y, v, duas séries de termos positivos. Se existir uma
ordem p, a partir da qual

Up+t1 Vn+1
< )
Up Vn

entdo:

@ Se >, v, converge, entdo Y u, converge.

e Se >, up diverge, entdo v, diverge.
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Estude a natureza das séries:

2" +5
G’213"—11

o Z Ioin
o Z 1+2s’:enn

Q ) log(l+ %)
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Séries de Dirichlet

Definicao

Chama-se Série de Dirichlet? a toda a série da forma
1
nia’

sendo o« um numero real.

“Peter Gustave Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematico Alem&o, foi
professor em Berlin e Gottingen e deu importantes contribuicdes para a Andlise
e Teoria dos Niimeros
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(Série harménica);.

02%; a=1
1
GZﬁ; a=3
92%; a=-9
1 5
04——5.

o E T
n 2
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Teorema 8

Teorema
Seja (un) uma sucessdo de termos ndo negativos e decrescente.
Entdo as séries

oo}

ee}
Z up, e Z 2k Uok
k=0

1

s3o da mesma natureza.
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Corolario

Corolario

A série )’ nla converge para o > 1 e diverge para o < 1.
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Exercicio 23

n+1

V3m 42

b) Recorrendo ao critério de comparagdo por limites, determine a
natureza das seguintes séries:

a) Estude a natureza da série Z

n+4
Ly

(2] Zlog(l + %)
o %
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Séries de Bertrand 2

Definicao
Chama-se Série de Bertrand a toda a série da forma
s 1

_— e R.
e (log m)P’ com «,

n=2

2 Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900) foi um matematico,
historiador de ciéncias e académico francés. 80 /104



Natureza das séries de Bertrand

Consideremos a série de Bertrand:

.- 1
Z ———— coma,BeR.
“ n*(log n)?

e Se a > 1, a série de Bertrand converge V3 € R;
@ Sea <1, a série diverge Vf € R;
@ Se o =1, entdo

o Se B > 1 a série converge;

o Se B <1 a série diverge.
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Exemplos

e e}
1
(1) Z ———; Série de Bertrand convergente; o = 2 > 1.
> n log n

& 1

Q 22: W; Série de Bertrand convergente; a =5 > 1 e
B =3>1.
z 1
Z ; Série de Bertrand divergente; a =1e 8= 1.
> nlogn
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Teorema 9 - Critério da razao

Teorema

Seja > up, uma série de termos positivos.

Q Se existir k > 0 tal que

Un+t1
Un

dpeN:n=p = <k<l,

entdo a série converge.

Q Se
Upt1 1

dpeN:n=p= >
Un

entdo a série diverge.

83 /104



Corolario 1 - Critério D'Alembert

Coroldrio

Seja > up uma série de termos positivos. Suponhamos que

. Upt1
lim 22 = ¢

(¢ finito ou infinito)
Un

Q Sel <1, entdo > u, é convergente
@ Se !> 1, entdo > uy € divergente

© Se ! =1, nada se pode concluir quanto a natureza da série

> Up.
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Jean D ’Alembert 3

3Jean Le Rond D'Alembert (1717-1783), notdvel matematico, filésofo e
escritor Francés do tempo dos enciclopedistas, foi secretdrio perpétuo da

Academia Francesa.
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Observacao 7

Sendo lim ””“ = 1, nada se pode concluir, no entanto,
e se lim “= = 1% (por valores superiores a 1), entdo a série
Siup é dlvergente.

e Selim ””“ = 17, entdo nada se pode concluir quanto a

natureza de > Un.
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Exercicio 24

Aplicando o Critério D “Alembert, estude a natureza das séries

02%

1
) 5

n
92n+1
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Corolario 2

Corolario

Seja > up, uma série de termos positivos.

QO Selim=t <1, entdo 3] u, converge

Q Se him”:l—:l > 1, entdo > u, diverge.
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Resumo

Dada a série >, up, com u, >0, Vne N,

(<1, > u, converge

¢>1, > up diverge
lim tn+1

Un 0=1% > u, diverge

L /=17, nada se pode concluir.

lim“*2 <1 3 u, converge

u : :
" lim “2:t2 > up diverge
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Observacao 8

Observacao

O critério de D'Alembert aplica-se as séries que apresentam no seu
termo geral:

- produtos
- poténcias

- factoriais
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Exercicio 25

Determine a natureza das séries:
n+3
o T
Z (n+2)!
3
n
=Y —

n+2+2"
) ——% —
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Teorema 10 - Critério da Raiz

Teorema

Seja >, up, uma série de termos ndo negativos.

© Se existir uma ordem a partir da qual {/u, < k <1 (k > 0),
entdo a série Y up € convergente.

@ Se existir uma ordem a partir da qual v/u, > 1, entdo a série
> up € divergente.
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Coroldrio 1 - Critério de Cauchy

Corolario

Seja > up, uma série de termos ndo negativos. Suponhamos que

lim o/t = ¢

Q Se ! <1, entdo ) up € convergente
@ Se ! >1, entdo ), uy € divergente

© Sel =1, nada se pode concluir quanto a natureza da série.
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44

*Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) Matematico francés. Foi um dos
fundadores da teoria dos grupos finitos. Em andlise infinitesimal, criou a nogdo
moderna de continuidade para as fungbes de varidvel real ou-complexa
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Observacao

Observacio

e Selim y/u, = 1%, entdo a série >_ u, € divergente.

e Selim y/u, = 17, entdo nada se pode concluir quanto a
natureza da série Y up.
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Corolario 2

Corolario

Seja >, up, uma série de termos ndo negativos:

@ Selimy/u, < 1, entdo > u, converge.

@ Selimy/u, > 1, entdo >, u, diverge.
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Estude a natureza das séries

1.2

Q> (1+-)
|sen n|

°) —

(5] Z n“log(1 )tg ]”
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Resumo

Dada a série > u,, com u, >0, Vne N

(¢ <1, > up converge

0>1, > updiverge

lim /u, = <
0=1% >l u, diverge

L /=17, nada se pode concluir.

ﬂ limy/u, <1, > u, converge
lim /u, e se

limy/up, > up diverge
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Observacao 9

Observacio

O critério de Cauchy aplica-se nos casos em que todos os factores
do termo geral da série estdo elevados, pelo menos, ao expoente n,
isto €, utiliza-se quando u, esta elevado a
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Critério de Raabe

Teorema

Seja > up, uma série de termos positivos tal que

lim [n ( tn 1)] = ¢ (finito ou n3o).

Up+1
Q Se (> 1, entdo ) u, converge

@ Se ! <1, entdo ) up diverge.
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Joseph Ludwig Raabe

Joseph L. Raabe (1801-1859) foi um dos percursores da
somabilidade das séries pela média das somas parciais, método que
utilizou para alguns tipos especiais de séries.
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Observacao 10

Observacao

° Se Iim[n(u”—i1 —1)] = 17, entdo nada se pode concluir quanto
n
a natureza da série.

e Selim[n(-*~ —1)] =17, entdo a série ) u, € divergente.

Un
Un+1
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Aplicando o critério de Raabe estude a natureza das séries:

2) Y (VA I- )

1-3-5---(2n—1)
b)z 2.4.6---2n
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Exercicio 28

Aplicando o critério de Raabe, determine os valores de a para os
quais a série

Ea(a+1)(a+2,)7!---(a+n—1)

é convergente.
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SERIES ALTERNADAS e SERIES de POTENCIAS

Maria do Carmo Martins

Novembro de 2013



Séries Alternadas

Chama-se série alternada a toda a série da forma

oo
Z(—l)’”’lan —a—aptaz—ag+ -+ (-1)"a, +...

n=1

ou da forma

o0
Z(—l)”an =—at+a—ata+---+(-1)"a+---

n=1

comap, >0, VneN

)
w
S



Critério de Leibniz

Para esse tipo de série temos o seguinte critério:

Teorema

Seja > (—1)"*1a, uma série alternada. Se
Q lima, =0;

@ (an) € ndo crescente, isto €, ap+1 < ap, VnéEN,

entio a série é convergente




Gottfried Wilhelm Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) notdvel filésofo e matematico alem&o que criou
e desenvolveu o Célculo Diferencial e Integral ao mesmo tempo que o matematico

inglés Isaac Newton.



Observacao

O critério de Leibniz também é aplicdvel as séries alternadas do
tipo

> (~1)"an,

com a, >0, Vn € N. Porqué?



Exercicio 1

2n
n? -1

Estude a natureza da série Z(—l)”
n=2
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Séries de termos quaisquer

Definicao
@ Dada uma série ) u,, chama-se série dos médulos de »_ u,
a série

> Junl = lus] + Jua| + -+ + [un| + -+

o A série > u, diz-se absolutamente convergente quando a
série dos mddulos, " |u,|, for convergente.

o A série ) up diz-se simplesmente convergente ou
condicionalmente convergente quando a série for
convergente e a série dos modulos, > |up|, for divergente.




Resumo

Em sintese:

Absolutamente Convergente
Convergente

SERIE Simplesmente Convergente

Divergente




Teorema

Teorema

Toda a série absolutamente convergente € convergente.

Observacao:
O reciproco do teorema anterior ndo é verdadeiro.



Exercicio 2

Estude o tipo de convergéncia da série Z 1)"
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Exercicio 3

(1 ¢

Mostre, sem recorrer ao critério de Leibniz, que a série ) *—

convergente.
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Exercicio 4

Mostre que sdo absolutamente convergentes as séries:

0 3 (%)

[2) Z cos nﬂ

oy (7,12)
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Exercicio 5

. -1\ , .
Mostre que a série > % é simplesmente convergente.
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Exercicio 6

Estude a natureza da série ) ﬁ.
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Séries de Poténcias de (x — a)

Definicao

Chama-se série de poténcias de (x — a) a toda a expressdo da
forma

[o.¢]
Za,,(x—a)" =ag+a(x—a)+a(x—a)+ - +ap(x—a)"+---
n=0
onde
@ a é um nimero real fixo
@ ag,ai, - ,ap Sdo constantes reais chamadas coeficientes da
séries

@ e x uma variavel real.
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Observacao

Se na definicdo anterior a = 0, tem-se
oo
n __ 2 n
E anX" = apt+aix+ axx" + .-+ apx’ + -
n=0

chamada série de poténcias de x.

@ As séries de poténcias de x s3o uma generalizacao da nog¢do
de polinémio.
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Exemplos

S3o exemplos de séries de poténcias:

o0
n=0
emqueaozalz...:an:...:]_;

o0
Q@ ) nx"=1+x+2+3b3 +4lx* 44 nlx" 4 -

n=0
X n 2 3 n
X X X
o) —n|—1+x+—+—3l+ o+

n=0
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Exemplo

Consideremos a série de poténcias de x:

o
an:1+X+X2+X3+X4+---+x"—|—---
n=0

série geométrica cujo
primeiro termo é 1 e razdo r = x

Atendendo a caracterizagcdo das séries geométricas, esta série
diverge em qualquer ponto x tal que |x| > 1 e converge em todos
os pontos do intervalo | — 1,1[. Em caso de convergéncia a sua

1

soma €S = 1.
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Exemplo - (continuagdo)

@ Se x = 3, tem-se

o0
D3 =1434+374+3 4. 437+
n=0

que é uma série geométrica com r = 3, logo divergente.

o Se x = % tem-se

i 1n—1+1+l+l+ +l+
£ \2 - 2 22 23 2n

que é uma série geométrica com r = % logo convergente.
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Observacoes

@ Ao concretizarmos x na série de poténcias de x, > apx”,
obtemos uma série numérica que pode ser convergente ou
divergente.

@ Se a série numérica > apxo”, com xp € R, for convergente,
diz-se que a série de poténcias ) a,x" é convergente no
ponto Xxp.

© O conjunto dos pontos de convergéncia de uma série é um
intervalo que se pode reduzir a um ponto.

20 /32



Série de poténcias de x

De seguida abordamos o problema da determinagao do conjunto
dos pontos no qual a série > a,x" é convergente. Assim sendo, o
resultado essencial é o que se exprime no teorema seguinte:
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Série de poténcias de x

Teorema

A série de poténcias de x, > a,x" é:

@ absolutamente convergente no intervalo | — r, r[ com
1

= ﬁ com a convencdo natural de se tomar
im+/|an

r

o r=0selimy/]a,] = +oo e

o r=+4oo selimy/]a,] =0

e divergente no intervalo| — oo, —r[ U ]r, +o0|

N
N
w
S



Definicoes

@ Ao numero r, considerado no teorema anterior, chamamos
raio de convergéncia da série de poténcias de x, »_ apx".

@ Ao intervalo | — r, r[ chamamos intervalo de convergéncia
da série de poténcias de x, Y a,x".

@ Ao conjunto dos valores reais que, substituidos na série,
originam uma série numérica convergente chamamos dominio
de convergéncia.
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Observacao

Note-se que o teorema esclarece a questdo da convergéncia de

> anx" em todos os pontos x € R, exceto nos extremos do
intervalo de convergéncia, isto é nos pontos —r e r. Nestes pontos
a natureza da série ndo pode ser estabelecida em termos gerais,
tendo de ser estudada em cada caso.
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Exercicio 7

Determine o dominio de convergéncia das seguintes séries:

Q> x"

Q@ > [B+(-1)""x"

Q > (nx)"
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Corolario

O raio de convergéncia da série de poténcias de x, Y anxp, é:

dn

r=Ilim ,

dn+1

quando esse limite existe.
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Exercicio 8

. L. A . x"
Determine o dominio de convergéncia da série g —.
n
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Série de poténcias de (x — a)

o0
No caso da série g an(x — a)" como determinar
n=0

@ o raio de convergéncia?
@ o intervalo de convergéncia?

@ e dominio de convergéncia?
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Série de poténcias de (x — a) - continuagdo

Consideremos a série de poténcias de (x — a), > 72 an(x — a)".
Atendendo a que

Za,,(x —a)" < Z |an(x —a)"[,
n=0 n=0

a série dos médulos podemos aplicar o Critério da razdo (ou da
raiz) impondo a condi¢do de convergéncia. Deste modo, temos:

_ \n+1

jim | 2rx=2) < 1
n—+-o00 an(x—a)”
. n+1

jim | 20t1] | (X =) <1
n—+oo | ap x—a)"
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Série de poténcias de (x — a) - continuagdo

dn+1
an

lim
n—-+o00

x—al < 1

_ 1

=7

an+1

Fazendo lim o= e substituindo na dltima desigualdade, vem:

1
;|x—a]<1 & x—al<r & a-r<x<a+r,

onde r é o raio de convergéncia.
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Exercicio 9

Confirme o resultado anterior, pelo critério de Cauchy.
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Exercicio 10

=" 1)"
Determine o dominio de convergéncia da série Z ()3(:(;)
n
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PRIMITIVACAO

Maria do Carmo Martins

Novembro de 2013
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Poema de Luis Soares

Cada reta é um caminho interrompido
Que curva
No desconhecido.

Nenhuma reta se tracga
Entre quem ama e quem n3o ama
A geometria do amor é n3o-euclidiana.

De varidveis imaginadas

A vida é complexa funcio.

A sua primitiva permanece incégnita
Presa de irresolivel equacao.

O matematico é um poeta
Que pinta
Sem paleta.
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Primitiva

Definicao
Seja | um intervalo de R ndo degenerado (isto €, com mais de um

ponto) e f : | - R. Diz-se que F é uma primitiva de f em | se
F: Il — R étal que

F'(x) = f(x), Vx € I.

Nestas condicées, diz-se que f € primitivavel.
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Exemplo 1

A fungdo F(x) = g é uma primitiva de f(x) = x> em R, pois para
cada x € R,

2
F'(x) = 3% = x°.

Notemos que esta ndo é a lnica primitiva de f em R.
Efetivamente, sendo ¢ uma constante a funcdo

x3

F(X)—i—C:?—i-c

é também uma primitiva de f, uma vez que

[F(x)+c] = F/(x)+0 = f(x), ¥xeR.
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Observacdo 1

Seja | um intervalode R, f:/ > R e ceR. Se F é uma primitiva
de f em [, entdo

F+c

é também uma primitiva de f em /. Conclui-se deste modo que, se
f admite uma primitiva em /, entdo admite uma infinidade de
primitivas em /. O problema da primitivacdo é assim um problema
indeterminado.
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Observacao 2

Se F1 e F, sdo duas primitivas de f em /, entdo
[FA—FR]'=F—-F=f-f=0.

Assim, F; — F» é uma func3o constante em /. Portanto, sendo F
uma primitiva de f em /, ent3o todas as primitivas de f em [ sdo
da forma F + ¢, com c € R. Diz-se que,

F(x)+c

é a expressdo geral das primitivas de f nesse intervalo, sendo ¢
uma constante.
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Observacao 3

@ Sera que toda a funcao é primitivavel?
Notemos que nem toda a funcdo é primitivavel. Por exemplo, a

funcdo de Heaviside h: R — R definida por

0, se x<0

ndo é primitivavel em R, uma vez que se o fosse, qualquer
primitiva H restringida ao intervalo ]0, 4+-00[ seria da forma x + c,
com c € R. Por outro lado, também a restricio de H ao intervalo
| — o0, 0[ seria da forma k, com k € R. Portanto,
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Observacdo 3 - continuacdo

k, se x<0

Como facilmente se verifica, a funcdo H n3o tem derivada em
x = 0 independentemente do valor dado a H(0). Assim, H n3o é
uma primitiva de h em R, pelo que h ndo é primitivavel.
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Exercicio 1

Determine a equacdo de uma curva G, sabendo que G'(x) = x e
G(0) = 1. Interprete geometricamente o problema.
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Notacao

Sendo f uma fung3o primitivavel (num dado intervalo que muitas
vezes n3o serd necessario especificar) usaremos o simbolo

Jf ou Jf(x)dx,

para designar o conjunto de todas as primitivas de f (no intervalo
considerado). Assim, pelo que j3 foi dito

Jf(x)dx =F(x)+c, com ceR.
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Observacao 4

Geometricamente, o integral indefinido representa uma familia de
curvas em relac3o as quais se passa de uma para outra efetuando
uma translacdo que pode ser no sentido positivo ou negativo do
eixo Oy.

Os graficos das primitivas de uma funcdo f sdo chamados curvas
integrais de f.
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Observacao 5

Por simplificagcdo, dx é, as vezes, absorvido pela funcdo a integrar.
Por exemplo:

fl dx pode ser escrito como J dx

dx

1 .
— dx  pode ser escrito como —
X X
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Teorema 1

Teorema

© Uma constante pode mover-se através do sinal de integragao,
isto é
f c f(x)dx = ch(x)dx

@ O integral de uma soma é a soma dos integrais, isto é,

f [f(x) +g(x)] dx = Jf(x) dx + fg(x) dx

© O integral de uma diferenca € a diferenca dos integrais, isto é€,

J [f(x) — g(x)] dx = ff(x) dx — Jg(x) dx
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Observacao 6

Sé é possivel passar para fora do sinal de integracdo fatores
constantes. Refira-se que:

dx

x2 45

2x .
———dx nao é o mesmo que 2x
x2+5
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Primitivacdo Imediata

Como ja foi referido, a operacdo de primitivacdo é inversa da de
derivacdo. Isto significa que, as regras de primitivacdo sdo obtidas
invertendo-se as de derivacdo. As primitivas que s3o determinadas
aplicando simplesmente essas regras sao denominadas por
primitivas imediatas. Vejamos alguns exemplos:
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Funcao Constante

{ kdx = kx + ¢, com k constante, para todo o xe R, e ce R

Exemplo 2:

Q@ (2dx=2{dx=2x+¢

(2] S—x/de=—x/§de=—\/§x+c
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Exercicio 2

Calcule:

JJ 1371 x 9190 dx

(R: e’v13 7 x 91 + ¢, com c € R)
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Poténcia

xm+1
Jx’" dx = 1 + ¢, com m € R\{—1}, para todo o x € R*.

Generalizagao:

mgoy gt _fM(x)
Jf (x) f'(x)dx = ]

para m € R\{—1}, em qualquer intervalo de R onde f ¢
diferenciavel e f(x) > 0.

+ ¢,
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X5+1

6
(7] SXSdX= 5+1+C=%+C

2 3+1 2 4
5 3 _ (x*+5) _ (x*+5)

Q ((x*+5) 2fx dx_73+1 to="p e
fm !
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Exercicio 3

Calcule:
Jx” (10x™® +7)° dx

(R: 15057 (10x18 + 7r)7 + ¢, com c € R)
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Logaritmo

Jx_ldx:Jldx:ln|x|+c,
X

em qualquer intervalo de R que n3o contenha o ponto x = 0.

Generalizacao:

) g n|f(x
[ ax =i+

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e f(x) # 0.



Exemplo 4

O {5+x)tdx=zdx=In5+x|+c

exT6 PPN 6
— — X
Q fl—l—eXdX_Jl—i—eXdX_e In(1+e*)+c
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Exercicio 4

Calcule:

1
f dx
x Inx

(R: In|Inx| + ¢, com c € R)
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Exponencial de base e

Jexdx: e +c,

para todo o x € R.

Generalizacao:

fef(x) f'(x)dx = ef™ 4 ¢,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel.
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Exemplo 5
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Exercicio 5

Calcule:

6
Jx5 e* dx

6
e* + ¢, com c € R)

—~
P2y
[
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Exponencial

aX
adx = — +¢,
Ina

com a € RT\{1}, para todo o x € R.

Generalizacao:

()
Jaf(x)f'(x) dx =2+ c,

Ina

com a € RT\{1}, em qualquer intervalo de R onde f é
diferencidvel.
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0 (5dx = {5 In5dx =25 +¢

3x

3In2

1
(2 J—23de=—J23X3ln2dX= +c

3In2
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Exercicio 6

Calcule:
J‘XS 0X°+3 dx

(R 515 9°+3 4 ¢, com c e R)
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Funcao Cosseno

fcosxdx =senx + c,

para todo o x € R.

Generalizacao:

Jf’(x) cos (F(x)) dx = sen (f(x)) +c,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel.
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Exemplo 7
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Exercicio 7

Calcule:
J2X cos(2%) dx

(R: 25 sen (2¥) + ¢, com c € R)
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Funcdo Seno

fsenxdx = —cosx + c,

para todo o x € R.

Generalizacao:

| #1601 sen (7)) dx = — cos (£ () + <.

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel.

33 /105



J (x? +1) sen (vx3 + 3x)
Vx3 + 3x

dx =

2
1
= % sen (v x3 +3x) dx =
% X

2 [ 3(x2+1) 3
=- | ———=—sen(vV/x3 +3x) dx =
3 f 24/x3 + 3x ( )

2
=3 cos(v/x3 4+ 3x) + ¢
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Exercicio 8

Calcule:

fsen (arctg x) dx

14 x2

(R: —cos(arctg x) + ¢, com ¢ € R)
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Secante ao quadrado

fsec2xdx =tgx +c,

em qualquer intervalo de R que ndo contenha pontos 7 + k7 com
kel.

Generalizacao:

ff'(x) sec? (f(x)) dx = tg (f(x)) + ¢,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e cos (f(x)) # 0.
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J 2x+1
———dx =
cos?(x2 + x)

J(2x+1)1dx=

cos?(x2 + x)
= J(zx +1) sec®(x® + x)dx =

=tg (x> +x) + ¢
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Exercicio 9

Calcule
Je3x sec?(e%) dx

(R: 3 tg(e*) + ¢, com c € R)
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Cossecante ao quadrado

Jcosec 2xdx = —cotg x + ¢,

em qualquer intervalo de R que n3o contenha nenhum dos pontos
km com k € Z.

Generalizacao:

Jf’(x) cosec? (f(x)) dx = —cotg (f(x)) + c,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e sen (f(x)) # 0.
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Exemplo 10

1
Jsen2(8x) =

1
=3 JS cosec %(8x) dx =

1
=—3 cotg (8x) + ¢
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Calcule:

X

f cose(i;\/}) d

(R: =2 cotg (4/x) + ¢, com c € R)
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Secante tangente

Jsecx tgxdx =secx + ¢

Generalizacao:
Jf’(x) sec (f(x)) tg f(x)dx = sec(f(x)) + c,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e cos (f(x)) # 0.
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Exemplo 11

sen (v/)
Vxcos? (v/x)

dx =

VX cos(y/x)
:2J2\f sec(v/x) dx =

=2sec(v/x) + ¢
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Calcule:

Jsec(4x)tg (4x) dx

(R: 7 sec(4x) + ¢, com c € R)
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Cossecante cotangente

Jcosecx cotg xdx = —cosec x + c.

Generalizacao:
Jf’(x) cosec (f(x)) cotg (f(x)) dx = —cosec (f(x)) + c,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e sen (f(x)) # 0.
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Exemplo 12

Jx cosec (x?) cotg (x?) dx =
1
=5 J2x cosec (x?) cotg (x?) dx =

= — = cosec (x?) + ¢
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Calcule:

X

Jcosec (v/x) cotg (4/x) d
VX

(R: =2 cosec (4/x) + ¢, com ¢ € R)

47 /105



Cotangente

cos x
J dx=Jcotgxdx=|n|senx|+c
sen x

Generalizacao:
Jf’(x) cotg (f(x)) dx = In|sen (f(x)) | + c,

em qualquer intervalo de R onde f é diferenciavel e sen (f(x)) # 0.
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Exemplo 13

dx
thé a
=Jcotg (%) dx =

1 X
s [l

en (3)

=5Insenx| + ¢
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Calcule:

X

J x3 cos(x*)

sen (x*4)

(R: 7 In|sen (x*)| + ¢, com c € R)
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sen x
J dx=ftgxdx=—|n|cosx|+c
cos x

Generalizacao:

f,ﬂ tg (F(x)) dx = In|cos (F(x))| +c,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e cos (f(x)) # 0.
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Exemplo 14

JX tg (x*> +1)dx =

2
zfx sen (x +1)dx=
cos(x? + 1)

1 2
J o Sen (x*+1) dx
cos(x2 + 1)

lf 5 —sen(x2+l)d
cos(x? + 1)

1
=—§In|cos(x2+1)|+c
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Calcule:

(R: =2 In|cos(x*)| + ¢, com c € R)
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fsecxdx =In|secx +tgx| + ¢

secxd | ‘t <7T+X)‘+c
xdx =In -+ =
g 475 )

em qualquer intervalo de R que n3o contenha nenhum dos pontos
5 + km com k € Z.

Generalizacao:

ff' sec (f(x)) dx = In|sec(f(x)) +tgf(x)|+ ¢

| 7100 sec(r () ax = n g (Z . (f(zx))>

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e cos (f(x)) # 0.

+ c,
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Exemplo 15

sz sec(x® +2)dx =

1
=3 J3x2 sec(x® +2)dx =

1
:§In|sec(x3 +2) +tg(x3+2)|+¢

In

sz sec(x® +2)dx =
1
3

¢ 7T+X3+2 4
— c
&\ 2
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Calcule:

Jsec(x/?) o

X

(R: 2 In|sec(y/x) + tg (+/x)| + ¢
ou 2 In|tg <%+§>|+C, com c € R)
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Cossecante

Jcosecxdx = In|cosec x — cotg x| + ¢

X
Jcosecxdx =In ‘tg (5)‘ +c,

em qualquer intervalo de R que n3o contenha nenhum dos pontos
km com k € Z.

Generalizagao:

Jf'(x) cosec (f(x)) dx = In]cosec (f(x)) — cotg (f(x)) ]|+ ¢

ff’(x) cosec (F(x)) dx = In|tg (“f)‘ +e,

em qualquer intervalo de R onde f é diferencidvel e
sen (f(x)) # 0.
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Exemplo 16

Jx3 cosec (x* 4+ 20) dx =

1
=2 J4x3 cosec (x* 4+ 20) dx =

1
=2 In |cosec (x* 4 20) — cotg (x* + 20)| + ¢

JX3 cosec (x* 4 20) dx =
1
4

x4 +20
tg 5 +c
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Calcule:

cose\c/f?\/}) dx

(R: 2 In|cosec (1/x) — cotg (v/X)| + ¢

ou 2 In|tg <2>|+C com c € R)
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Cosseno hiperbdlico

Jcoshxdx =senhx + ¢

Generalizacao:

ff'(x) cosh (f(x)) dx = senh (f(x)) + c,

em qualquer intervalo onde f ¢ diferencidvel.
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Exemplo 17
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Calcule:

JQX cosh (2%) dx

(R: 15 senh (2¥) + ¢, com c € R)
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Seno hiperbdlico

Jsenhxdx = coshx + ¢

Generalizacao:
Jf’(x) senh (f(x)) dx = cosh (f(x)) + c,

em qualquer intervalo onde f é diferenciavel.
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Exemplo 18

cosech(%/})x =
_1J3—§ h(\3/7)d—
=3 | 3x73 sen x) dx =

=3 cosh (¥/x) + ¢
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Calcule:

| h (In?
Jnxsen (In X)dx

X

(R: 3 cosh(In®x) + ¢, com c € R)
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Secante hiperbdlica

Jsech2xdx =tghx+c

Generalizacao:

Jf’(x) sech? (f(x)) dx = tgh (f(x)) + c,

em qualquer intervalo onde f ¢ diferencidvel.
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Exemplo 19

J e
JxcoshZ (V)

=2 J NG sech? (v/x) dx =

=2tgh (vx) + ¢
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Calcule:
fxz sech?(x%) dx =

(R: 3 tgh (x®) + ¢, com ce R)
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Cossecante hiperbdlica

Jcosech 2x dx = —cotgh x + c,

para todo o x € R\{0}.

Generalizacao:
ff’(x) cosech? (f(x)) dx = —cotgh (f(x)) + c,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel e senh (f(x)) # 0.



Exemplo 20

| e =

JM cosech 2 (v/x) dx =

= — 2 cotgh (\/;) +c
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Calcule:

J cosech ?(2x) dx

(R: —1 cotgh (2x) + ¢, com c € R)
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Secante tangente hiperbdlicas

fsechx tgh xdx = —sech x + ¢

Generalizacao:
Jf'(x) sech (f(x)) tgh (f(x)) dx = —sech (f(x)) + ¢,

em qualquer intervalo onde f é diferenciavel.
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Exemplo 21

J senh (x + 1)

— dx:
cosh“(x + 1)
= d =
fcoshx—i—l x
f—sech (x+1) dx =

=sech(x+1)+c¢
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Calcule
JSX sech (5%) tgh (5%) dx

(R: — X5 sech (5%) + ¢, com ¢ € R)
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Cosecante cotangente hiperbdlicas

Jcosech x cotgh xdx = —cosech x + c,

para todo o x € R\{0}.

Generalizacao:
Jf’(x) cosech (f(x)) cotgh (f(x)) dx = —cosech (f(x)) + c,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel e senh (f(x)) # 0
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Exemplo 22

fcos(2x) cotgh (sen 2x) cosech (sen2x) dx =
1
=3 J2 cos(2x) cotgh (sen 2x) cosech (sen2x) dx =

1
== cosech (sen 2x) + ¢
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Calcule:

cosh(6x)
fsenh2(6x) dx

(R: —% cosech (6x) + ¢, com c € R)
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cotangente hiperbdlica

h
Jcotghxdx = f CONX ix = In |senh x| + ¢,

senh x

para todo o x € R\{0}.

Generalizacao:

Jf’(x) cotgh (f(x)) dx = In|senh (f(x)) | + c,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel e senh (f(x)) # 0.
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Exemplo 23

1
:J7cosh(7x) dx =
7 J senh (7x)

1
=2 In|senh x| + ¢
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Calcule:

3 4
Jx senh (x )dx

cosh(x*)

(R: 7 In|cosh(x*)| + ¢, com c € R)
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Tangente hiperbdlica

h
thhxdx = Jsen de =In|coshx| + ¢
cosh x

Generalizagao:

| 7160t (F(9) ax = In cosh () |+ <,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel.
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Exemplo 24

f tgh \ﬁ}\/}) dx =

X =

1 senh (4/x)
:2f2\/§ cosh(4/x)

=21In|cosh(v/x)| + ¢
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Calcule:

JX tgh (x? + 1) dx

(R: 3 In|cosh(x? + 1)| + ¢, com c € R)
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Secante hiperbdlica

fsechxdx = arctg (senh x) + ¢
fsechxdx = 2 arctg (€¥) + c.
Generalizacao:
ff'(x) sech (f(x)) dx = arctg [senh (f(x))] + ¢
Jf’(x) sech (f(x)) dx = 2 arctg (ef(x)> +c,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel
84 /105



Cossecante hiperbdlica

J cosech x dx
j cosech x dx

J cosech x dx

In ‘tgh (g)‘ +c
—2 arccotgh (&¥) + ¢

In |cosech x — cotgh x| + ¢
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Cossecante hiperbdlica - continuacio

Generalizacao:

Jf'(x) cosech (f(x)) dx = In

(1) 1

Jf’(x) cosech (f(x)) dx = —2 arccotgh (ef(x)) +c

ff’(x) cosech (f(x)) dx = In|cosech (f(x)) — cotgh (f(x))| + c,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel e senh (f(x)) # 0.
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Expressdo da forma 1/4/1 — x?

1
J dx = arcsenx + ¢, para todo o x €] — 1, 1].

V1 — x?

Generalizacao:

f'(x)

/1 —F2(x)

f é diferenciavel e |f(x)| < 1.

dx = arcsen (f(x)) + ¢, em qualquer intervalo onde
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Exemplo 25

e~
- dx =
J\/1—4e2x X
/1 —(2e¥)2

1 f 2eX d

= — —_— X =
2) \/1—(2e7)2

= arcsen (2e¥) + ¢
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Calcule:

f x4
2/16 — 25x4

(R: % arcsen (5%2) + ¢, com c € R)
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Expressdo da forma 1/4/1 — x?

1
de = —arccos x + ¢, para todo o x €] — 1,1[.

V1 — x?

Generalizacao:

f'(x)

/1 —F2(x)

onde f é diferencidvel e |f(x)| < 1.

dx = —arccos (f(x)) + ¢, em qualquer intervalo
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Expressio da forma 1/(1 + x?)

1
J1+X2dx:arctgx+c

Generalizacao:

f'l
Jl-i-(f;(zX) dx = arctg (f(x)) + ¢, em qualquer intervalo onde f

é diferencidvel.
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Exemplo 26

3
5 <X2>
=— arctg +c
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Calcule:

1
——d
Jx2+x+1 x

(R: % arctg <2’\</+§1> + ¢, com c € R)
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Expressio da forma 1/(1 + x?)

1
J 11,2 dx = —arccotg x + ¢

Generalizacao:

f'/
Jl—irf‘;(zx) dx = —arccotg (f(x)) + ¢, em qualquer intervalo

onde f é diferencidvel.
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Expressdo da forma 1/4/1 + x?

1
J dx = arcsenh x + ¢, para todo o x € R.

V1+ x?

Generalizacao:

f'(x)

onde f é diferencidvel.

dx = arcsenh (f(x)) + ¢, em qualquer intervalo
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Exemplo 27

e2x
. — -
J V1 + 16e**
2x
A1+ (4e20)?
1 2x
ZSJSde _
A/1+ (4e2’<)2

1
=3 arcsenh (4e®) + ¢
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Calcule:

f x4
/16 + 25x4

(R: 130 arcsenh ( 2) + ¢, com c € R)
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Expressdo da forma 1/4/x? — 1

1
J dx = arccosh x + ¢, para todo o x > 1.

Vx? -1

Generalizacao:

f'(x)

P01

onde f é diferencidvel.

dx = arccosh (f(x)) + ¢, em qualquer intervalo
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Exemplo 28

eX
—dx =
J Viex — 1
A/ (2e)? =1
1 2e*
v/ (2e9)? =1

1
=5 arccosh (2e¥) + ¢

99 /105



Exercicio 28

Calcule:

J 3x q
—dx
\V/25x4 — 16

(R: 1% arccosh (%) + ¢, com c € R)
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Expressio da forma 1/(1 — x?)

1
J dx = arctghx + ¢
1—x2

1
J dx = arccotgh x + ¢
1—x2

Generalizagao:

Jl—ﬂf(:;z@ dx = arctgh (f(x)) + ¢
Jlil(:;zx) dx = arccotgh (f(x)) + c,

em qualquer intervalo onde f é diferencidvel.
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Exemplo 29

ou § 22, dx = 2 arccotgh (%) +c 102,105

9—x4




Exercicio 29

Calcule:

3
X
J%_Xsdx

4

(R: & arctgh (%4) + ¢ ou 35 arccotgh (%) +c,comceR)
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Observacao 7

SejameN. Se fi,f,..., fy sdo m funcbes primitiviveis num
intervalo /, entdo qualquer combinac3o linear kyfi + - - + kmfm,
(com ki,...,km € R), também ¢é primitivavel em /, tendo-se

J(k1f1+---+kmfm)dx=klffldx+---+kmffmdx.
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Exemplo 30

f X + X dx =
1+x3 V4 +x2 a

_JXQdHJXdX_

1 Vi + x?

1 3X 21

—3J1+ 3dx+fx(4+x) 2dx =
1

Inj1+x3 + = J2x(4+x2)§dx=

4 4 x2)—3t1
In|1+ 3|+7%+c=
2 —5+1

In|1+x*+v4+x2+c

oo\l—l w\l—l oo\l—l
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Introducao

O Método de Primitivacao por partes é o método de
primitivacao do produto.

Este método geral é consequéncia imediata da regra de derivacdo
do produto. Sendo f e g duas func¢des diferencidveis no intervalo /,
sabemos que

(fg) = f'g +fg'.

Sendo o primeiro membro integravel em [, se algum dos produtos
do segundo membro for primitivavel o outro também sera.

)
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Teorema - Férmula do método de primitivacdo por partes

Sejam f e g sdo fun¢Bes diferencidveis no intervalo /. Entdo o
produto f'g é primitivavel em [ se, e s6 se, fg’ o for, tendo-se

[ 700t dx = F(xet) ~ [ Fe(x



Observacao

Na pratica procura-se decompor a funcdo a primitivar num produto
de dois fatores, em que um dos quais, pelo menos, é necessario
saber primitivar (esse fator corresponde a fun¢io f’). Este método
resulta se soubermos também primitivar o produto fg’.






Exemplo 2

P:xex—/exdx:

=xe*¥—e“+c=
=e(x—1)+c

6/19



P::/andx:i/ 1xInx dx
——

fl=1 f=x

_ _ 1
g=Inx g =+

P:xlnx—/;/(dx:

:XMX—/dx:

=xIlnx—x+c.



Exemplo 4

P = /arctgxdx :/ 1 x arctg x dx
| —

ff=1 f=x

g =arctgx g' =t

14-x2

X
X arctg x /]_—|—X2 X
1 2x

:Xarctgx2/1+xzdxz

1
= x arctgx — §In(1—i—x2)+c:

:xarctgx—lnm+c



Exemplo 5

P=x3 — [ 3x%¢*dx =
:x3ex—3/ X2 ex dx
S~
f/:ex :ex
g=x> g =2



Exemplo 5 - continuacao

P:x3ex—3x2ex+6/ x e* dx
~~
fl=e" f=¢"
g=x g'=1

P=x3e"—3x%X+6 [xex — /eX dx} =

= x3e¥ — 3x%e* + 6xe* — 6~ + c.



Exemplo 6

P :/ e* cosx dx
N——

f' =cosx f =senx
g:ex g/:ex

P = e*sen x —/ e~ sen x dx =
f/_ f_
= sen x = — Cos X
g — (:‘X g/ — ex

= e"sen x — [—excosx—/—excosxdx] =

= e"senx + eX cosx — /ex cos x dx.



Exemplo 6 - continuacao

Assim, tem-se
/ e* cos x dx = €*(sen x + cos x)— / e* cos x dx &
& 2/ex cos x dx = e*(senx + cosx) + ¢ <

X

e
(:)/excosxdx: ?(senx—l—cosx)+c.
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Exemplo 7

P:/senzxdx:/ sen x sen x dx
—_

f'=senx f = —cosx
g =senx g =cosx

P:—senxcosx—/—cosxcosxdx:
——senxcosx+/ dx =
:—senxcosx—l—/ dx =

= —Sen xcos x + x — /sen2xdx.
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Exemplo 7 - continuacao

Tem-se entdo

/ sen’xdx = —sen x cos x + x— / sen’x dx <
= 2/sen2xdx = —senxcosx + x + ¢ <

5 1 X
< [ sen“xdx = —Esenxcosx—i— 5 +c&

1
& /senzxdx = —,sen (2x) + % +c.

14 /19



Observacao

Notemos que o exemplo anterior pode ser resolvido da forma:

(1)
2 o 2 _
/sen xdx-/ 1-senx dx =
——
=1 f=x
g =sen’x g’ = 2sen x cosx
Q f dX:/ dx =

15/19



Exemplo 8

Sendo n € N, com n > 2, calcule fcos”xdx.

P = /cos"xdx = / cos" 1 x cosx dx
~~ —
f’ = cos x f = sen x
g =cos" 'x g'=—(n—1)cos" ?sen x

P = cos" ! x senx — /(n — 1) cos™ 2 x(—sen x)sen x dx =
= cos" I x senx + (n—1) / cos" 2 x dx =

= cos" I x senx + (n—1) / cos™ 2 x dx

16 /19



continuacao do exemplo 8

P =cos" 1xsenx+ (n—1) [cos"2xdx — (n—1) [ cos” x dx
Assim, tem-se:
/ cos” x dx = cos" L x senx + (n — 1)/cos”2xdx—
—(n— 1)/cos”><(lx &

& n/cos”xdx = cos" !t xsenx + (n — 1)/cos”_2xdx &

1 1
< /cos”XdX = ~cos" 1 x senx + <1 - > /Cosnzxdx
n n



Alguns critérios para a escolha de f' e g

Funcido ' g
f(x) e ex f(x)
f(x) sen x sen x f(x)
f(x) cosx Cos X f(x)
f(x) arctg x f(x) arctg x
f(x) logx f(x) log x
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Exercicios propostos:

Calcule:

o /Xarcsenx
V31— x2
Q /Xsen dx

(s / sen x cos(3x) dx;

0 / 1+2X dX;
(5] /e_xsen (3x) dx

19/19



REGRAS PRATICAS PARA PRIMITIVAR
POTENCIAS de FUNCOES CIRCULARES e
HIPERBOLICAS

Maria do Carmo Martins

Dezembro 2013
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Poténcias pares de sen x, cos x, senh x ou cosh x

Passa-se para o angulo duplo através das férmulas:

cen?x - 1 — cos(2x)
2
0 x = 1 + cos(2x)
2
senh2x — cosh(2x) — 1
2

cosh(2x) + 1

cosh? =
x 2

)
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Exercicio 1

Calcule:

O ({cos?(4x)dx

@ {senh*(6x)dx



Resolucao do exercicio 1.1

J cos?(4x) dx =

1
:f +czs(8x) I —

1 1
:Jde—l— 2Jcos(Sx)dx =

X 1
=3 dx + %3 J8cos(8x) dx =

X 1
=3 dx + T (8x) + ¢ 2ac



Poténcias impares de sen x, cos x, senh x ou cosh x

Destaca-se uma unidade a poténcia impar e o fator resultante
passa-se para a co-func3o através das férmulas:

2

sen?x + cos®x = 1

cosh? x — senh?x = 1



Exercicio 2

Calcule:

Q (sen 3xdx

(2} Scosh5 x dx

6/17



Resolucao do Exercicio 2.1

fsen3xdx =
= fsenx sen’x dx =
= Jsenx (1 - cos2x) dx =

= | senxdx + | —senx cos®x dx =
—— —~
f Fm
cos?tl x

=—CoOsSX+ —— +cC=
2+1

1 3
=—COSX+§COS X+ cC



Poténcias pares ou impares de tg x, cotg x, tgh x ou

cotgh x

Destaca-se tg2x, cotg2x, tgh?x ou cotgh?x e aplica-se uma das
férmulas:

2

tgzx:sec x—1

°x -1

cotg 2x = cosec

tgh 2x =1 —sech?x

cotgh ?x = 1 + cosech 2x



Exercicio 3

Calcule:

O (tg3xdx
@ {cotg3xdx
Q (tgh*xdx

Q@ {cotgh*xdx



Resolucao do Exercicio 3.1

th3xdx =
=th2x tgxdx =
zj(seczx —1)tgxdx =

=Jsec2x tgx dx — thxdx =

—
f’ £m
tg 2x —sen x
-2 X J dx =
2 COS X
_tg 2x

5 +In|cosx|+ ¢

10/17



Poténcias pares de sec x, cosec x, sech x ou cosech x

Destaca-se sec? x, cosec 2x, sech2x ou cosech 2x e ao fator

resultante aplica-se uma das férmulas:
sec? x = 1 + tg2x
2 2
cosec “x = 1 + cotg “x

sech?x = 1 — tgh?x

cosech ?x = cotgh?x — 1
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Exercicio 4

Calcule:

(4] S cosec *x dx

@ {sech*xdx
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Resolucao do Exercicio 4.1

cosec*xdx =

cosec X cosec XdX =

cosec 2x dx + fcotg 2x cosec’xdx =
~—

fm

J (1 + cotg? x) cosec 2x dx =

cosec 2x dx — fcotg 2x (—cosec?x) dx =
fm f!

cotg 3x
= —cotgxdx — & +c

13 /17



Poténcias impares de sec x, cosec x, sech x ou cosech x

Destaca-se sec? x, cosec °x, sech 2x ou cosech °x e primitiva-se por

partes comecando por este fator.
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Exercicio 5

Calcule:

(1) Ssec3 xdx

@ {cosech 3xdx

15 /17



Resolucao do Exercicio 5.1

fsec3xdx =
:J sec® x sec x dx =
- —
PPP
fl=sec®?x f=tgx

g = secxtg x

=secx tgx — | secx tgx tgxdx =

=secx tgx — | secx ( )dx =

=secx tgx — Jsecx tg2xdx =

16 /17



Continuacao da resolucao do Exercicio 5.1

=secxtgx — J(sec3 —secx)dx =
=secxtgx — Jsec3 dx + Jsecxdx =

=secxtg x — fsec3 dx + In|secx + tg x| + c1
Tem-se entdo:

Jsec3xdx =secx tgx — Jsec3 dx + In|secx +tg x| + c1
QJsec3xdx =secx tgx + In|secx + tgx| + a
3 1 1
sec” xdx = 5 secx tgx + Eln |secx +tgx|+ ¢

17 /17
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Funcao racional

Definicao
Chama-se fungao racional a toda a fungdo do tipo

D(x)
d(x)

em que D(x) e d(x) sdo dois polinédmios, sendo d(x) ndo
identicamente nulo.

Uma funcio deste tipo diz-se prépria se o grau do numerador for
inferior ao do denominador. Caso contrario diz-se imprépria.

)
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Quando a funcdo é imprdpria

D(x)
Se d0x)

for maior ou igual ao do denominador, efetua-se a divisdo, vindo

for uma fungdo imprdpria, isto é, se o grau do numerador

D(x) = d(x)Q(x) + r(x).
Assim,

D(x) r(x)
d(x) d(x)’

sendo Q(x) um polinémio facilmente primitivavel.

= Q(x) +



Quando a funcao é prépria

Quanto a %, que é uma funcio prépria, temos duas alternativas:

@ ou podemos primitiva-la imediatamente,
Exemplo:

@ ou temos que a decompor (situacdo esta que abordaremos em
pormenor seguidamente).



Decomposicao de Funcdes Racionais Préprias

Sendo % uma funcao racional prépria, esta pode decompor-se

numa soma de “fragdes simples” (sendo a decomposi¢do tnica),
cujos denominadores sao divisores de d(x).

Podemos considerar os seguintes casos:
@ d(x) admite apenas raizes reais simples.

@ d(x) admite raizes reais multiplas.

© d(x) admite raizes reais e imagindrias (simples ou miltiplas).
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Raizes reais simples

Consideremos d(x) um polinémio de grau n com coeficientes reais
e sejam xi, X2, -+, Xp, N raizes reais distintas. Entao,

d(x) =ap (x — x1)(x — x2) -+ (x — Xp).
Assim,

r(x) r(x)

d(x)  ag(x —x1)(x —x2) - (x — xp)

A fracio % decompde-se em n fragdes (tantas quantas as raizes)
onde os numeradores s3o constantes a determinar e cujos
denominadores s3o os fatores da decomposicio.

6/18



Raizes reais simples - continuacio

Tem-se portanto,

rix) _ 1 r(x)
d(x) ap (x —x1)(x —x2) -+ (x — xp)
1 A A A
_ 1 + 2 +oeet n
a | XxX—x1 X—Xo X — Xn
n f:argées
A determinac3do dos coeficientes Ay, Ay, --- , A, podera ser feita

pelo Método dos coeficientes indeterminados ou pela regra
do“tapa”.
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Exercicio 1

Calcule

X
—dx.
Jx2—5x+6 x



Raizes reais multiplas

Consideremos g((i)) onde d(x) = ap(x —a)*(x — b)® com ae b
reais. Nesta decomposi¢do de d(x) em fatores, a e b sdo raizes
reais do polinémio, com graus de multiplicidade o e 8
respetivamente.

Neste caso, a fragdo ird decompor-se na seguinte forma:

rx) _ 1 Ao A1 N Aa—1 N
dix)  a | (x—a)* (x—a)1 (x —a)
Bo B, Bs_1
=B T =kt T (k=)

~
3 fracdes



Raizes reais multiplas - continuacao

onde os coeficientes

Ao, A1, -+, Aa—1, Bo, B1, --+, Bg 1

irdo ser determinados pelo Método dos coeficientes de Taylor
(regra do "“Tapa” generalizado).
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Caso de uma raiz real multipla

Vejamos o caso x = a ser raiz real com grau de multiplicidade a:

(2],

1[rx)7
A= —
1] |
1 r an
o = L[ 100
20 | -
onde é a expressdo que se obtém ao suprimir a d(x) a

expressdo (fator) (x — a)“.



Exercicio 2

Calcule

J2x3+5x2+6x+2
x(x +1)3

12/18



Raizes reais ou imagindrias simples ou mdltiplas

Seja %, com d(x) um polinémio da forma
d(x) = ap(x — a)%(x — b)? (x> + px + q)7(x* + sx + t)°.
Nesta decomposicdo em fatores de d(x):

@ a e b sdo as raizes reais do polinémio, com graus de
multiplicidade « e (3 respetivamente;

o (x> 4+ px +q) e (x? + sx + t) sé admitem raizes complexas
com graus de multiplicidade v e J respetivamente.

@ ap é o coeficiente do termo de maior grau de d(x)

Ent3o a fracdo ;((X) ird decompor-se em:
s X)
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Raizes reais ou imaginarias simples ou multiplas -

continuacao

Bs_
L4 Bo

r(x) _ 1 ( Ao
d(x) ap \ (x —a)”
B
+(X —Ob)ﬁ *
Pox + Qo

(x> + px + q)7

Sox + Ty

(x2 +sx + t)9

(x — b)A-1 h

(x = b)

Pfyle + Q’yfl

x2+px+q

Ss—1x + T5_1)

X2 +sx+t
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Determinac3o dos coeficientes

Efetuando o segundo membro da igualdade anterior obteriamos
uma fragdo cujo denominador seria d(x). Obrigando o numerador
a ser igual a r(x), determinariamos as constantes

AOa A17 T aAa717

BO7 Bl?' T 7Bﬁ—17

P07 Pla"'7P’Y—17007 Ql?"'7Q’Y—17

So, S1,--+,S55—1, To, T1,-++, Ts—1

pelo Método dos coeficientes indeterminados.
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Observacao

@ Note-se que, quando os denominadores das fracGes
correspondem a raizes reais, o numerador é sempre uma
constante.

@ Por sua vez, quando se trata de fracdes com denominadores
correspondentes a raizes complexas, o numerador é um
polinémio do primeiro grau.
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Exercicio 3

Calcule

J31 dx
x3 + x
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Exercicio 4

Calcule:

J x*+5x2 +4

(

3x2

X2—X

A S
x4 +3x2 42

X

(x = 1)(x + 1)2

dx;

J2x2+4x+1

x3 4+ 2x2 + x

x —2x2 —
QJ 2x3+3x

8++1
GJXX

dx;

dx;
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Introducao

Quando a integracdo imediata n3o é possivel pode-se, muitas
vezes, submeter a fungdo que se deseja integrar a transformacoes
algébricas que, efectuadas permitem utilizar os integrais imediatos.
S3o de uma grande variedade e torna-se impossivel exemplificar
todos os casos. S6 a muita pratica de célculo fard ver qual a
transformac3do aconselhada para cada caso.

)
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Mudanca de variavel

Por vezes, para determinar { f)x) dx convém considerar x como
uma func3o de outra varidvel, digamos t.

Deste modo o integrando passa a ser uma fun¢do de t que podera
ser mais simples de primitivar do que a fung3o f inicialmente dada.

Suponhamos que pretendemos determinar § f)x) dx no dominio D
onde f esta definida.

Sejaaindag:D— D com x = g(t), uma fungdo derivdvel e
invertivel com inversa 6 : D — D.
Ent3o:

f(x) = f(g(t))
dx = dg(t) = g'(t)dt



Mudanca de varidvel - continuacao

Deste modo,
| foax= | flete) g'(e) ae
=g(t)

A nova fung¢3o integranda é pois g(t) = f(g(t)) g'(t).
Se G for uma primitiva de g, teremos

Jf(x)dx=Jg(t)dt=G(t)+k, k e R,

onde t = g~ 1(x) = (x). Isto é,



Exercicio 1

Considere o integral

1
——dx.
J\/l—x2

a) Resolva-o pela primitivacdo imediata.
b) Calcule-o recorrendo ao método de substitui¢do.

c) Indique uma outra substituicdo diferente da alinea anterior.



Exercicio 2

Calcule

fmdx

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 3

Considere o integral

JX\/ x2 + 1dx.

a) Resolva-o pela primitivacdo imediata.
b) Calcule-o recorrendo ao método de substitui¢do.

c) Indique uma uma outra substituicdo diferente da alinea anterior.



Exercicio 4

Considere o integral

J VI—2dx.

a) Calcule-o recorrendo ao método de substituic3o.

b) Indique duas outras substituicdes possiveis.



Exercicio 5

Considere o integral

f\/ a2 — x2dx.

a) Calcule-o recorrendo ao método de substituic3o.

b) Indique duas outras substituicdes possiveis.



Exercicio 6

Considere o integral

f\/ a2 + x2dx.

a) Calcule-o recorrendo ao método de substituic3o.

b) Indique duas outras substituicdes possiveis.
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Exercicio 7

Considere o integral

f\/x2 — a2dx.

a) Calcule-o recorrendo ao método de substituic3o.

b) Indique duas outras substituicdes possiveis.

11/30



Exercicio 8

Considere o integral

a) Calcule-o recorrendo ao método de substitui¢cgo.

b) Indique uma outra substituicdo possivel.
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Exercicio 9

Calcule o integral

=2

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 10

Calcule o integral

recorrendo ao método de substituicdo.
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Calcule o integral

J x+1 dx
(x —2) [(x — 2)2 + 1]?

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 12

Calcule o integral

3
dex
x8 + 4

recorrendo ao método de substituicdo.

16 /30



Exercicio 13

Calcule o integral

5X
f 53x 4 5=x x

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 14

Calcule o integral

1— x—1

x+1

recorrendo ao método de substituic3o.



Exercicio 15

Calcule o integral

VX +2 d
- dX
Ix+2+1

recorrendo ao método de substituicdo.

19/30



Exercicio 16

Calcule o integral

1
—— dx
JX\/X2 -9

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 17

Calcule o integral

1
—d
J\/Zx—x2 x

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 18

Calcule o integral

1
J T dx
14 x3

recorrendo ao método de substituicdo.



Exercicio 19

Considere o integral

2 1
X3 — X4
JldX.
X2

a) Resolva-o pela primitivagdo imediata.

b) Calcule-o recorrendo ao método de substituig3o.
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Exercicio 20

Considere o integral
sen x
——— dx.
J 2 —sen? x
a) Resolva-o pela primitivagdo imediata.

b) Calcule-o recorrendo ao método de substituicio.
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Exercicio 21

Calcule o integral

f2 sen x cos x
(2 + sen x)?

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 22

Calcule o integral

sen x
5 dx
COS? X + cos x — 2

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 23

Calcule o integral

Cos X
— dx
JS + 4 cos x

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 24

Considere o integral
senh x
— dx.
Jl + cosh x x

a) Calcule-o recorrendo ao método de substitui¢cgo.

b) Indique uma outra substituicdo possivel.
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Exercicio 25

Calcule o integral

f senh x q
— dx
1 — senh?x

recorrendo ao método de substituicdo.
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Exercicio 26

Calcule o integral

J 1+ logx
————dx
(1 —logx)x

recorrendo ao método de substituicdo.
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Tabela de Integrais

Sendo ¢ € R, tem-se:

1. /da::a:+c

m—+1
/fm da:—f +(f)—|—c, para m # —1
m

3. /af(“”)f’(x) Inadr =a’™ +c, ac R\ {1}
4. /ef(r)f'(x) dr = e/@ 4 ¢

5. /%dleogau(m)uc, 0 R\ {1} e f(z) £0

f'(=@)
(x

=In[f(z)][+c, flz)#0

Funcdes Circulares Diretas
T [ £ cos(7(a)) dn = sen (F(a) +
S [ (o) sen () do = = cos(f(a) +
9. [ £1(0) sec(1(a) do = 15 (F(a)) + ¢
10. / F(x) cosec(f(z)) dz = —cotg (f(z)) + ¢
1. [ £(a) seclf(a) te (7(a) do = sec(f(2) + ¢

12. /f'(x) cosec (f(x)) cotg (f(:E))ldzv = — cosec (f(z)) + ¢



13./ dx—/f/ Cosse“ >(°”C dr = —In | cos(f(x)) + ¢

)
14. /f x) cotg (f(x))dx = / G cos((f dr =In|sen(f(x))+c

15.
[ 1@ sectf@)de = lsec(s(@) + e (f@)] +
= In|t <%I)+£ Ty
B ln 1 +sen(f(x)) .
= I e (| T
= arccosh (sec(f(z))) + ¢
16.

/f'(m) cosec (f(z))dxr = In|cosec (f(x)) — cotg (f(x))| + ¢

f(z)

= In|tg——
ngz‘—l—c

= — arccosh (cosec (f(z))) + ¢

Funcoes Hiperbdlicas Diretas

17. /f’(x) cosh(f(x))dx = senh (f(z)) + ¢
18. /f ) senh (f(x)) dx = cosh(f(z)) + ¢
19. /f’(x) sech?(f(x))dr = tgh (f(z)) +c

20. /f'(:n) cosech ?(f(x)) dz = — cotgh (f(z)) + ¢

2



21. /f’(x) sech (f(x)) tgh (f(z)) dx = — sech (f(x)) + ¢

22. /f’(x) cosech (f(x)) cotgh (f(x)) dx = — cosech (f(x)) + ¢

23. /f ) tgh (f /f cosslsnh ])”)(x dx =1In|cosh(f(z)) + c
24. /f (x) cotgh (f / ' Sen}ClOSh(( N dr = In|senh (f(z)) + ¢
25.

[ @) sect (7)) dn = arets (senh (£(a) +
= 2arctg (/@) 4 ¢
— arcsen (tgh ((2))) + ¢
= —2arctg (e 7@) +¢

26.

/f'(x) cosech (f(x))dx = In|cosech (f(x)) — cotgh (f(x))| + ¢

ef@) _ 1
= n—ef(x)+1'+c
= In tgh@‘ +c
1 |cosh(f(z))+1
- cosh(f(x))—1'+c

= —2arccotgh (/@) 4 ¢



Funcoes Circulares Inversas

27.
A x = arcsen x c
/ o (f(2)) +
= —arccos(f(z)) +c
28.
f'(z) _
Tt = weig ) + e

= —arccotg (f(x)) + ¢

Funcoes Hiperbdlicas Inversas

x = arcsenh (f(z)) + ¢

_ f=)
2. /md

A dr = arccosh (f(z)) + ¢
30. ) -1 (f(z))
31.
f'(x) = arc x))+c
= @) dx tgh (f(z))

= arccotgh (f(x)) + ¢



32. (Funcao racional)

e

— a2

33. (Fungao racional)

34.
35.
36.

dx

dx
aZ _ 12

dx

V2 + a?

dx

| =

— 2

V2 — a2

dx

Outras

1

—In

1 x
—— arctgh (—) +c
a a

1 T
——arccotgh (—) +c
a a

1 T +a
= — In +c
2a r—a
1 Tr—a
= —— In +c
2a r+a

arcsenh <£> +c
a

ln<x—|—\/x2—|—a2)—|—c

arccosh <E> +c
a

1n‘x+\/a:2—a2‘+c
—ln‘x—\/:ﬁ—a?‘jtc

x
= arcsen <—> +c
a

3  — arccos <£> +c
a



Tabela de Primitivacao por Substituigao

A notagao R(...) indica que se trata de uma fungao racional (envolvendo apenas
somas, diferengas, produtos e quocientes) do que se encontra entre paréntesis.

Tipo de funcgao Substituicao Restrigoes

1

(1) (CEsn T =atgt ke N\ {1}

P(x) b
2) ——— — =1 ke N\{1
2) (az? + bz + c)* g €Nl
b? — dac < 0
grau de P < 2k
P
(3) (z) _ z=p+qt ke N\ {1}

grau de P < 2k

x

zF = tgt
(5) R(a™,a",...) a™ =t m = mdc(r, s,...)
(6) R(log, x) t =log, x

az+b\* (az+b\* ar+b .,
(7 R(x,(m) ’(cx—i—d) ,) cx—l—d_t m = mmc(q, s, ... )

(8) R(x,(ax—l—b)%,(am—i—b)g,...) ax +b=1t" m = mme(q, s, ...)
9) R(x,x?zi..) r=t" m = mmc(q, s, .. .)
(10)

R(agx,afz,...) a® =t" m = mmc(q, S, ... )



Tipo de fungao

R (:C, Va2 — b2x2>

R (m, Va2 + b2m2)

R (x, Vb2x2 — a2)

R (x, Vz,Va— bx)

R ¢’¢EI&Q
R J’V?iﬂ)

\/axz—l—bx—!—c)

R

(+
(+
R
(+

\/ax2+bx+c)

Qs

" (a —Hm:)

Qs

™ (0 + bz’

R(sen z,cos x)

Substituicao Restricoes
a t
r = —sent ou
b
a t
T = — costou
b
a
r=—tght
b g
at t
T = - ou
b g
a
x = — senh t
b
a t
r = — sect ou
b
a
xr = - cosh t
b
a 2
T = —sen- ou
b
a .2
Tr = - cos”t
b
a . 2
=—-tg“t
x 2 g
x:gsec2t
Va2 +br+c=ava+t a>0
Var2 +br +c=at++c >0
1
a+bz" = mt €L
n
+1
a+bx" = 2"t mn —|—B€Z
n q

te £ = ¢ entd
- = entao
&3

2t
senxr = m e
1
COST = m

2



(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

Tipo de fungao
R(sen z,cos x) com R(u,w)
uma fungao impar na variavel

u, isto é, R(—u,w) = —R(u,w)

R(sen z,cos x) com R(u,w)
uma fungao impar na variavel

w, isto é, R(u, —w) = —R(u, w)

R(sen z,cos x) com R(u,w) uma
funcdo par nas variaveis u e w
simultaneamente, isto é,

R(—u,—w) = R(u,w)

R(sen mz,cos mx)

R(e”,senh z,cosh x)

R(senh z,cosh x)

R(senh z,cosh z) com R(u,w)
uma fungdo impar na variavel

u, isto é, R(—u,w) = —R(u,w)

R(senh z,cosh x) com R(u,w)
uma funcao impar na varidvel

w, isto é, R(u, —w) = —R(u, w)

R(senh z,cosh z) com R(u,w) uma
fungao par nas varidveis u e w
simultaneamente, isto €,

R(—u, —w) = R(u,w)

R(senh max, cosh mx)

Substituicao

cosr =t

senx =t

tgx =1

mx =t

z =logt

tgh g =t entao

2t
he = ——
senh x T2
14+t
coshx = *
1—1¢2
coshx =t
senhx =t
tghx =t
mr =t

Restricoes
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Somas de Darboux

Sejam f uma fungdo limitada (ndo negativa) no intervalo [a, b] e
K o conjunto

K={(x,y) eR?|la<x<bA0<y<f(x)}

m D

)

40



Valor aproximado da drea do conjunto K

Sejam
® M = supcp,p f(X)
o m=inf,cp,p f(x)
@ a(K) a area do conjunto K

Nestas condicOes tem-se
m(b—a) < a(K) < M(b— a).

Uma melhor aproximagdo de a(K), obtém-se decompondo o
intervalo [a, b] num ndmero finito (n) de subintervalos utilizando
0s pontos xi, X2, -+ ,Xp—1, tais que: x3 < xp < -+ - < Xp—1-

T -
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Decomposi¢do do intervalo [a, b]

O conjunto discreto D = {x1, x2, -+ , Xp—1} denomina-se por
decomposicao de [a, b]. O intervalo [a, b] fica “decomposto” nos
subintervalos

[X07X1]7 [X17X2]7 Ty [Xn—17Xn]a
de didmetros
Axg = x1— Xo,
AXl = X2 — X1,
Axp_1 = Xp— Xp_1.

O maior desses didmetros—o diametro da decomposicao—
designa-se por |D|.



Valores aproximados da area do conjunto K

Sejam
o M= sup f, my = inf f,
XE[X(),X1] XE[X(),X;[]
o Mo= sup f, mp= inf f,
XE[Xl,X2] XE[Xl,X2]
o My= sup f, mp= _inf f
XE[Xn—1,%n] XE[Xn—1,Xn]

Os novos valores aproximados s3o:
my(x1 — x0) + -+ + mp(xn — xp-1) = D07y mi(xi — Xi—1)

1=

Mi(x1 — x0) + -+ 4+ Ma(xn — xn—1) = D11 Mi(xi — xj—1)



Somas de Darboux

Sejam
e | = [a, b] um intervalo fechado e limitado de R;
e f uma fungio definida e limitada em I,

@ D o conjunto formado por todas as decomposicdes do
intervalo considerado;

e d uma decomposicdo do intervalo [a, b];
@ n— 1 o numero de pontos da decomposicao d;
@ M; e m; o supremo e o infimo da fun¢do f no intervalo
[X,',l,X,'] (i = 1,2, 000 g n).
A cada decomposicdo d € D associamos dois niimeros reais S4(f)

e sq4(f) que designamos por somas de Darboux da funcio f
relativas a decomposicdo d definidos por

6
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Relac3o entre as

Sd(f)

Sa(f)

somas de Darboux e a drea do conjunto k

(soma inferior)

= Z mi(xi — xj—1)

= Z M;i(x; — xi—1)  (soma superior)

i=1

A relagdo entre as somas de Darboux e a(K) é a seguinte:

sq < a(K) < S4.

Definicao
Sejam d,d’ € D diremos que d’ é mais fina do que d, se e sG se,
d C d' (isto é, se pertencerem a decomposicdo d' todos os pontos
da decomposicdo d).

40



Representacao das somas de Darboux

Soma inferior de Darboux Soma superior de Darboux

& /\




Relacdo entre as somas de Darboux para uma

decomposicao mais fina

Lema

Sejam
@ S, e sy as somas superior e inferior da funcdo f relativas a
uma decomposicdo d do intervalo [a, b];

@ Sy e sy as somas correspondentes da mesma funcdo relativas
a outra decomposicio, d’, mais fina do que d.

Entdo, tem-se, necessariamente:

Sd < sqgr < Sqr < S4.




Soma Integral

Sejam
e f uma func¢3o definida no intervalo [a, b];
@ a=xp<x3 <---<xp,=b, uma decomposicio arbitraria (n
intervalos);
@ X{,X5, -+ ,X; tais que

X1 € [x0,x1], - s X € [Xn—1, Xn].
As dreas dos rectangulos construidos sobre estes intervalos sao
f(x{)Axy, f(x5)Axa, -+, f(x5)Axp

e a soma,
n
o4 = g f(x)Ax;
i=1

é conhecida por soma integral.
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Representacao da soma integral

Se a fungdo é continua e ndo negativa no intervalo [a, b|, entdo a
area sob a curva y = f(x) neste intervalo é definida por

max Ax;—0

A= lim > f(x\)Ax.
i=1
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Somas de Darboux vs. soma integral

Que relagdo existe entre as somas de Darboux e a soma integral?
m; < f(x7) < M;
m,-Ax,- < f(XI-*)AX,' < M,’AX,'

Zm,Ax, <Zf Ax,<ZMAx,

i=1

sqg <0qg < Sy
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Integral definido de uma fung¢do continua

Definicao

Se para cada decomposicido d tal que max Ax; — 0 o limite da
soma g4, quando o ndmero de divisdes n tende para infinito, for o
mesmo valor ¥, diz-se que f é integravel no sentido de
Riemann? em |[a, b].

O valor do limite comum a todas as decomposicées, ¥, designa-se
por integral definido de f no intervalo [a, b] e representa-se por

Y= /ab f(x)dx.

?Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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Observacao

Da definicdo de integral definido, tem-se que:

max Ax;—0

b n
Y= / F)dx = lim Y f(x7)Ax;,
a i=1

onde
o f é a funcao integranda;
@ x é a variavel de integracao;

@ os nimeros a e b s3o designados por limites de integracao
inferior e superior respectivamente.



Condicdo necessdria de integrabilidade

Teorema
Se f € integrdvel em [a, b], entdo f € limitada em |a, b].
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Condicao necessdria e suficiente de integrabilidade

Teorema

A funcdo f € integrdvel no sentido de Riemann, se e sé se, as
somas de Darboux tém o mesmo limite.
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Exercicios

Verifique se existem os integrais

o fabrdx;
1, xeQ

(2] fab f(x) dx sendo f a fungdo definida por
-1, xeR\Q
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Classes de funcoes integraveis

Teorema

Toda a fungdo continua no intervalo [a, b] € integravel, nesse
intervalo, a Riemann.

Teorema

Toda a funcdo mondtona e limitada € integravel no sentido de
Riemann.

18 /40



Interpretacao geométrica do conceito de integral

Se f é uma fungdo continua e ndo negativa no intervalo [a, b] ,

entao
b
/ f(x)dx,
a

representa a drea da regido plana limitada por f, x =a, x=b e
pelo eixo Ox.

Fix)
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Exercicio

@ Calcule fabxdx, com 0 < a<b.

@ Sabendo que 12+22+”'+"2:w

4
/ x2 dx.
0

, calcule
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Observacoes

@ Se a= b, entdo

/abf(x)dx:/aaf(x)dx:o

(este resultado estd de acordo com a ideia intuitiva de que a
drea entre um ponto sobre o eixo Ox e a curva y = f(x) é
zero).
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Observacoes

@ O integral definido ndo depende da varidvel de integragcdo, mas
sim dos limites de integracdo e da fun¢3o a integrar. Isto é,

/abf(x)dx:/abf(u)du:/abf(z)dz

(a varidvel de integrag¢do é pois, uma varidvel muda ou
aparente).



Propriedades do integral definido

@ Se f é integravel em [a, b], entdo

/ab F(x) dx = _/: F(x) dx;
—b

b
Q f(x)dx = —/ f(x) dx, desde que f seja uma fungdo
—a a
par;

—b b
(s f(x)dx :/ f(x) dx, desde que f seja uma fungdo
fn;Sar; ?
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Propriedades do integral definido

b
0/ ldx=b— g;

b
(5 ) / cdx=c(b—a),ceR;
a

@ Se f é integravel em [a, b], entdo

/abcf(x)dx = c/ab f(x)dx;
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Propriedades do integral definido

@ Sejam M e m o maximo e o minimo, respectivamente, de f
em [a, b]. Se f é integravel em [a, b], entdo

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b— a);
a
@ Se f uma fungdo integravel em [a, b] e f(x) > 0, entdo

/ab F(x) dx > 0:
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Propriedades do integral definido

@ Se f e g sdo duas fungdes integraveis em [a, b] e f(x) > g(x)
para todo o x em |[a, b], entdo

/a i F(x) dx > / bg(x) dx;

@ Se f é integravel em [a, b], entdo

/ab f(x)dx| < /ab |f(x)| dx;

@ Se f é limitada e integravel em [a, b] com |f(x)| < M, entdo

/a ’ F(x) dx

< M(b— a);
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Propriedades do integral definido

@ Se f é uma fungdo continua em [a, b], entdo existe pelo
menos um ponto ¢ € [a, b] tal que:

b
/a F(x)dx = F(c)(b— a).

Este resultado é vulgarmente conhecido pelo teorema da
média do calculo integral.

F(x)
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Propriedades do integral definido

@ Se f e g sdo integriveis em [a, b], entdo

/ab[f(x)-i-g(X)] dxz/ab f(X)dX+/abg(x)dx;

@ Se f e g sdo integriveis em [a, b], entdo

/ [F(x) — ]dx—/bf(x)dx—/abg(x)dx;
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Propriedades do integral definido

@ Se f é uma funcdo integravel num intervalo fechado contendo
os trés pontos a, b e ¢, entdo independentemente da ordem

/ab F(x) dx = / £(x) dx+/cb £(x) dx.

Este resultado é conhecido pela Propriedade da aditividade do
integral relativamente ao intervalo de integracdo ou Teorema
da decomposicdo do intervalo.

F(x)
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Propriedades do integral definido

@ Se f e g s3o integraveis em [a, b], entdo

( / i f(x)g(x)dx> < / ’ f2(x) dx / bg2(x)dx.

Esta desigualdade denomina-se por Desigualdade de Schwartz.

2
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Teorema fundamental do calculo

Teorema

Se f é uma fungdo continua em [a, b] e se G(x) = [ f(z
entdo G € uma primitiva de f, isto €,

G'(x) = f(x),Vx € [a, b].
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Exercicios

@ Estude, quanto a monotonia e aos extremos, a funcdo

¢(x) :/ (£? — 6t +8) dt
2
definida em R.
@ Calcule, justificando convenientemente

_ XfOX et dt
Ilm 72-
x—0 3 — 3e—X
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Regra de Barrow

Teorema

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e F uma primitiva de f.
Entdo

Esta é a férmula de Barrow,! que permite calcular o integral de
uma fungdo f num intervalo onde esta seja continua, desde que
consigamos determinar uma primitiva de F. Outro modo de
representar esta férmula, também conhecida por férmula de
Newton-Leibniz, é

b
/ Fx) dx = [F(]E

!Isaac Barrow (1630-1677) matemitico e tedlogo inglés. Foi mestre de
Newton e um dos precursores do Calculo Diferencial.
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Exercicios

Calcule os seguintes integrais:

4 2
(1) / x2 dx o/ —4tdt
0 5

2 b
Q / (x® 4 x?) dx () / e~ dx
0 a

1 1
e/4dx e/zu%du
0 0
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Exercicios

Calcule os seguintes integrais:

T T
3 2
o / cos x dx Q / sen x cos x dx
T 0

o 3 (X 4) d Larctg x
Z_ x d
0o \2 ° /0 241"
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Integracao por partes

Teorema

Sejam f e g funcdes de classe C* em [a, b]. 2 Entao,

b b
/ F(x) g(x) dx = [F(x) g(x)]° - / f(x) g'(x) dx.

a

?Dizemos que h é uma fungdo de classe C* em [a, b], se e s6 se, h é
diferencidvel em [a, b] e a sua derivada, h’, é continua neste intervalo.
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Exercicio:

Calcule

2
/ log? x dx
1
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Integracao por substituicao

Teorema

Sejam

o | e J dois intervalos de R;

@ f uma funcdo continua em I;

@ g uma fungdo continuamente derivavel em J, tal que
g(J)CI;

@ «a e 3 dois pontos de J tais que a = g(a) e b = g(3).

Entdo

b B
/f(x)dx:/ f(g(t)) g'(t)dt.
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Exercicios

Calcule, recorrendo ao método de integracdo por substituicio:

2
(1] / V4 — x2dx
0

1
lo 1+x
e/ 8l e
1+ x
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Introducao

De um modo geral podemos recorrer ao integral definido para
calcular:

e 6 o6 o

areas planas (nestes slides);

volumes de sélidos de revolucao;

volumes de sélidos que ndo sejam de revolugdo;
comprimento de linhas (arcos de curvas) (nestes slides);

areas laterais de sélidos de revolucao.

)
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Calculo de areas em coordenadas cartesianas

@ Quando f(x) > 0 para x € [a, b].
A drea da regido plana representada na figura é dada por

A:/abf(x)dx.




Calculo de areas em coordenadas cartesianas

e Quando f(x) <0 para x € [a, b].
A area da regido plana representada na figura é dada por
b b
A= —/ f(x) dx, uma vez que / f(x) dx é negativo e o
a
valor da aairea é sempre positivo.

y




Calculo de areas em coordenadas cartesianas

@ Quando f(x) muda de sinal para x € [a, b].
Atendendo aos dois casos anteriores, a drea da regido plana
representada na figura é dada por

A:/abf(x)dx—/bcf(x)dx




Exercicio

Calcule a drea da regido limitada pela fungdo f(x) = senx e o eixo
das abcissas quando x € [0, 27].
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Area de uma regiao limitada por duas funcoes

A area limitada pelas fungdes f e g representada na figura é dada

por
/ [F(x) — g(x)] dx




Area de uma regiao limitada por duas funcoes

A area A pode ser obtida pela diferenca entre a area limitada por f
e por g no intervalo [a, b]. Em particular,

° fab f(x)dx é a drea limitada pelo gréfico de f e o eixo das
abcissas (entre as retas verticais x = a e x = b);

° fab g(x)dx é a area limitada pelo grafico de g e o eixo das
abcissas (também entre as retas verticais x = a e x = b);




Exercicio

Calcule a area da regido limitada pelas fungdesf(x) = senx e
g(x) = cos x quando x € [0, 27].



Observacao

Quando apenas conhecermos as funcoes f e g, e os extremos do
intervalo de integracdo, a e b, ndo sdo dados, temos que
determind-los calculando os pontos de intersecdo das duas funcdes.
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Exercicio

Calcule a &rea da regido limitada pelas fungdes f(x) = x? e

g(x) = v/x.
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Area de uma regiao limitada por trés funcoes

A drea da regido plana limitada pelas funcdes f, g e h
(considerando apenas o primeiro quadrante) é dada por

:/Oc[f(x) ]dx+/ [h(x) — g(x)] dx
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Exercicio

Calcule a 4rea da regido limitada pelas funcdes f(x) = x2,

g(x) = X; e h(x) = —x + 12 no primeiro quadrante.
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Area da regido limitada por uma curva fechada - Exercicios

Utilizando integrais calcule

Q@ A drea limitada pela circunferéncia de centro (0,0) e raio r.

@ A drea limitada por uma elipse de semieixos a e b centrada
em (0,0).
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Célculo de comprimento de linhas

Consideremos uma linha plana definida por y = f(x) com f uma
fungdo continua em [a, b]. O comprimento da linha de x = a até

x = b é dado por
b
s :/ /14 [F(x)]? dx
a
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Exercicios

@ Determine o perimetro da circunferéncia de equagdo

X2 4 y2 =2

X

@ Considere a fungdo f(x) = logx — 82 no intervalo [1,2].
Determine o comprimento do arco de curva definido por f.

@ Calcule o comprimento da curva f(x) = arcsen e™* entre
x=0ex=log V3.

© Determine o comprimento do arco de curva f(x) = €*,
compreendido entre os pontos (0,1) e (1,e).

: . . 2 2 2
© Determine o comprimento do astrdide x3 + y3 = a3
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