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Introducao

A capacidade para simular o movimento e a manipulagdo de
objectos num plano é fundamental em todos os sistemas de
computacgdo grafica. Estes processos sdo descritos em termos de

translacoes;

variagdes de escala (“Scaling”);

rotacoes;

reflexdo em recta (ou espelhamento);
deformag&o ou cisalhamento ( “shearing”);

Reflexdo deslizante ou translagdo reflectida.



Objectivo

O nosso objectivo consiste em descrever estas operacdes numa
forma matematica, mostrar como elas podem ser utilizadas na
obtencao do movimento e da manipulagao de objectos.



Transformacoes Geométricas e Transformacdes de

Coordenadas

Ha dois pontos de vista complementares para descrever o
movimento dos objectos.

@ O primeiro, é aquele em que o préprio objecto é movido
relativamente a um sistema coordenado fixo.
Matematicamente, este ponto de vista é descrito por
transformacoes geométricas aplicadas a cada ponto do
objecto.

@ O segundo ponto de vista, sustenta que o objecto é mantido
fixo, enquanto o sistema coordenado é movido relativamente
ao objecto.



Exemplo 1

Consideremos o movimento de um automdvel sobre um cendrio.
Podemos simular esta situagao dos seguintes modos:

@ movendo o carro enquanto o cendrio é mantido fixo
(transformagdo geométrica)

@ mantendo o automével fixo, enquanto movemos o cenario
(transformag3o de coordenadas)

0

em algumas situagdes sdo utilizados os dois métodos.
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Transformacoes Geométricas

Consideremos um sistema coordenado cartesiano num plano. Um
objecto Obj no plano pode ser considerado como um conjunto de
pontos. Cada ponto P do objecto tem as coordenadas cartesianas
(x,y) e assim o objecto é a soma total dos seus pontos
coordenados.

Obj

fig.1



Transformacoes Geométricas - continuacao

Se o objecto é movido para uma nova posicio, ele pode ser
considerado como um novo objecto Obj’, no qual todos os pontos
coordenados P’ podem ser obtidos a partir dos pontos originais P,
através da aplicagdo de uma transformacdo geométrica.



Translacao

Na translacao, um objecto é deslocado uma dada distancia,
segundo uma dada direccdo, em relacdo a sua posicdo original. Se
o deslocamento for dado pelo vector

v =t +t,],

o novo ponto P'(x’,y") pode ser determinado pela aplicagdo da
transformagdo 7, a P(x, y):

P' =1 (P),
onde

x'= x4+t

Y= y+t



Translacao - Caso geral

fig. 2
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Exercicio 1

Qual a translacdo considerada na figura?

Ao efectuar uma translagdo a geometria do objecto permanece ou
é alterada?
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Translacdo 2D: forma matricial

ou seja,
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Exercicio 2

Considere a linha poligonal fechada [ABCDE] que une os pontos
A(7,11), B(11,8), C(10,3), D(4,3) e E(3,3).

© Represente a linha poligonal.

@ Considere a translacdo

x'= x+13
y'= y=2

Determine e represente a linha poligonal transladada.
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Observacdo 1

A transformac3o de translacdo ndo pode ser expressa como uma
matriz 2 X 2.

e Porqué?

Contudo, um artificio permite-nos efectuar uma transformacao de
translacdo a custa de uma matriz 3 x 3.

0

Coordenadas homogéneas
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Coordenadas homogénas

Um terno (x,y, t) de nlimeros reais com t # 0, é um conjunto de
coordenadas homogénas para o ponto P com coordenadas
xy

cartesianas (?, ?).

Notemos que o mesmo ponto tem muitos conjuntos de
coordenadas homogéneas. Assim, (x,y,t) e (x',y’, t') representam
0 mesmo ponto se existe algum escalar « tal que X’ = ax, y' = ay
et =at.

Se P tem as coordenadas cartesianas (x, y), um dos seus conjuntos
de coordenadas homogéneas é (x, y, 1).
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Coordenadas homogéneas - figura de ilustracao

Q
AN




Translacao: representacao numa matriz 3 x 3

Ao representar-se o par de coordenadas cartesianas (x, y) de um
ponto P pela sua representaciao homogénea (x: y : 1), a
translagdo na direcgao v = t«i + tyj pode ser expressa pela matriz

Entao
x' 1 0 t] [x X + ty
y, =10 1 ty Yy =1y + ty
1 0 0 1 1 1

A partir daqui extraimos o par de coordenadas cartesianas
(X + tX7y + ty)
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Concatenacao de matrizes

@ Qual a vantagem de uma forma matricial para a translacdo?

A introducdo de uma forma matricial para a translagdo tem a ver
com a possibilidade de construir transformacdes complexas, através
da multiplicagdo das transformacdes basicas dadas na sua forma
matricial. Este processo é conhecido por concatencao de
matrizes.
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Observacao 2

E preciso realcar que para o processo anterior recorremos ao facto
de a composicdo de matrizes ser equivalente a multiplicacdo de
matrizes. Contudo, temos de representar as transformacdes bdsicas
por matrizes de coordenadas homogéneas 3 x 3, de forma a
haver compatibilidade (do ponto de vista da multiplicagdo de
matrizes) com a matriz translagdo. Isso é conseguido
acrescentando as matrizes 2 X 2 uma terceira coluna

e uma terceira linha (0 0 1), isto
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Rotacdo em torno da origem

Na rotacao, o objecto é rodado 6° em torno da origem. Por
convencdo, o sentido da rotacdo é:
@ contrario ao sentido de rotacdo dos ponteiros do reldgio, se 6
é um angulo positivo;
@ e igual ao sentido de rotacdo dos ponteiros do relégio, se 0 é
um angulo negativo.

A transformacdo de rotagdo A g é:
P'= Do) (P)

onde
x'= x cosf — ysenf

y'= xsenf + y cosf
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Rotacdo em torno da origem

TN 7

fig. 3
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Rotagdo (em relagdo a origem) 2D: forma matricial

x| |cos® —senf| [x
y'|  |sen@ cosf | |y

Em coordenadas homogénas:

x' cosf® —senf O] [x
y'| = |senf cosf Of |y
1 0 0 1 1



Exercicio 3

Considere a linha poligonal fechada [ABCDE] que une os pontos
A(7,8), B(9,6), C(9,2), D(5,2) e E(5,6).

@ Represente a linha poligonal.
@ Determine a rotacao de 90° da linha poligonal.

© Determine a rotacio de 45° da linha poligonal.
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Transformacoes Compostas

Transformagdes geométricas e de coordenadas mais complexas
podem ser construidas a partir das transformacdes bésicas
descritas anteriormente, usando o processo de composicdo de
funcdes. Por exemplo, operagdes tais como a

@ rotacdo em torno de um ponto que n3o a origem ou

@ a reflexdo em relacdo a linhas que n3o s3o os eixos
coordenados

podem ser construidas a partir das transformacdes basicas.
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Exemplo 2: rotacdo de 30° de um segmento em torno de

um ponto que nao é a origem

Faga uma rotagdo de 6 = 30° do segmento [PQ] em torno do
ponto P(2,0).
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Exemplo 2: rotacdo de 30° de um segmento em torno de
um ponto que nao é a origem
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Exemplo 3: rotacdo de um objecto de um angulo 6 sobre

um ponto arbitrario

Faca a rotacdo de 6° da figura em torno de P;.

Quais os passos necessarios para a resolucdo do problema?
Qual a matriz resultante?
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Exemplo 3: rotacdo de um objecto de um angulo 6 sobre

um ponto arbitrario

Os passos necessarios para a resolucdo do problema:
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Vantagem /desvantagem da composicdo de transformagoes

@ Em vez de se aplicar uma transformacio de cada vez nos
pontos de um objecto, é mais rapido calcular uma matriz
resultante da composicdo de transformacdes, e depois
multiplicar essa matriz para cada ponto do objecto.

1

Atencao na ordem, pois a multiplicacao de matrizes é
associativa, mas nao é comutativa!



Rotacdo em 2D num ponto arbitrario

A

A . B LA
y .
* 1

L J
-

v
e
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Variacao de escala em relacao a origem

A variacao de escala é o processo que permite a expansao e
compressdo das dimensdes de um objecto. S3o utilizadas
constantes positivas de variacdo de escala e e e, para descrever
variacoes de comprimento em relacdo a direccao x e a direccdo y,
respectivamente.
@ Uma constante de variacao de escala maior do que 1 indica
uma expansdo (ou ampliagdo)
@ uma constante de variacdo de escala menor do que 1 indica
uma compressdo (ou redugdo) do comprimento.

A transformacdo de variagdo de escala e,

P = Eev,ey (P),

e, € dada por

onde
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Variacdo de escala: representacao matricial

~

X ex 0 0] [x
y| =10 e 0| |y
1 0 0 1 1
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Variacdo de escala: Exemplo 4 - Caso uniforme

Que relagdo existe entre e, e e, 7
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Variacao de escala: Exemplo 5 - Caso nao uniforme

Que relagdo existe entre e, e e, ?
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Observacao 3

E importante notar que para garantir que um objecto esteja na
mesma posicdo, em relagdo ao seu centro, apds a variacao de
escala, deve-se fazer:

@ uma translagdo do seu centro até a origem;
@ aplicar a variacdo de escala;

@ e depois aplicar a translacdo inversa a primeira.
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Exemplo 6 - (variagdo de escala)

Considere o quadrado cujo centro é (%, %) e com 1 cm de lado.

Amplie a medida do lado para 2cm mantendo o centro do
quadrado e expresse, matricialmente, a transformacio resultante.
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Figura do Exemplo 6
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Exercicio 4

Considere as figuras:

epr

fig.4

Indique, relativamente a transformac3o de variacdo de escala
considerada, quais os factores de escala e, e e, .
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Exercicio 5

Considere a linha poligonal fechada [ABCDE] que une os pontos
A(%3.11), B(7.9), C(7.5), D(4,5) e £(4,9).

© Represente a linha poligonal.

@ Determine e esboce a linha resultante da mudanca de escala,
_ _1
sendo ex =3 e e, = 5.
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Homotetia

Se as duas constantes de variac3o de escala t&m o mesmo valor e,
a transformacdo de variacdo de escala é chamada homotetia. Por
outro lado, a transformacio de variacdo é:

@ uma ampliacdose e > 1

@ e uma redugdo se e < 1.

40 /82



Deformacao ou Cisalhamento

Cisalhar um objecto é deforma-lo linearmente ao longo do eixo x
ou do eixo y ou de ambos.

/

xX'= x+4+key

/

y'= y+k, x
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Cisalhamento ou deformacdo: representacao matricial

1
ky
0

o O

oXF

o =

o = O

o X

cisalhamento no caso geral

cisalhamento na direc¢do de x

cisalhamento na direccdo de y
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Deformacao ou Cisalhamento - Exemplo 7

—

Neste caso, kx =1 e k, = 0.
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Reflexdo em relacdo a um eixo

Se quer o eixo Ox quer o eixo Oy forem tratados como uma recta
de reflexdo (espelho), o objecto tem uma imagem reflectida. Uma
vez que a reflexdo P’ do ponto P de um objecto fica localizada a
mesma distancia da recta de reflexdo (ou espelho) que o ponto P,
a transformacdo de reflexao ¥, em relacao ao eixo Ox é dada
por

P =%, (P)

onde
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Reflexdo em relagdo ao eixo Oy

Do mesmo modo, a reflexao em relacao ao eixo Oy é dada por

onde
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Figura de Reflexdo de um ponto em relacdo ao eixo Ox e

ao eixo Oy

P'(—x, )
il Gaste Fi
|
i
| 3
‘P’ix, =~}

fig. 5
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Reflexdo: representacdo matricial

1 0 O

M,=|(0 -1 0 reflexdo em relacdo a Ox
0 0 1]
[—1 0 0]

My=10 10 reflexdo em relacdo a Oy
|0 0 1
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Exercicio 6

@ Considere o tridngulo cujos vértices sdo os pontos V4(6,7),
V5(9,2) e V3(3,2). No mesmo referencial represente o
tridngulo, a sua reflexdo em relagdo ao eixo Ox e a sua
reflexdo em relagcdo ao eixo Oy.

@ Considere o pentdgono cujos vértices sdo os pontos Vi(3,6),
V5(3,2), V5(7,3), Va(6,4) e V5(7,5). No mesmo referencial
represente o pentdgono, a sua reflexdo em relagcdo ao eixo Ox
e a sua reflexdo em relagdo ao eixo Oy.
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Reflexdao em ponto ou rotacdo de 180° ou meia volta

Podemos também espelhar o objecto em relagcdo a origem,
invertendo ambas as coordenadas cartesianas. Neste caso, tem-se

x' = —x
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Exercicio 7

Considere o tridngulo cujos vértices sdo os pontos V4(4,4),
V»(4,0) e V3(0,4). No mesmo referencial represente o tridngulo e
a sua reflexdo em relacdo a origem.
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Exercicio 8

Determine as equacdes para uma meia volta em torno do ponto
P(3,4) através de:

a) do célculo vectorial;
b) recorrendo a defini¢do de ponto médio de um segmento;
c) rotagdes;

d) reflexdo em ponto;
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Reflexdo em relacdo a um eixo arbitrario

Para além da origem, do eixo Ox e do eixo Oy pode-se também
adoptar um eixo arbitrario. A matriz de reflexdo pode ser obtida
através da composicao de uma sequéncia de matrizes de
translagGes, rotacdes e reflexdes.
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Exemplo 8 - Reflexdao em relacdo a recta y = x

Por exemplo, se a reflexdo for em torno da linha diagonal definida
por y = x, a matriz de reflexdo pode ser derivada da combinagdo
das seguintes transformacdes:

© rotacdo de 45° na direc¢do horaria para fazer a recta y = x
coincidir com o eixo Ox.

@ reflex3do em torno do eixo Ox.

© rotacdo de 45° na direc¢do anti-hordria para retomar a
orientagdo original da recta y = x.
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Exercicio 9

Determine a imagem do ponto P(2,3) relativamente a reflexdo em
relacdo a recta y = x.
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Composicao de translacoes sucessivas

Calcule a composicdo de duas translacdes sucessivas 71 e ™
associadas a v1 = t i+t j e vo = t,i+ t,].

O que conclui?
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Composicao de rotacoes sucessivas

Calcule a composicdo de duas rotacdes sucessivas Ay g,) €
D2(0,6,)-

O que conclui?
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Composicao de variacoes de escala sucessivas

Calcule a composicdo de duas variacdes de escala sucessivas

6]'(exl 7ey1) € 82(“-’><21“-'}/2)'

O que conclui?
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Exercicio 10

Determine a inversa da transformac3o definida por

x' = x cos30° — y sen 30°

/

y'= xsen30° 4y cos30°
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Transformacoes geométricas inversas

Cada transformacdo geométrica tem uma transformacdo inversa
correspondente, a qual é descrita pela operacdo oposta a
executada pela transformacdo:

1

@ Translagdo: 7, % = 7_,, ou translagdo no sentido oposto.

@ Rotacio: A(_Ol 0) = A(0,—g), ou rotagdo (em relagdo a origem)
no sentido oposto.

@ Variac3o de escala: egx}ey = €1/e,1/e,-

o Reflexdo: I'l=%,eX, ' =%,
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Reflexao deslizante ou translacdo reflectida

Uma reflexao deslizante de eixo r e vector v é uma
transformac3o composta por uma translacdo seguida de uma
reflexdo ou vice-versa. O eixo de reflexdo deve ser paralelo a
direccdo da translagdo. Representa-se por p(v,r) =7, X,.

Imagem 'l

A

Eixo da Reflexdo B’

B

A A¥* 4

™ Figura Transladada

Figura original 4 4
C (T

Vector de Translaglio
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Reflexao deslizante

g - B Translagio
Figura 1
““A“‘ Reflexao
e B B B B B B B |
Figura 2
- A A 4 S
‘ -‘ ‘ ‘ eslizante
Figura 3
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Exercicio 11

Considere o quadrilatero [ABCD], onde A(—14,12), B(—4,9),
C(-3,2) e D(—11,4).

© Represente o quadrildtero.

@ Determine e represente a reflex3o reflectida, sendo
v = 0i 4+ 11j e a recta x = 1, efectuando:

a) primeiro a translacdo e depois a reflexdo;

b) primeiro a reflexdo e depois a translagdo.



Exercicio 12

Determine o conjunto de equagdes que representa o produto de
duas transla¢des, sendo que a primeira estd associada ao vector
(7,3) e a segunda ao vector (2,4).
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Exercicio 13

Determine a imagem da recta y = 2x pela translacdo associada ao
vector (—2,—3).
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Exercicio 14

Determine a imagem sob a translagdo associada ao vector (4, —3)
de:

a) 2x—5y+7=0;

b) 3x+4y +2=0.
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Exercicio 15

Determine a imagem do ponto (3,7) sob uma reflexdo em relagdo

arectay = ?x.
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Exercicio 16

Esboce a figura original, aplique a transformac3o e esboce a
imagem da figura no mesmo referencial nos seguintes casos:

a) O tridngulo com vértices (6,5), (7,3) e (8,2) sob uma

- |1 4
deformacdo com matriz 0 1l

b) O tridngulo com vértices anteriores sob uma mudanca de

escala com matriz 30
0 4|

67 /82



Exercicio 16 - continuacao

c) Um quadrildtero com vértices (3,3), (9,3), (9,5) e (3,5) sob
uma rotacdo de 90°.

d) O mesmo quadrildtero da aliena anterior sob uma reflexdo em
relacdo a recta y = x.

e) Um hexagono com vértices (3,2), (7,3), (8,7), (6,10), (2,6)
e (—2,4) sob uma rotagdo de 270°.
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Exercicio 17

Considere o pentagono [ABCDP;], onde A(4,6), B (%,7),
C(7,6), D(7,3) e P1(4,3).

@ Descreva os passos necessdrios para efectuar a rotacio de 6°
do pentagono em torno do ponto P;.

@ Sendo 0° < 0 < 45°, esboce a sequéncia das transformacdes
referidas na alinea anterior.

© Escreva a matriz resultante da composicdo das transformacdes
consideradas.
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Exercicio 18

Determine a transformac3o que roda de 6° um ponto de um
objecto em torno da origem. Escreva a representacdo matricial
para esta rotacao.
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Exercicio 19

© Determine a matriz que representa a rotacdo de 30° de um
objecto em torno da origem.

@ Quais sdo as novas coordenadas do ponto P(2,—4) apds a
rotacdo?
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Exercicio 20

@ Descreva a transformacio que roda um ponto de um objecto,
Q(x,y), de 0 graus em torno de um centro de rotag3o fixo
P(h, k).

@ Escreva a forma geral da matriz de rotacdo em torno do
ponto P(h, k).
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Aplique uma rotagdo de 45° ao tridngulo de vértices A(0,0),
B(1,1) e C(5,2):

@ Em torno da origem.

@ Em torno do ponto P(—1,—1).
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Exercicio 22

Determine a transformag&o que efectua a variagdo de escala (em
relagdo a origem) de:

@ a unidades na direcgdo Ox.

@ b unidades na direc¢do Oy.

© Simultaneamente a unidades na direccdo Ox e b unidades na
direc¢cdo Oy.
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Exercicio 23

Descreva a forma geral da matriz de variagdo de escala em relagdo
a um ponto fixo P(h, k).
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Amplie o tamanho do tridngulo com os vértices A(0,0), B(1,1) e
C(5,2) para o dobro, mantendo o ponto C(5,2) fixo.
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Alguns resultados envolvendo transformacdes

Teorema

O produto de duas ou mais translacées € uma translacio.
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Alguns resultados envolvendo transformacdes - continuacao

Teorema
O produto de duas reflexbes em pontos, Zf e L ¢, € a translacdo
de vector 2 GF, isto €,

YE o =T
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Alguns resultados envolvendo transformacdes - continuacao

Teorema

O produto de trés reflexbes em pontos é uma reflexdo num ponto.
Em particular, se os pontos P, @ e R ndo sdo colineares, entdo

TpToTg="Ts,

onde [PQRS] é um paralelogramo.
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Alguns resultados envolvendo transformacdes - continuacao

Teorema

O produto de duas reflexbes em rectas, r e s, que se intersectam
no ponto F, sob o angulo orientado o é uma rotacdo Af gy, onde
0 = 2q, isto é,

2,3, = A(F,2oz)
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Alguns resultados envolvendo transformacdes - continuacao

Teorema

O produto de duas rotagdes A1(r, 9,) € D2(F,0,) €:
® uma rotacao A(F g, 1¢,) se th + 02 # 0°

@ uma translacdo se 61 + 6, = 0°
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Alguns resultados envolvendo transformacdes - continuacao

Teorema

O produto de uma rotacdo A gy por uma translagio (ou
vice-versa) é uma rotagdo de angulo 6.
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Introducao

A capacidade para representar e visualizar um objecto em 3D ¢é
fundamental para a percepcido da sua forma. No entanto, em
muitas situacOes é necessario “manusear” o objecto,
movimentando-o através de rotacdes, translacdes e mesmo
variacao de escala.

Assim, generalizando o que vimos para as transformacgoes
geométricas em 2D, as transformacdes geométricas em 3D serdo
representadas por matrizes 4 x 4 também em coordenadas
homogéneas.



Sistemas de Coordenadas Cartesianas (revisao)

Representam uma forma de indexar e localizar elementos no espaco
(que é 3D). Os eixos com orientagdo formam o Sistema de
Coordenadas Cartesianas. Dado um ponto P, ele é definido por um
terno de coordenadas (x, y, z) e é representado no eixo de
coordendas cartesianas do seguinte modo:




Sistemas de Coordenadas - continuacao

O sistema de coordenadas utilizado para 3D serd o da Regra da
Mao Direita, com o eixo Oz perpendicular ao papel e saindo na
direccdo do observador.

O sentido positivo de uma rotacido é dado quando observando-se
sobre um eixo positivo em direc¢do a origem, uma rotagao de 90°
ird levar um eixo positivo noutro positivo. A tabela seguinte
resume para cada eixo a direccdo de rotacdo positiva.

Eixo de Rotacdo | Direccdo da Rotacao Positiva
X y paraz
z para x
z X paray




Translacao

Um objecto é deslocado uma dada distancia e segundo uma dada
direccdo a partir da sua posi¢ao original. A direcciao e o
deslocamento da translacdo é determinada pelo vector

vttt jtt k.

y axis

(xiy.7)

X axis
z axis



Translacdo - continuacao

As coordenadas de um ponto transladado podem ser calculadas
usando a transformacdo

x'= x+ty
y'= y+t
Z= z+t,

@ Como representar esta transformacdo na forma matricial?
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Translac3o - representacdo matricial

Para representar esta transformacio através de uma matriz,
precisamos de usar coordenadas homogéneas. A respectiva
transformagdo, na forma matricial homogénea, pode entdo ser
expressa da seguinte forma:

x! 1 0 0 t] [x
y'| 101 0 ¢tf |y
Z|l |0 01 t,] |z
1 0 00 1 1

onde, ty, t, e t, representam o vector de translagdo; x, y, e z as
coordenadas iniciais e x’, y’' e Z/ as coordenadas finais.



Translacdo - conclusado

Esta transformacao pode também ser prepresentada por:
PP=T-P

¥ axis

e

X axis
Z axis



Variacdo ou Mudanca de Escala

O processo da variacio de escala altera as dimensdes de um
objecto.

A variacao de escala em relacdo a origem é efectuada pela

transformacao
x' = e -x
r_
= ey . y
Z= e -z



Variacao ou Mudanca de Escala - figura

Uma mudanca de escala tridimensional altera também a posicao
do objecto em relagdo a origem.
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Variacdo ou Mudanca de Escala - representacido matricial

A representacdo da variacdo de escala na forma matricial em
coordenadas homogéneas é entdo:

x! e 0 0 0] [x
y| |0 e 0 0f |y
Z|l |0 0 e 0| |z

1 0O 0 0 1 1

onde e,, e, e e, representam o vector de escala.
Esta transformacao pode também ser representada por:

P = E(erepe) P

11/1



Mudanca de escala em relacao a um ponto fixo

Uma mudanca de escala tridimensional em relacdo a um ponto fixo
é uma transformagdo composta pela seguinte sequéncia de
transformacoes:

@ Translagdo do ponto fixo para a origem.

© Mudanca de escala.

© Translagdo do ponto fixo para a sua posi¢do original.
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Mudanca de escala em relacao a um ponto fixo - figuras

(g Yp 25)

&~
=

L]
(Xp VP 2p)

@ Qual a matriz resultante da transformacgio?
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Rotacao

Podemos rodar um ojecto em torno de um eixo qualquer no
espaco, mas as rotagdes em torno de um dos eixos coordenados
sao mais simples.

As rotacdes em 3D requerem:
@ um angulo de rotagao;

@ e de um eixo de rotacao.

Uma rotacdo diz-se candnica quando algum dos eixos de
coordenadas, Ox, Oy e Oz, é escolhido como eixo de rotac3o.
Ent3o, a construcdo da transformac3do de rotacdo processa-se
como no caso da rotacdo 2D em torno da origem.

14/1



Rotac3o em torno do eixo Oz

Por convencdo:

angulos de rotacdo positivos — rotagbes anti-hordrias

Atendendo ao que foi dito do sistema de coordenadas, os sentidos
de rotag3o positiva em torno dos eixos seguem a regra da mao
direita: o eixo de rotacdo é Oz e a direcgdo da rotagdo positiva é de x para y

Sentido Anti-
horario

(a)
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Rotacao em torno do eixo Ox

@ O eixo de rotacdo é Ox e a direccdo da rotacdo positiva é de
y para z
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Rotacdo em torno do eixo Oy

@ O eixo de rotacdo é Oy e a direccdo da rotacdo positiva é de
Z para x
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Rotacoes em torno dos eixos coordenados

A transformacdo correspondente a rotagdo 2D no plano XOY, em
torno da origem, é facilmente generalizdvel a 3D

x' = x cosf — y senf
y'= xsenf+y cosf
Z/

@ O pardmetro 6 especifica o dngulo de rotacdo em torno do
eixo Oz;

@ Para qualquer ponto, a coordenada z permanece inalterada
com esta transformacao.
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Rotacdo em torno do eixo Oz - figura

YA
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Rotac3o em torno do eixo Oz

A equac3o de rotacdo em torno do eixo Oz é dada por:
x' = x cosf — y senf
/

y'= xsenf+y cosf

Z= =z

Em coordenadas homogéneas, tem-se

x' cosf —senf 0 O] [x
y'| _ |senf cos® 0 0| |y
b 0 0 1 0| |z
1 0 0 0 1] |1

ou ainda
P = R.(0)- P



Rotacdo em torno do eixo Ox - figura




Rotacao em torno do eixo Ox

A equac3o da rotacdo em torno do eixo Ox é dada por:

x'= x
y'= y cosf — zsenf
Z = ysenf+ z cosf

Em coordenadas homogéneas, tem-se

x' 1 0 0 0] [x
y'| |0 cos@ —senf 0| |y
b 0 senf cosf O0Of |z
1 0 0 0 1 |1

ou ainda
P = R.(0) - P



Rotacdo em torno do eixo Oy - figura

=
0 |0
() (1)
&5 ‘ L
“
S | )
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Rotacdo em torno do eixo Oy

A equacgio de rotacdo em torno do eixo Oy é dada por:

zZ'= z cosf — x senf

x' = zsenf + x cos6
r_

y =Y

Em coordenadas homogéneas, tem-se

X cos§ 0 senf O] [x
y'| 0 1 0 0} |y
z —senf) 0 cosf 0| |z
1 0 0 0 1 |1

ou ainda
P = R,(0)-P



Transformacoes Compostas e Concatencao de Matrizes

Transformagbes geométricas mais complexas sdo criadas pelo
processo de composicao de funcoes. Para as fungdes matriciais,
contudo, o processo de composicdo é equivalente a multiplicacdo
ou concaten¢ao de matrizes.



Rotacdo em torno de um eixo paralelo a um eixo
coordenado

A matriz correspondente a uma rotagdo em torno de um eixo paralelo a um eixo
coordenado pode ser determinada como uma transformag3o resultante de:

@ Translagdo que leve o eixo de rotagdo a coincidir com o eixo coordenado;

@ Rotagio em torno do eixo;

© Translagdo inversa por forma a que o eixo de rotagdo volte & posi¢do original
PP=T71.R() - T-P
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Rotacdo em torno de um eixo paralelo a um eixo
coordenado - figura

1- Posico inicial 3- Rotagao do objecto em torno
do eixo coordenado

Z X z 5 ¢
2- Translagao do eixo de = ; 5
rotacdo para o eixo 4;1:'ara;nsl)as<€a§0d§rieli>;%|de gelife
coordenado P posic 9
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Rotacdao em torno de um eixo arbitrario - figura

1
posigéo 1- Translacéo % 2-Rotacdode P,
inicial de Py para a por forma a ficar
origem sobre o eixo ZZ’

28/1



Rotacdo em torno de um eixo arbitrario -
(continuagio)

% 3- Rotagao do - 4- Rotagéo do eixo
) objecto em torno para a orientagéo
do eixo ZZ’ original

figura -

[
5- Translacédo do
eixo de rotacao
para a posigcao
original
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Exercicio 1

Definindo tilting como uma rota¢do em torno do eixo Ox, seguida
por uma rotagdo em torno do eixo Oy:

© Determine a matriz de tilting.

@ A ordem das rotacdes é, ou n3o, importante?
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Exercicio 2

Considere-se a transformacdo que permite levar os segmentos de
recta da posi¢do a) para a posi¢do b):

Segmento P,P, posicionado no plano YOZ

Determine a matriz da transformacao.
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Esquema de figuras do exercicio 2

© translagcao de P; para a origem;

@ rotacdo em torno do eixo Oy por forma a levar P; P ao plano
YOZ;

© rotacdo em torno do eixo Ox por forma a levar P; P, ao eixo
Oz;

@ rotacdo em torno do eixo Oz por forma a levar P;P3 ao plano
YOZ,
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Outras transformacoes 3D

H3 outras transformacgdes tridimensionais que sdo Uteis:

@ Deformacio;
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Reflexao em relacdo ao plano XOY

Considere a figura:

Y
({Vt:)’:o}
|
1
drPrxy -2

Determine a transformac3o correspondente a reflexdo em relacdo
ao plano XOY.
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Exercicio 3

Determine a transformacdo A, que alinha um dado vector v com o
vector k ao longo do eixo positivo Oz.
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Esquema - Exercicio 3

V2<0‘ 0,Jd + b+ cz)

0(0.0,/5 + )
________ 7
/
s
P |
/ |
————— |
| |
| |
v I |
| |
[9] b 4
| /
| /
/
Iy
_______ 7
X
(b) (©
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Exercicio 4

Seja L um eixo de rotacdo especificado pelo vector v dirigido e
pela localizacdo do ponto P.
© Descreva os passos necessdrios a transformacao pedida.
@ Escreva a concatenagio referida a R (0)

2
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Exercicio 5

A piramide definida pelas coordenadas A(0,0,0), B(1,0,0),
C(0,1,0) e D(0,0,1) é rodada de 45° em torno de uma linha L,
que tem a direccdo v = j+ k e que passa pelo ponto C(0,1,0).
Determine as coordenadas do objecto rodado.
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Exercicio 6

Determine a transformac3do correspondente a reflexdo a um dado
plano.

Plano de reflexao
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