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Unma geometria ndo pode ser mais verdadeira do que outra; poderd ser apenas mais cémoda.
Poincare

A Geometria faz com que possamos adquirir o hdbito de raciocinar, e esse habito pode ser empregado,
entdo, na pesquisa da verdade e ajudar-nos na vida.

Jacques Bernoulli
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PREFACIO

Este trabalho € o resultado da leccionagao de vdrias disciplinas ao longo de um percurso de
docéncia em Cursos de Licenciatura em Matemdtica e de Licenciaturas e Bacharelatos em outros
ramos que englobam, em seus planos de estudo, as disciplinas da drea de Matemadtica.

A abordagem feita, apesar de aparentemente envolver as dreas de Geometria das Transformagées
e de Geometria Analitica, envolve outras, tais como a Geometria Projectiva e a Algebra Linear.

O trabalho tem um discurso continuo que proporciona uma ligacdo entre os diversos temas de
modo natural e crescente, com a apresentacdo de vdrias proposicoes, quase todas elas com a respecti-
va demonstracdo. O final da demonstra¢do de uma proposicao ou teorema € assinalado com o simbolo
(m), as proposi¢Ges ou teoremas que nao sdo demonstrados, por possuirem uma prova evidente ou
andloga, sdo assinalados com o simbolo (00). Algumas das demonstra¢des se afiguram como um
exemplo tedrico.

Com o propésito de melhor manused-lo, o trabalho foi dividido em dez capitulos, cinco dos quais
referentes as isometrias no plano, ou seja, a reflexdo na recta, a translacdo, a rotacdo, a meia-volta,
caso especifico da rotacdo quando o dngulo € de 180°, e a reflexdo deslizante.

Ao longo da exposicdo hd exemplos elucidativos e algumas ilustragdes.

Este trabalho pode conferir-se de um cardcter diddctico, considerando-se util a algumas unidades
curriculares actuais, como € o caso da Computacdo Grafica no plano. Para além disso, pode assumir
um cardcter exploratorio, apresentando uma outra forma de abordagem do tema “isometrias no pla-
no”, nao pela vertente da Geometria Euclidiana, que por vezes necessita de um conhecimento genera-
lizado dos seus conceitos e propriedades, mas através da Geometria Analitica, mais directa e calculis-
ta.

A finalidade principal deste trabalho € deleitar o leitor nos varios caminhos que unem a Matema-
tica, e contribuir parcialmente para o desenvolvimento de novos meios de exposicdo de contetdos,
alguns por vezes conhecidos.
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INTRODUCAO

No mundo ao nosso redor, encontramos transformagdes a cada instante. A isometria — do grego
isos (igual) e metron (medida) — é uma transformacao relacionada com o movimento rigido dos cor-
pos, que nao mudam de tamanho, ou de forma, quer no plano, quer no espago, podendo-se, assim,

fazer uma correspondéncia entre os pontos dos corpos antes € apds 0 movimento.

Os exemplos mais importantes de isometrias sdo as reflexdes em rectas, pois, toda, e qualquer
que seja, a isometria pode ser representada como resultado de uma composic¢ao finita de reflexdes em
rectas. No plano euclidiano, as isometrias simples podem ser rotagées, translacoes e reflexoes.

Sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano euclidiano e o con-
junto de todo os pares ordenados de numeros reais. No entanto, necessitamos de um processo mais
abrangente que permita justificar os resultados relacionados com as isometrias no plano euclidiano.
Com tal intuito, recorreremos ao conceito de coordenadas homogéneas.

Com o auxilio da geometria analitica e da dlgebra linear, através dos conceitos de coordenadas
homogéneas e de matrizes relacionadas as isometrias, determinadas propriedades e teoremas associa-

dos as isometrias no plano, tornar-se-a0 mais acessiveis a compreensao.

15






CAPITULO 1 —= COORDENADAS HOMOGENEAS

Definimos inicialmente o plano euclidiano, Mg, como o conjunto de pontos P, e o conjunto de

rectas R, onde, entre os pontos e as rectas, existem determinadas relagées como por exemplo, “inci-
déncia”, “colinearidade”, “concorréncia”, “paralelismos”, dentre outras. Notamos que uma recta do
conjunto R também pode ser considerada pelo conjunto dos seus pontos, ou seja, um subconjunto de
q)
..

Também definimos o espago euclidiano, &g, como o conjunto de pontos P, o conjunto de rectas

R, € o conjunto de planos, o, onde, entre eles existem determinadas relagdes & semelhanga do plano

euclidiano.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano euclidiano @5 e o conjunto de

todos os pares ordenados de nimeros reais (x, y), denotado por R?, denominada sistema de coorde-
nadas no plano. Bem como, entre os pontos do espago euclidiano e o conjunto de todas as ternas
ordenadas de numeros reais ( X, y, z), denotado por R>. Assim, cada ponto no espacgo euclidiano estd
univocamente associado a uma terna ordenado, em que € considerado um referencial composto por
trés eixos perpendiculares entre si e concorrentes num unico ponto, O, denominado a origem do refe-
rencial, e onde o primeiro, o segundo e o terceiro elementos denotam respectivamente a abcissa (ou
projeccao do ponto no eixo Ox), a ordenada (ou projec¢cdo do ponto no eixo Oy) e a cota (ou projec-

¢ao do ponto no eixo Oz).

No entanto, por vezes, necessitamos de um sistema mais abrangente que permita obter resultados
sobre a geometria no plano euclidiano. Comecemos entdo por definir um novo sistema de coordena-

das.
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Assim, consideremos o conjunto 9?3\{(0,0,0)}, de todas as ternas (X, y, z) com X, y, Z € R, nem

todos nulos, e a relacdo de equivaléncia, que denotaremos por “~ “, definida da seguinte maneira:

(X,y,2)~(xy,2)e ke R{0}: x=kx’,y=ky’ ez=kz".

Dada uma terna ( X, y, z) € 9?3\{(0,0,0)}, denotemos por ( X : y : z) a classe de equivaléncia

representativa de um ponto. Os pontos ( x : y : z) com coordenada z # 0 podem também ser represen-

X . ~ .
tados sob a forma (— : Y : 1]. Deste modo, os nimeros X, y € z sdo chamados coordenadas homogé-

7z 7

neas do ponto (X :y : z) e indicamos ( x :y : z) = (kx : ky : kz), para todo k € R\{0}.

A conexao entre o ponto no espago euclidiano de coordenadas cartesianas ( X, y, Z) € 0 ponto no

plano euclidiano de coordenadas homogéneas ( x :y:z) torna-se aparente quando consideramos o

plano z =1 no espaco. A recta r que une o ponto P, com

N

coordenadas cartesianas no espaco euclidiano (x,,X,,X3),
a origem, intercepta o plano z = 1, paralelo ao plano eucli-

diano coordenatizado IIg, definido por xOy (figura 1).

Assim, o ponto P € projectado no ponto Q que possui por

coordenadas cartesianas | XL X2 1.
X3 X3

y O plano xOy, ou seja, z = 0, € “mergulhado” numa

X posicdo do espacgo tridimensional a uma altura z = 1, ndo

contendo portanto a origem.
Figura 1 — Coordenadas homogéneas
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Assim, as coordenadas cartesianas no plano xOy do ponto préprio Q sdo (X_IX_ZJ , sendo
X3 X3

(X_' X2, 1] um conjunto de coordenadas homogéneas para este ponto. Qualquer ponto préprio na

recta r (a excep¢do da origem do referencial, O) se projecta também no ponto Q, tendo, assim, o

mesmo conjunto de coordenadas homogéneas.

No entanto, hd pontos no espago euclidiano coordenatizado que ndo correspondem a nenhum dos
pontos do plano z = 1, sdo os pontos do plano xOy, pois a recta que os une a origem e o plano z = 1
sdo paralelos entre si. Assim, os pontos da forma ( x : y : 0) correspondem aos pontos impréprios (ou

pontos infinitos) do plano xOy.

Para uma recta prépria, no plano xOy, de equagdo ax + by + ¢ = 0, podemos considerar os para-
metros a, b, € ¢, como as suas coordenadas homogéneas, indicando-as por [ a : b : c] e, a semelhanca

das coordenadas homogéneas dos pontos, identificar multiplos, ndo nulos, das coordenadas.

Assim, cada ponto e cada recta sdo representados por trés coordenadas homogéneas. Indicamos os

pontospor P=(x:y:1)easrectaspor r=[a:b:c].

Duas rectas expressas em coordenadas homogéneas [ a; : ax : as] e [ by : by : b3] sdo idénticas se,

€ somente se,

e indicamos por

[a1:a2:a3]=[b1:b2:b3].
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O ponto ( x : y : 1), em coordenadas homogéneas, pertence a recta [ a : b : c] se, e somente se, 0

produto escalar € nulo, ou seja, a x + by + ¢ = 0 e que podemos representar matricialmente por

[abc]|y|=0.

No entanto, hd coordenadas homogéneas que nao correspondem a nenhuma recta propria, sao as
coordenadas [ O : O : 1]. Estas coordenadas representam a recta imprdpria ou recta infinita que con-

tém todos os pontos impréprios de coordenadas homogéneas ( x : y : 0), visto que:

X
[001]|y|=0.
0

A interseccdo de duas rectas, quaisquer, definidas em coordenadas homogéneas, [ a; : a; : az] e

[ by : by : b3], é dada pelo ponto de coordenadas homogéneas (x, : X, : X5), onde

a, das a, q a, a,

b2 b3 )

Xl =

N Xz = c X3 - .
b3 bl bl b2
Duas rectas proprias definidas em coordenadas homogéneas por [ a; : ax : as] e [ by : by : b3] sdo
paralelas se, e somente se, a; = b; e a, = by, visto que o Unico ponto de intersec¢do tem por coorde-

nadas homogéneas ( as (b3 —az) : —a; (bs—a3) : 0), ou seja, € um ponto imprdprio.

A nocdo algébrica de coordenadas homogéneas fornece uma dualidade perfeita entre as rectas e
os pontos. Assim, podemos comutar os termos “recta” e “ponto”, € continuarmos a ter proposi¢oes
verdadeiras. Faremos uso do conceito de coordenadas homogéneas para tratarmos, de um modo gene-

ralizado, algumas das transformacdes geométricas no plano euclidiano.
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CAPITULO 2 — MATRIZES DAS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

Definicdo. Uma Transformagdo Geométrica é uma aplicacdo bijectiva (ponto por ponto) entre
duas figuras geométricas (conjunto de pontos), no mesmo plano ou em planos diferentes, de forma

que, a partir de uma figura geométrica original, se forma outra geometricamente igual ou semelhante,

sem perda das suas propriedades topoldgicas’. .

Todas estas transformacOes podem ser consideradas como transformacdes lineares no espaco.
Com o objectivo de simplificar o tratamento algébrico, uma vez que o estudo se fard apenas no plano
euclidiano coordenatizado, definiremos uma matriz quadrada de ordem 3, designada por matriz de

transformagcdo homogénea, associada a transformacao.

Assim, o estudo far-se-d a partir destas matrizes, onde podemos expressar qualquer composi¢ao

de transformagdes geométricas em termos do produto das suas respectivas matrizes associadas.

Proposicao 2.1. Uma transformagcdo geométrica preserva a incidéncia.

Demonstracao. Sejam P e r, um ponto e uma recta, de coordenadas homogéneas (x : y: 1) e
[ a:b:c], respectivamente, e T a matriz de transformag¢do homogénea, de ordem 3, associada a uma
transformacdo geométrica ., que como tal possui inversa ./, sendo sua matriz de transformacdo
homogénea associada T™', a matriz inversa de T. Denotemos por I3 a matriz identidade de ordem 3.

Sejam o ponto P’ e a recta r’, respectivamente, os transformados de P e r por . /e de coordenadas

homogéneas (x’:y’: 1)e[a’: b’ :c’]. Consideremos P € r, entdo segue-se que

" Uma propriedade topoldgica é uma propriedade invariante (insensivel) as transformagdes que lhe sdo aplicadas.
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X
[abc]|y|=0
1

=
]
[abc]l|y|=0
=
_1_
]
[abc](T' T)|y|=0
=
_1_
([a b c] 17! ) ]
Considerando [ a b c]T1 [a” b ¢’ ] eT{ y'|, temos que

e concluimos que P’ € r’.

Passemos a descricdo de algumas transformagdes geométricas no plano euclidiano coorde-
natizado, tais como a translacdo, a rotacdo, a meia-volta, como caso particular da rotagdo, a reflexao

em recta e a reflexdo deslizante, aplicando-as ao conjunto de pontos &.
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Seja Ty uma translagdo associada ao vector v = ( ty, ty).

X+t y+ty by P

(X,y) = (X+t,y+ty) (X, y) xP’

Figura 2 — Translacdo

Dado um ponto qualquer P de coordenadas cartesianas (X, y), pela translacao Ty, este € transporta-

do para o ponto P’ de coordenadas cartesianas (X + ty, y + ty). (figura 2)

Isto €, através da translacdo Ty, P é transformado em P’, onde P” = T,(P) e P—P' =V.

Este modo de descrever a transformac¢ao nao envolve o uso de matrizes. No entanto, com a utili-
zacdo do conceito de coordenadas homogéneas ja € possivel utilizar os conhecimentos das operacdes

com matrizes.

Como sabemos que o ponto de coordenadas cartesianas (X, y) tem por coordenadas homogéneas
( x :y: I). Entdo, pela translacao Ty, o ponto de coordenadas homogéneas ( x : y : 1) € transformado

no ponto de coordenadas homogéneas ( X + t,:y +ty: 1).

Deste modo, podemos entdo considerar como matriz de transformacdo homogénea associada a

translacdo a matriz, denotada por Ty,
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1 0 t,
Tv=|0 1 t |,
0 0 1
visto que,
I 0 t,||x X+t
0 1 ty||yl=|y+t,
0 0 1]|1 1

A translagdo, por ser uma transformacdo bijectiva, admite inversa. A inversa da translacdo Ty,

associada ao vector v = (tx, ty), € a translacdo T, associada ao vector —v = (— tx , — t), sendo a sua

matriz de transformacdo homogénea associada

1 0 —t,
Ty=T,'=]0 1 —t,
0 0 1
Observamos que,
I 0 t ||l 0O —t, 1 00
T, T,)=[0 1 t, |0 1 —t, |=|0 1 0|=,
0 0 1]/0 0 1 0 0 1

bem com,

24



Consideremos agora uma rotagcdo, que denotaremos por Ao ,, de dngulo com amplitude igual a ¢,
. . , .2 . . . . g
no sentido anti-hordrio”, em torno da origem do referencial cartesiano, o ponto O, no plano euclidiano

coordenatizado.

AO,O(: g)g - g)g

(X’ Y) = (X” Y’)

Figura 3 — Rotacao

Um ponto P, qualquer, de coordenadas cartesianas (x ,y) € transformado, pela rotacdo, num ponto

P’ de coordenadas cartesianas (x’, y’). (figura 3)

b

Observamos que OP=0P', x = @COS(p, y = @sen(p, x” = OP'cos(p+a) e

y = op' sen(¢ + o).

Obtemos assim, por coordenadas cartesianas do ponto P’ em funcio do dngulo ¢,
(X cosx—y senq, X senx+ y cosq),

visto que

? Existem dois sentidos de orientacdo para um angulo no plano euclidiano. O sentido dos ponteiros do relégio (sentido
horério) e o sentido contrdrio aos dos ponteiros do reldgio (sentido anti-hordrio)

25



x” = OP' cos(p+ o)

= OP'cospcosa — oP' seng sen

OP cos pcoso — OP seng sen

= XCOSQ — Y sena

op' sen(p+ o)

<
1l

= OP'cos ¢ senax + opP' seng cos o

= OP cos ¢ senc + OP seng cos o

Xsenax+ycoso .

) ) . ) , | cosax —sena
Assim, podemos associar a esta transformagdo a matriz ortogonal . Conse-
seno  cosx

quentemente, a matriz de transforma¢do homogénea associada, que denotaremos por R ¢ o, €

cose —sena O

Rog=|sena cosax O
0 0 1

3 ., . . . P N
Uma matriz € denominada matriz ortogonal se a inversa da matriz € igual a sua transposta.
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A matriz de transformagcdo homogénea associada a inversa desta rotagdo € igual a transposta da
matriz de transformacio homogénea associada a tal transformagdo, isto é, Ry, = R, visto tratar-

se de uma matriz ortogonal.

Observamos que

cosax —senox 0| cosad¢ sena O
Roo Ry o= |sena cosa 0| —senax cosax 0|=1I;,
0 0 1 0 0 1

bem com,

cosa senax O||cosa —sena O
RooRoo=|-sena cosa 0||sena cosax 0|=L.
0 0 1 0 0 1

Se considerarmos a rota¢do no sentido hordrio, teremos como a sua matriz de transformacgdo

homogénea associada a matrizR ) , .

A meia-volta, ou reflexdo em ponto, ou simetria pontual, que denotaremos por Xp, € um caso par-
ticular da rota¢do, quando a amplitude do angulo de rotacdo € igual a 180° (ou 7 rad). Neste caso,

temos como matriz de transformac¢do homogénea associada a esta transformacgdo, considerada em

torno da origem do referencial, a matriz denotada por Mo,

-1 0 O
Mo= 0 -1 0
0O 0 1

27



Dado um ponto de coordenadas homogéneas ( x : y : 1), temos que

Sox:y:D=(x:-y:1),

resultante de

-1 0 O] |x
0 -1 0|y
0O 0 1 1

Observamos que quando a amplitude do angulo de rotagdo € um multiplo de 360°, ou quando o
vector de translacdo € nulo, a transformacdo geométrica deixa todos os pontos do plano euclidiano
invariantes. Tal transformagdo € denominada Identidade e a denotaremos por I4, sendo a sua matriz de

transformac¢ao homogénea associada I3.

Analisemos o que ocorre a um ponto, qualquer, pela transformagdo geométrica, denominada

reflexdo em recta, ou simetria axial, relacionada com uma recta r que passa pela origem do referen-

cial e forma um angulo de amplitude igual a o@ com o eixo Ox, e a qual denotaremos por 2.,.

Zr: g)g — g)g

x,y) = (X, y)

Figura 4 — Reflexdo em recta
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Consideremos a recta r ndo paralela aos eixos coordenados (figura 4) e de equagdo
x sen —y cosa = 0. Dado um ponto P, qualquer, de coordenadas cartesianas (X, y), este € transfor-

mado, pela reflexdo na recta r, no ponto P’ de coordenadas cartesianas (x’, y’), onde PP” L r.

Sendo {M} = PP’ n r, entdo M € ponto médio do segmento [PP’] e a recta r € a mediatriz deste

mesmo segmento.

Consideremos um ponto A pertencente a recta r € com a mesma ordenada do ponto P.

Como o ponto A pertence a recta r, temos que AP' = AP. Entio o triangulo [APP’] € isdsceles.

Consideremos também o ponto B com a mesma abcissa do ponto A e pertencente ao eixo Ox.

Sendo o angulo BOA = ¢, temos que g - Sene e o angulo PAP' =2¢.
OB cosa

Se considerarmos o ponto C pertencente a recta AP e com a mesma abcissa do ponto P’, temos

que

AC = AP' cos2a e P'C = AP' sen2c.

Atendendo ao facto que X’ = OB+AC ¢ y = AB+P'C (vide figura 4) e supondo que o ponto B

tem coordenadas cartesianas (k ,0), segue-se que
X" =k + AP' cos2a

—k+ AP cos2u
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=k+ (x-k)cos2a

=k +xcos2a—-k cos2a

=xcos2a+k —-kcos2a

=x cos2a+k (1 —cos2a)

coso

=X cos2a+y (1 —cos2ex)
seno
cosa

=X cos2a+y 2 sen’a
seno

=X cos2a+y 2 cosasen
=X cos2a+y sen2x
e analogamente,
y =y+ AP’ sen2a
=y+ (x—k)sen2«

cos o

=xsen2a+y-y cos2a

senox

cosS& 2 senax cos o

=Xxsen2a+y (1 -
seno

=x sen2a+y (1 —2 cos’xr)

=X sen2a—y cos2

)
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. . _ . |cos2a  sen2«
Assim, podemos associar a esta transformagdo a matriz . Consequentemente,
sen2a  —cos2uo

a matriz de transformacdo homogénea associada a reflexdo na recta r que passa pela origem do refe-

rencial, que denotaremos por S,, €

cos2a sen2a O
S,=|sen2a —cos2a 0
0 0 1

Se a equacdo da recta for expressa na forma geral ax + by = 0, fazemos a = seno, b = — cosa. e,
atendendo as relagdes trigonométricas, com a substitui¢ao directa e conveniente dos valores na matriz

anterior, obtemos a matriz resultante que € da forma

b*—a*> —2ab 0
a+b at+b’

—2ab a*-b’ 0
a+b* a*+b?
0 0 1]

Como em ambos 0s casos as matrizes sdo ortogonais e simétricas, a transformacdo inversa € a

L, . - ~ . -1 2
propria transformacdo de reflexdo em recta, ou seja, X, =X, Consequentemente temos que S,” = I5.

De seguida listamos algumas matrizes de transformacdo homogénea associadas as reflexdes em

rectas particulares.
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Sox=|0 —1 0], associada a reflexdo em relacdo ao eixo Ox.

0 0 1}
-1 0 O]
Soy=| 0 1 0}, associada a reflexdo em relagdo ao eixo Oy.
0 0 1)
010
Spi=|1 0 0], associada a reflexdao em relacao a bissectriz dos quadrantes I e III.
0 0 1
0O -1 0
Sepp=|—1 0 0], associada a reflexdo em relagdo a bissectriz dos quadrantes Il e IV.
0O 0 1

Os casos que envolvem rectas paralelas aos eixos coordenados serdo vistos no capitulo 5.

Definicao. Quando uma transformacdo, distinta da identidade, admite como inversa a prdpria

~ ¢ . . . . — 2
transformacao, esta € denominada involutiva, ou seja, se ./ # lge ./~ =14 °

A reflexdo em recta € involutiva. Por outras palavras, a imagem de um ponto pela composta de

duas reflexdes na mesma recta € o proprio ponto.
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Passemos a reflexdo deslizante, ou translagcdo reflectida, que denotaremos por S(V,r), e que pode

ser definida como o resultado da composi¢do entre uma reflexdo em recta e uma translagdo cujo vec-

tor tem a mesma direc¢do que a recta.

6(v,r): 9)8 —> g)g

(X’ Y) = (X” Y’)

Figura 5 — Reflexdo deslizante

Consideremos na figura 5 uma recta r que passe pela origem e forme com o eixo Ox um angulo
de amplitude igual a e um vector na mesma direccao da recta, v= OA, cujas coordenadas cartesia-

nas so (p cosa, p sena), onde p = IOAIl.

Dado o ponto P de coordenadas cartesianas (X, y), este € transformado, por 8(‘,,,), no ponto P” de

coordenadas cartesianas (x”, y”). Simbolicamente, S(V,r) (P) =P”. (vide figura 5)
Podemos obter esta transformagao por duas composi¢oes:

S(V,r) == Tv ° Zr ou 8(V’r) = Zr ° Tv.
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A matriz de transformacdo homogénea associada a esta transformacdo, denotada por Dy ), €

obtida pela simples multiplicacdo das matrizes de transformacdo homogénea associadas as respectivas

transformacoes de translacdo e de reflexdo em recta, ou seja,

1 0 pcosa||cos2a sen2ac 0| |cos2a  sen2or  pcos
0 1 psena||sen2a —cos2a 0 |=|sen2a —cos2a p senc
0 0 1 0 0 1 0 0 1
ou
cos2a¢ sen2a 0|1 O pcosa| |cos2a sen2a pcosa
sen2ac  —cos2a 0|0 1 psena|=|sen2oc —cos2a p senc |.
0 0 1/{0 O 1 0 0 1

Assim, a matriz de transformacdo homogénea associada a reflexdo deslizante €

cos2a sen2a  pcosa

Dy, = | sen2oc —cos2a  p sena |.
0 0 1

Até a0 momento, de todas as transformacoes estudadas, apenas as que envolvem translacdes sao
as que necessitam que as suas matrizes associadas sejam quadradas de ordem 3 (matrizes de trans-
formagao homogénea) e os elementos envolvidos, os pontos e as rectas, sejam expressas em termos

de coordenadas homogéneas. Estas transformacdes sdo o caso da translagdo e da reflexao deslizante.

Ja a rotacdo e a reflexdo em recta, em que o ponto envolvido seja a origem do referencial carte-
siano, ndo necessitam que as suas matrizes associadas sejam quadradas de ordem 3, bastando serem

de ordem 2, como jd foi visto anteriormente.
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No entanto, como trabalharemos com a composi¢do de todas estas transformagdes, nas demons-

tracoes das proposi¢des que se seguem, utilizaremos as matrizes de transformacao homogénea como

as suas matrizes associadas.

Proposicao 2.2. A translagdo, a rotagdo, a reflexdo em recta e a reflexdo deslizante sdo trans-

formagoes geométricas que conservam distdncias.

Demonstracao. Dados dois pontos quaisquer, P de coordenadas homogéneas (p; : p2: 1) e Q de
coordenadas homogéneas ( q; : qz : 1), e os respectivos transformados por ./, P’ de coordenadas

homogéneas (p;” : p2’: 1) e Q” de coordenadas homogéneas ( q;” : g2’ : 1), temos, para cada uma das

quatro transformacoes geométricas, o0 que se segue:

(1) Em relagdo a translacdo T, associada ao vector v, obtemos pela transformacgado através das

matrizes correspondentes,

1 O tX pl q] pl +tx ql +tx
O 1 ty p2 q2 = p2+ty q2+ty 4
0 0 1 I 1 1 1

ondep;’=p,+t ,p’=p,+t,,q =q,+t, e g’ = q, +t, . Observamos entdo que

PQ  =4(,-q") +(,-q,)

= \/( (p, +t,)—(q, +tx))2+((p2+ty)_(q2+ty))2

= \/(Pl _q1)2 +(p, _q2)2

- 70
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(i) Em relacdo a rotacdo Ao, de centro O e dngulo ¢ obtemos as coordenadas homogéneas

(p,cosaxr—p,senx:p;senax+p,cosx: 1) e (q,cosax—q,senx:q,senx +q, cos: 1) para os pontos

P’ =A0a (P) e Q’ = Aoy (Q), respectivamente, através do produto

cosax —senax O||p, q,
sena cosa Of|p, q, |-
0 0 |1 1

Analogamente a transformagdo geométrica anterior, verificamos que P'Q'= PQ.

(iii) Em relagdo a reflexdo em recta X,, considerando, sem perda de generalidade, a recta r pas-

sando pela origem do referencial e formando com o eixo Ox o dngulo de amplitude igual a o, obte-

mos as coordenadas homogéneas (p, cos 2a/+ p,sen 2 : p,sen 2c¢—p, cos 2¢: 1) para o ponto 2, (P)

e (q,cos 2 +q,sen 2 : q,sen 2 —q, cos 2¢ : 1) para o ponto X, (Q), resultantes do produto

cos2a¢  sen2ar  O||p, q,
sen2a —cos2a O0||p, q, |,
0 0 1 1 1

e do mesmo modo, verificamos que P'Q' = PQ.

(iv) Finalmente, para a reflexdo deslizante 5(”), onde o eixo r passa pela origem do referencial,
formando com o eixo Ox um angulo o, e v € um vector na mesma direc¢do que a recta r, obtemos,

respectivamente, para P’ = S(V,,)(P) eparaQ’ = 5(V,,)(Q) as seguintes coordenadas homogéneas.
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P’ =( p,cos2a+p,sen 20+ pcosex : p;sen 200—p, cos 20+ psenex @ 1)

Q’=(q,cos2a+q,sen 2+ pcos : q,sen 2a—q, cos 20+ p sencx : 1),
através do produto

cos2a  sen2o  pcosa||p, q
sen2oc —cos2a psena| |p, q, |-
0 0 1 1

p—

_U
3

Nesta transformagdo geométrica verificamos também que P'Q'=

Assim, todas as transformagdes geométricas consideradas conservam a distancia.
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CAPITULO 3 - ISOMETRIAS

Defini¢do. Uma isometria no plano euclidiano é uma transformagdo geométrica de P sobre P
que preserva distincias, isto €, se Q € uma isometria € P e Q sdo dois pontos arbitrarios do plano

euclidiano, P, Q € &, sendo P’ = Q(P) e Q" = Q(Q), entdo a medida do comprimento do segmento

[PQ] € igual a medida do comprimento do segmento [P’Q’], simbolicamente, PQ = P'Q' . °

A translagdo, a rotacdo, a reflexdo em recta e a reflexdao deslizante, pela proposicdo 2.2, sdo

denominadas isometrias.

Por conservar distincia, toda a isometria aplica trés pontos colineares em trés pontos colineares,
conservando a ordem dos pontos, e trés pontos ndo colineares em trés pontos ndo colineares, conser-
vando o angulo entre eles. Deste modo, a isometria também conserva dngulos livres4, mas, no entanto,

pode inverter o seu sentido de orientacdo.

A Identidade, I3, € uma isometria e a inversa de uma isometria ¢ também uma isometria, visto
que, pela defini¢do apresentada, a isometria € uma transformacao geométrica e por conseguinte bijec-
tiva. O resultado da composicao finita de isometrias €, também, uma isometria, pois cada isometria

preserva o comprimento, € consequentemente, a composta também o preserva.

* Angulo livre é o angulo ndo submetido a nenhum sentido, quer anti-horario ou quer horério.
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Definicdo. Quando uma isometria mantém a orientacdo de uma figura geométrica apds a sua
transformacdo, a isometria € denominada prodpria (ou par) e quando inverte a orientacdo, € dita
imprdpria (ou fmpar). A translacdo e a rotacdo sdo isometrias proprias. A reflexdo em recta e a refle-

x40 deslizante sdo isometrias improprias. o

E evidente que a composta de isometrias préprias € sempre uma isometria propria. Bem como, a
composta de duas isometrias imprdprias, € uma isometria propria. Jd a composi¢ao de uma isometria

prépria com uma isometria imprdpria, resulta numa isometria impropria.

As tunicas isometrias conhecidas no plano euclidiano sao uma das quatro anteriormente definidas,
ou seja, as translagoes, as rotacdes (meias voltas, quando a amplitude do adngulo € igual a 180°), as
reflexdes em recta e as reflexdes deslizantes. Por esta razdo, qualquer resultante da composigao finita

de isometrias corresponde a uma, e s6 uma, das quatro mencionadas.
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CAPITULO 4 — MATRIZES DE TRANSFORMACAO HOMOGENEA ASSOCIADAS AS ISOMETRIAS

As matrizes de transformag¢do homogénea inicialmente associadas a essas isometrias estao rela-
cionadas com a origem do referencial cartesiano. Para obtermos uma matriz de transformac¢do homo-
génea associada a uma isometria relacionada com um elemento qualquer do plano euclidiano, deve-

mos proceder a um reposicionamento, que coloca o elemento numa posi¢ao jd conhecida.

De todas as isometrias no plano consideradas, a translacdo, associada a um vector, € a dUnica que
mantém inalterada a sua matriz de transformag¢do homogénea associada, pelo facto do vector ser o
representativo de uma classe de equivaléncia e ndo depender de qualquer ponto ou recta do plano ou
espaco. As demais isometrias valer-se-3o desta para se poder obter as respectivas matrizes de trans-

formacao homogéneas associadas a cada uma.

Assim, iniciemos o estudo com uma rotagcdo de centro distinto da origem do referencial cartesia-

no.

Seja F, de coordenadas cartesianas (f; , f2), um ponto qualquer do plano euclidiano e o um angulo

orientado’.

Consideremos entao a rotacao de centro F e de dngulo ¢, indicada por A . A sua matriz de

transformacdo homogénea associada € o produto de trés matrizes: a primeira matriz € a matriz de

transforma¢do homogénea associada a translagdo Ty, onde v = FO = ( —f; , —f3), e através da qual a
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imagem do ponto F, centro da rotacdo, coincide com a origem do referencial; a segunda matriz € a

matriz de transformacdo homogénea associada a rotacdo Ao, de angulo dado e centro na origem e a

terceira matriz € a matriz de transformacdo homogénea associada a translagdo T.y, onde —v = OF e

pela qual o centro, de rotacdo, volta a sua posicao original. Ou seja, sendo a isometria
AF,OL =Tye AO,O( o Ty,
a sua matriz de transformac¢do homogénea associada €

cose —senor f (1-cosa)+f,sencr
REq =|senax cosax —fsena+f,(1-cosa) |,
0 0 1

resultante de

f, [|cosa¢ —senax O0]|1 O -—f
f,||senax cosax O[O0 1 -—f,
1 0 0 1{j0 0 1

S O =

0
1
0

Exemplo 4.1. Sejam as coordenadas cartesianas do ponto F, (2,1). Consideremos a rotacao de
centro em F e dngulo +30° (sentido anti-hordrio) (figura 6), encontremos a imagem do ponto A de

coordenadas cartesianas (4,1) pela rotacdo dada Ag 3¢-.

> Um angulo diz-se orientado, se possuir um dos sentidos de orienta¢do do plano, ou seja, o sentido anti-horrio, ou o
sentido hordrio.
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cos30° —sen30° 2 (1-—cos30°)+sen30° | |4
sen30° cos30° —2sen30°+(1—cos30°)||1| =
1

0 0 1 I i./.’A':(?,_T?,Y 2)
— 1- ....................... iqj—.—.:_. A (4 1)
Bo1s_ gl i |
2 2 2 4 \/g +2 : 0 1 2 3 4 5 6
1 3 3
= - — — 1| = 2
2 2 2 1 1
Figura 6 — Rotacdo centrada num ponto
0 0 1

Assim, o ponto A’, transformado do ponto A pela referida rotag¢do, tem por coordenadas cartesia-

na (//3+2,2). A

Para uma meia-volta, o raciocinio € andlogo, obtendo como matriz de transforma¢ao homogénea

associada
-1 0 2f,
Mp=| 0 -1 2f,
0 O 1

Para a reflexdo em recta consideremos uma recta qualquer f, passando por um ponto qualquer, por

exemplo, o ponto F de coordenadas cartesianas ( fj, f2), ndo passando pela origem do referencial car-

tesiano e formando com o eixo Ox um angulo de amplitude igual a o.

A recta f, de equacdo x senar—y cosa + f, cosar— f; senar= 0, tem por coordenadas homogéneas

[ sen : —cosar: f,cosa—f senda].
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Analogamente a rotagdo, temos que
S=Ty 050 T,

onde r € a recta que passa pela origem do referencial paralela a recta f. Consequentemente tem equa-
¢do x sena—Yy cosa =0 e correspondentes coordenadas homogéneas [ sen¢r: — cose: 0]. O vector v

€ definido por um ponto qualquer de f, suponhamos o ponto F, e a origem do referencial.

Assim, a matriz de transformagao homogénea associada a esta isometria € o produto de

1 0 f, [|cos2a sen2a O||1 O -—f
0 1 f,||sen2a¢ —cos2ea 0|0 1 -1, |,
0 0 1 0 0 1{{0 0 1

ou seja,

cos2a  sen2a  f,(1-cos2a)—1f,sen2o
Sp=|sen2a¢ —cos2o —fsen2a+1,(1+cos2a) |.
0 0 1

Ou, se considerarmos a recta f de equagdo ax + by + ¢ =0, o ponto F terd coordenadas cartesianas

—af, —c ) - . . . o
f, Y e a matriz de transformacdo homogénea associada a esta isometria € o produto de

b*—a®* —2ab 0
I 0 f1 a+b* a’+b’ I 0 - f1
_ _ _ 2 _ 12
0 1 af, —c 22ab2 a2 b2 ollo 1 af,+c'
b a+b" a +b
0 0 1 0 0 1
|0 0 1]
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ou seja,

b*—a* —=2ab —2ac
at+b* a*+b* d*+b°
S —2ab a*-b* =2bc
/ a*+b* a*+b* a*+b’

Exemplo 4.2. Consideremos a recta de equacdo geral x —\/gy—l =0 passando pelo ponto de

coordenadas cartesianas (S,T]e formando um angulo de amplitude igual a 30° com o eixo Ox

(figura 7). A imagem do ponto A de coordenadas cartesianas (4,1) pela reflexao na recta dada tem por

coordenadas cartesiana(5 +2\/§ ’ 3€ _ 1} |

pois

r:x-173y -1=0

N‘Sﬂ\)l’—‘

1
2 4 2
1 4B e 331
2 2 2
1
0 0 1 1

Figura 7 — Reflexdo em recta
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Para a reflexdo deslizante, S(V 5> huma dada recta f passando por um ponto qualquer distinto da

origem do referencial cartesiano e formando um angulo de amplitude igual a o0 em relagdo ao eixo

Ox, e com o vector de translacdo v, na mesma direccao da recta considerada, € evidente que a matriz €

associada ao resultado da composi¢ao
Ov) =Towe Owr) * T

onde r € a recta contendo a origem do referencial paralela a recta f e o vector w € definido por um

ponto qualquer de f e pela origem.

Consideremos entlo a recta f, de equacdo x sena—y cosa + f; cosa— f; senar= 0, que passa pelo

ponto F de coordenadas cartesianas ( f}, f), € 0 vector v = ( p cos¢, p sena), na mesma direccao da

recta f.

Assim, a matriz de transformacdo homogénea associada a esta isometria € o produto de

f, [|cos2a sen2a pcosa||l O —f
f, || sen2cc —cos2a psena||0 1 —f,],
1 0 0 1 0 0 1

oS O =

0
1
0

ou seja,

cos2a¢ sen2a  pcoso+1,(1-cos2a)—1,sen2cx
Dwyp =|sen2a —cos2a  p senor—fsen2a+1,(1+cos2a) |.
0 0 1
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Exemplo 4.3. Consideremos a recta g de equacdo geral x —\/§y —1=0 passando pelo ponto de

coordenadas cartesianas (S,TJ e formando um angulo de amplitude igual a 30° com o eixo Ox e o

vector u, u = (I’Tj (vide figura 8). A imagem do ponto A de coordenadas cartesianas (4,1) pela

reflexao deslizante 5(u’g) tem coordenadas cartesianas [7 T3 3+l 1\/§J .

1 3 3] [ 743 ]
2 2 2.4 2
SEI S N N N O R O]
2 2 6 |6
0 0 1 1

1

b

6

Figura 8 — Reflexdo deslizante

Conhecidas as matrizes generalizadas de transformac¢do homogénea associadas as referidas iso-

metrias, passemos a demonstragao de algumas proposi¢Oes referentes as isometrias no plano através

da Geometria Analitica.
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CAPITULO 5 — REFLEXAO EM RECTA

A reflexdo em recta 2, € uma isometria que pode ser definida, analitica e geometricamente, por:
2, ={(P,P)e P xP;: P éoponto simétrico de P em relagdo a recta r}.

Observamos que o ponto P’ € o ponto simétrico do ponto P em relagdo a r se, e somente se, r € a

mediatriz do segmento [PP’]. Se considerarmos {F} = PP’ m r, temos que F é o ponto médio do seg-

mento [PP’], ou seja, FP'=FP.

Em todas as proposicoes referenciadas analisaremos sempre dois casos relacionados com a per-
pendicularidade da recta em relagdo ao eixo Ox, ou seja, o caso da recta ser, € ndo ser, perpendicular

ao eixo.

Em algumas das demonstracdes, sem perda de generalidade e para simplificacdo dos cdlculos,
faremos uso de matrizes de transformacao homogénea associadas relacionadas com a origem do refe-

rencial cartesiano.

Proposicio 5.1. Os pontos invariantes por 2, sdo os pontos da recta r, e somente eles.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, consideremos, primeiramente, a recta r passando
pela origem do referencial, distinta do eixo Oy, e formando com o eixo Ox um angulo de amplitude

igual a . Deste modo, r tem por coordenadas homogéneas [ sener: — cosa: 0].
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c seno
Um ponto desta recta tem como coordenadas homogéneas, por exemplo, | X, : X, 1.
cos o

Segue-se entao,

cos2a  sen2a 0 Xo X
seno seno
sen2¢ —cos2a O] x, =|x,
cosa cosa
0 0 1 1 1

Se agora a recta r € uma recta perpendicular ao eixo Ox, entdo esta tem por coordenadas homogé-

neas [ 1 : 0 : —c] e um dos seus pontos tem, por exemplo, por coordenadas homogéneas (¢ : y, : 1),

entao
-1 0 2c|| ¢ c
0O 1 Of|y,|=]|vy
0 0 1 1 1

Em ambos os casos, os pontos pertencentes as rectas de reflexdo ficam invariantes.

Se, por outro lado, temos que os pontos ficam invariantes por uma reflexdo em recta, e conside-

rando uma recta qualquer de coordenadas homogéneas [ senf3: — cosf3: 0], segue-se que:

cos2f  sen2ff 0 0 0
sen2f3 —cos2f3 0] x, Send | _ X, sena
cos cosx

0 0 1 1 1
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Donde concluimos que

senot
x,cos2f3+x, sen2f3 = x, e
cos o
sena seno
x,sen2 3 —x, scos2f3=x, ,
cosx cos o
que ocorre apenas quando = ¢ @)

Para uma recta de coordenadas homogéneas [ 1 : 0 : — d], temos que

-1 0 2d c c
O 1 0|y, |=1]Y
0 0 1 1 1
Donde concluimos que — ¢ + 2d = c¢ se, e somente se, d = c. (i1)

De (i) e (ii) fica demonstrado que os pontos invariantes do plano pela reflexao em recta sao ape-

nas os pontos da recta de reflexdo, e somente eles. -

Proposicio 5.2. As rectas invariantes por 2, sdo a prdpria recta r e todas as rectas perpendicu-

lares a recta r.

Demonstracao. Pela proposicdo anterior, a reflexdo em recta deixa invariante todo o ponto da
recta de reflexdo, ficando esta também invariante, ponto a ponto. Agora, sem perda de generalidade,

consideremos, primeiramente, a recta r passando pela origem do referencial, distinta do eixo Ox, e
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formando um angulo de amplitude igual a . O declive desta recta € dada por ZZ’:Z
recta s, perpendicular a recta r passando por um ponto ( X, , Yo) tem por equagao:
CcosaX + senay — (X, cosa+ y,sena) =0
e por coordenadas homogéneas
[ cosr : senox : —X,cosOX — Y, senay.

Consequentemente,

cos2a  sen2a 0O
[cosar sena —Xx,cosax—y,sena]| sen2a¢ —cos2a 0| =
0 0 1

=[cosx senax —X,COSOX— Y, sendc.

. Assim, uma

Se r € uma recta perpendicular ao eixo Ox, entdo r tem coordenadas homogéneas [ 1 : 0 : —c].

Assim,

-1 0 2¢
[1T0-¢]|]O0O 1 O|=[-10¢],
0O 0 1

emque[—=1:0:c]=[1:0:—c].

Em ambos 0s casos, as rectas invariantes por X, sdo as rectas perpendiculares a recta r e a recta de

reflexao r.
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Proposicao 5.3. A imagem por 2, de uma recta f, f// r, é umarectaf’, f’// r.Asrectasf ef

estdo a mesma distdncia da recta r e em semi-planos opostos em relagcdo a recta r.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, consideremos a recta r, passando pela origem do
referencial cartesiano, de equacdo sena x — cos'y = 0, ndo perpendicular ao eixo Ox, e uma recta
qualquer f, paralela e distinta da recta r, de equacdo sena x — cosa'y + (Y, cosa— X, sena) = 0. A recta

f passa pelo ponto F de coordenadas cartesianas (Xo, o).

As coordenadas homogéneas das rectas r e f sdo respectivamente [ sena: —cosa: 0] e

[ sena : —cosar: y, cosax— X, sena.

Assim, obtemos a recta f * de coordenadas homogéneas [sen o : — cos O : X, seno — Y, COS0]

resultante do produto de matrizes

cos2a sen2o 0O

[senax —cosa (y,cosax— X, sena)]| sen2¢c —cos2a 0
0 0 1

A recta f’ € paralela a recta f'e verificamos também que fe f’ t€ém a mesma distancia® a recta r,

ou seja,

_ |—x0sen0(+ v, cosa|_| X,s5ena—y,cosx |

=d .

dr,

,= =
‘\/sen2a+ (—=cosa)’ ‘ ‘\/sen2a+ (=cos)’

® A distancia entre duas rectas paralelas é a distdncia de um ponto, pertencente a uma delas, até a outra. Assim, sendo
P=(p;,p,) um ponto de uma a recta p e ax + by + ¢ = 0 a equacdo de uma recta g paralela a recta p, a distancia, d, , € dada

ap,+bp, +c

va* +b?

por
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Se a recta f € paralela a recta r, por sua vez, perpendicular ao eixo Ox, de coordenadas homogé-

neas [ 1: 0:—c], entdo f tem como coordenadas homogéneas [ 1 : 0 : —d]. Entdo temos que

-1 0 2c
[10—-d]|0 1 O0|=[-10 2c-d].
0 0 1

Obtemos [ 1 : 0 : d — 2¢] por coordenadas homogéneas da recta f ’, também uma recta paralela a

recta r. E as distincias de fe f* em relagdo a r serdo iguaisa |d—c|.

Em ambos os casos, verificamos a proposi¢ao.

Proposicio 5.4. A imagem por 2, de uma recta f que intersecta a recta r no ponto F sob o

dngulo 6, é uma recta f que intersecta a recta r no ponto F também sob dngulo 6.

Demonstracao. Consideremos a recta r de equacio senaxx — cosa'y = 0. A recta f, que intersecta

arecta r no ponto F sob o d4ngulo @, tem por equagdo
sen(o4-6) x — cos(o4+6) y + (Y, cos(o4+6) — X, sen(o46)) = 0.
Assim, obtemos a equac¢ado da recta f* por
sen(o~6) x — cos(o~0) y + (X, sen(o+6)—y, cos(o+6)) =0,
resultante de

cos2a  sen2a 0
[sen (46 —cos (o4+6) (y, cos(o46) — x,sen(o4+0)]| sen2c —cos2a 0.
0 0 1
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Verificamos também que fe f * formam o mesmo dngulo’ em relacdo 4 recta r, ou seja,

sen(a+6) senx ‘

cos(x+60) cosa
N sen(a+60) senc

cos(ax+860) cosc

tg(fr) =
‘1

seca sec(a+6) sen49|
cos @ seca sec(or + 9)|

—seco sec(a—6) sen0|
cos @ seca sec(axr—0) |

sen(a—6) senc

cos(¢—6) cosax ‘
sen(ax—0) seno
cos(ax—86) ' coso

e(f'r)

Consideremos agora, sem perda de generalidade, a recta r coincidente com o eixo Oy e a recta f
que passa pela origem do referencial. As coordenadas homogéneas de cada recta sdo, respectivamen-

te,[0:1:0]e[sen : —cose: 0]. Assim,

’ Dadas duas rectas concorrentes p e ¢, estas determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo vértice. Considerando
0, + 0, = 180°, € evidente que tg 0, = - tg 6,. Sendo m, e m, os coeficientes angulares de p e g respectivamente, resultantes

de P2 7P o 92 ~4n ,onde (p;1,p12) € (P21,p22) sdo pontos distintos da recta p e (q11,q12) € (q21,922) s@0 pontos distin-
P2 =Py 92 =9

A m_ —m
tos da recta ¢, temos que tg(pg)= | —2—2|.

1+mpmq
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-1

[senx —cosar 0] =[-sena —cosa 0],

S = O
- O O

0
0
em que [-sene : —cose : 0] = [sen(180°— @) : cos(180°— ) : O].

Em ambos os casos, verificamos a proposicao.

Para percebermos melhor esta proposi¢do, observemos o exemplo que se segue.

Exemplo 5.1. Consideremos a reflexdo numa recta de coordenadas homogéneas {?3 =1 0} de

uma recta de coordenadas homogéneas {0 1 Tﬂ (figura 9) . Assim,

a' !

g

5 7 r:y=-058x
/-/ a:y =-058
— - ./' a:y=173x+1,15
l ﬁ 0 4] /'/\B':(1.5,3.75)
2 2 70
RET B O ) REVE} 1/
2
0

6130
/0 @)
3 _1 3 a -1 OG=30J 2 3 \\4 5 6
em que {% > §}= [1,73: =1 : 1,15] P Piw o
./ ]

Figura 9 — Reflexdo em recta
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Proposicao 5.5. A reflexdo em recta inverte a orientacdo do dngulo.

Demonstraciao. Sem perda de generalidade, consideremos uma recta r definida pela equacdo
senax —cosa'y =0, e a recta f de equacdo sen(o4+6) x — cos(o460) y =0, de modo a formar um angu-

lo + 0 # 0° em relagdo a recta r, no sentido anti-hordrio, ambas passando pela origem do referencial.
A equagdo da recta f* = 2, (f) € definida por

sen(a— 6) x —cos(a— Oy =0.

O angulo orientado que a recta r determina com a recta f tem amplitude igual a +6, enquanto que

o angulo orientado que a recta f” determina em relacdo a recta r possui amplitude -0 (sentido horé-

rio), ou seja,

sen@ ¢ sen@
e tg(f'n=-

tg(rf )= .
etf) cos @ cosd

Se considerarmos agora a recta r coincidente com o eixo Oy, temos como coordenadas homogé-

neas parar, [0:1:0],eparaf,[sena:—cose: 0]. Assim,

-1

[senx —cosar O] =[-senax —cosax 0] = [sen(180°— @) cos(180°- ) O]

S = O
- O O

0
0
Fazendo = 180° — ¢, notamos que a orientagdo do dngulo £ € contrdria a do angulo ¢

Em ambos os casos, verificamos a proposi¢ao.
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Devido ao resultado demonstrado na proposicdo anterior, ou seja, a inversdo da orientacdo no

plano euclidiano, a reflexdao em recta € considerada uma isometria imprépria.

Pelo facto da reflexdo em recta ser uma isometria e da composta de um nimero finito de isome-
trias ser também uma isometria, € evidente que todo a composta de um nimero finito de reflexées em
rectas € uma isometria no plano, e toda a isometria no plano pode ser representada pela composta de

um ndmero finito de reflexdes em rectas.

Estes resultados serdo a base do desenvolvimento para os capitulos seguintes.
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CAPITULO 6 — TRANSLACAO

Passemos a uma isometria composta por duas reflexdes em recta e analisemos primeiramente o

caso em que as rectas sdo paralelas.

Consideremos a isometria Q = X ;- X, onde f// g . Assim,
VPe Py seXy(P)=P'eX, (P') =P, entdo Q(P)=P".

Sejam (x, y) as coordenadas cartesianas do ponto P. Consideremos as rectas f e g, paralelas, pelas

suas coordenadas homogéneas, respectivamente, [ a : b : c] e[ a: b : d]. Nestas condi¢des, a distancia

entre f e g € igual a , € o correspondente vector distincia da recta f para a recta g €

(a(c—d) b(c—d)j

a’+b* a’+b?

Observamos que a imagem do ponto P por 2r € o ponto P’ de coordenadas cartesianas

((bz —a’)x—=2ac+by) —2b(c—ax)+(a’-b’)y

, , € a imagem do ponto P’ por X, € o ponto P”
a’ +b’ a’+b’ ] 8

de coordenadas cartesianas (2612(6 — Zl) +X, 2b2(c _ f) + y) )
a +b a” +b
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Pela transformagdo X, - 2 e através das matrizes de transformagdo homogénea associadas a cada

uma das reflexdes em recta, respectivamente,

b’ —a’ —2ab —2ad | b’ —a’ —2ab —2ac
a’+b* at+b’ a’+b’ a’+b* a*+b’ a*+b’
—2ab a’-b> -2bd . —2ab  a’ -b? —2bc
a’+b* a*+b’ a’+b’ a’+b*> a’+b* a’+b*|
0 0 I 0 0 I
obtemos
L o 2a§c—f)
a +b
0 1 2b§c—c21’)
a +b
10 0 1 |
Segue-se que
_ e _2 iy _
1o 2emd) | 2demd)
a +b X a +b
2b(c—d) 2b(c—d)
o1 ———~= =|—>+
RS f a1 b
10 0 1 | | 1 i

Observamos que a matriz de transformagdo homogénea associada a transformagdo 2, - X,

60



L 0o 2a§c—c21)
a +b

0 1 2b§c—czl)
a +b

10 0 1 |

pode ser considerada associada a uma translacio de vector igual ao dobro do vector

(a(c—d) b(c—d)j

a’+b* a’+b?

Assim, pela isometria Q = X, - Xrtodos os pontos sdo transladados pelo vector correspondente ao

_—

vector PP". Notamos que a norma do vector PP" ndo depende da posicdo do ponto P e € igual a

d—c

va’ +b?

2 , ou seja, o dobro da distancia entre as rectas f'e g.

Concluimos entdo, do estudo feito, a seguinte proposicao:

Proposicdo 6.1. A composta 2y - 2 de duas reflexdes em rectas paralelas, f e g, € a translagdo

B, cujo vector d € o dobro do vector distdnciada recta f arecta g .

Proposicao 6.2. Toda a translacdo T, pode ser representada, de infinitas maneiras, como o resul-

tado da composicdo de duas reflexoes em rectas, desde que as duas rectas consideradas sejam para-

lelas e de vector distdncia igual a metade do vector da translacdo.
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Demonstracao. Consideremos o vector v = (v;, v2), uma recta qualquer a, perpendicular a direc-

¢ao do vector, passando pelo ponto A, de coordenadas cartesianas (a;, a;), € a recta b paralela a recta

a, passando pelo ponto B, tal que AB =v/2.

Assim, a recta a terd por coordenadas homogéneas [ v; : vo : — a;v; — apva] e a recta b terd por

2 2
A& '|'V2

coordenadas homogéneas [ v; : vo : —a;vy —ayvy — 5

1.

Encontremos a imagem de um ponto qualquer P, de coordenadas cartesianas ( pi, p2), pela com-

posta das reflexdes em recta 2, o 2.

Consideremos as matrizes de transformacdo homogéneas associadas a cada uma das reflexées em

recta 2, e 2, respectivamente,

_ , , _
-V, +v, 2v,v, 2V1(alvl+azv2)
2 2 2 2 2 2
v, +v, v, +v, v, +v,
2 2
S =|_ 2v,v, v, =V, 2V2(alvl+32v2) .
a~— 2 2 2 2 2 2
v, +v, v, +v, v, +v,
0 0 1
1 2 2
) ) 2v,la, v, +a,v, +—\v," +v,
v, +v, 2v,v, 2
2 2 T 2 2 2
v, +v, v, +v, v, +v,
1 2 2
2v.la,v,+a,v +—(V +v )
2 2 2 2 11 272 2 1 2
S, =| V,V, v, =V,
2 2 2 2 2 2
v, +v, v, +v, v, +v,
0 0 1
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1
Ao calcular S, S, p, | obtemos o ponto de coordenadas ( p;+vi, p2+V2), que corresponde a ima-

1

gem por translacao do ponto P segundo o vector v.

Assim, como as rectas foram arbitrdrias, apenas satisfazendo a condi¢do de serem paralelas e de

distancia igual a metade do vector, a proposi¢do fica demonstrada. .

Proposicao 6.3. Toda a translacdo T, é uma isometria que aplica uma recta g numa recta g’,

com g’'/g.

Demonstracao. Consideremos a recta g pelas suas coordenadas homogéneas [ a : b : ¢] € um seu

ponto qualquer de coordenadas homogéneas ( x : y : 1). Pela proposi¢do 2.1 sabemos que uma trans-

formagao geométrica preserva a incidéncia, assim,

X X'
[abclly|=0 o l[a b c’]|y'|=0.
1 1
I 0 —v, (|1 O v, I 0 v,
Visto que podemos considerar I;como|0 1 —-v, |0 1 v,|,emque |0 1 v, |€amatriz
0 0 1 0 0 1 0 0 1

de transformacdo homogénea associada a translacao de vector v, 7,, temos que as igualdades acima se

mantém.
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I 0 -v,
Deste modo, podemos considerar [a b ¢] |0 1 —v,| =[a b c’], e através do produto
0 0 1
1 0 —v,
[a b c]|0 1 =-v, |,encontrar as coordenadas homogéneas da recta g’ = T, (g), ou seja,
00 1

[a: b: —avi—bvy+c].

Concluimos entdo que a recta g’ € paralela a recta g.

Proposicao 6.4. A translacdo T, ndo possui nenhum ponto invariante se o vector v ndo € nulo.

Demonstracao. Seja v #0, v = (v, v2), € consideremos um ponto qualquer P de coordenadas car-
tesianas ( pi, p2)- Pela translacdo 7, a imagem do ponto P € o ponto P’ de coordenadas cartesianas

( p1+Vi, p2+Vv2). Visto que vi# 0 e v # 0, entdo P # P’ e concluimos que a translagdo 7, nio possui

nenhum ponto invariante. -

Proposicao 6.5. A translacdo T, com v # 0, deixa invariante somente as rectas que estdo na

direcgdo de v.

Demonstracao. Consideremos a recta g paralela ao vector v = ( vy, v, ), entdo g tem por coorde-
nadas homogéneas [ vy : —vi : XoV2 + YoVi], em que ( X, , Yo) s30 as coordenadas cartesianas de um

ponto qualquer da recta g.

A transformacdo da recta g pela translacdo 7, € obtida por
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I 0 -v,
[Vo =V XeV2+Yovi]|O 1 —v,

0 0 1
Assim, a recta Ty(g) tem por coordenadas homogéneas [ v, : — v; : XoV2 + YoVi], donde concluimos

que Ty(g) = &-

|
Proposicao 6.6. A composta de duas ou mais translacoes € uma translacdo.

Demonstracao. Provemos através do principio de indu¢do matematica.

Consideremos inicialmente duas translagées quaisquer Ty, com v #0, e Ty, com w # 0, onde

vV # W, € as suas respectivas matrizes de transforma¢ao homogénea associadas,

1 0 v 1 0 w,
01 v, e |01 w,
0 0 1 0 0 1

I 0 v,+w,

Obtemos, como produto das matrizes consideradas, a matriz |0 1 v, +w, |que corresponde a

00 1

matriz de transformacao homogénea associada a translacdo de vector v + w.
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Suponhamos que a composta de n translagdes Ty , com v; 70, 1 <i<n,n € IN € uma translagdo

1 0 Zn: v,
i=1

n
0 1 Zviz e verifiquemos
i=1

n
de vector Zvi , cuja matriz de transformacdo homogénea associada é

i=l1
0 0 1
se a composta para n+1 translacdes € uma translacao.
1 O VnJrl1
Consideremos a matriz de transformagdo homogénea associada |0 1 v, | respeitante a
0 0 1
translacdo de vector v,,;. Temos,
B n ] B n ] B n+l ]
10 >v, 10 Yv, +v,., 10 >v,
i=1 1 0 v i=l i=l
n n+l, n n+l
0 1 Dvi ([0 1 v [=[0 1 Dv +v, |=]0 1 Yv,
= 00 1 - o
0 0 1 0 0 1 0 0 1
n+1
matriz de transformacido homogénea associada a uma translacio de vector Zvi . -

i=1

Proposicao 6.7. A composicdo de translagées é comutativa.

Demonstraciao. Consideremos duas translagdes quaisquer Ty, com v #0, e Ty, com w # 0, sendo

vV # W, e as suas respectivas matrizes de transformag¢do homogénea associadas
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S O =
S - O
<
8]

(¢
S O =

A composta Ty - Ty, associada a translacdo de vector v + w, tem por matriz de transformacdo

I 0 v,+w,

homogénea associada a matriz [0 1 v, +w,
0 0 1

Como vy, v2, wj e W, sd0 numeros reais, € vdlida a propriedade comutativa, ou seja,
Vitwi=w+Vv; [$] Vo + Wo= Wy + Vo,

segue-se entao que

I 0 v,+w, I 0 w,+v, I 0 w,[|1l O v,
0 1 vy+w,|[=|0 1 wy+v,[=|0 1 w,[|0O 1 v,
00 1 0 0 1 0 0 11({0 0 1
Logo concluimos que, Ty> Ty = Ty ° Ty. .
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CAPITULO 7 - ROTACAO

Consideremos agora o caso em que na composi¢do de duas reflexdes em recta, as rectas sdo con-

correntes.

Seja a isometria Q = X, - 2, onde fe g sdo rectas concorrentes num ponto F. assim,
VPe P, se 2;(P)=P'e X, (P)=P”, entdo Q(P) =P".

Consideremos o ponto de intersec¢do F, de coordenadas homogéneas ( f; : fp: 1), das duas rectas f
e g, definidas pelas suas coordenadas homogéneas [ sena : — cosa: f, cosx — f) sena] e

[ senf: —cos fB: f, cosfB— f senf], respectivamente.

As rectas f e g se intersectam sob o angulo positivo, +6, (sentido anti-hordrio) e sob o dngulo

negativo (sentido hordrio) — ¢. Assim, temos que = o+ 6 (figura 10) .

Figura 10 — Reflexdo em duas rectas concorrentes
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As matrizes de transformacdo homogénea associadas as reflexdes em rectas, nas rectas f e g, sdo,

respectivamente,
cos2a sen2a  f(1-cos2a)—f,sen2c
Sp=|sen2a —cos2a —fsen2a+1,(1+cos2a)
0 0 1
e

cos2f8  sen2ff  f,(1-cos2f)—f,sen2f
Se=|sen2f —cos2f3 —fsen2f+f,(1+cos2p)|.
0 0 1

Assim, a matriz de transformag¢do homogénea associada a 2, - 2y, é da forma

cos28 —sen28 f (1-cos26)+f,sen26
sen20 cos260 —fisen260+1f,(1-cos20) |,
0 0 1

ou

cos26 —sen2@ 2senf (f,cos@+f, senb)
sen26 cos26 2senf (—f, cos@+f, senb)
0 0 1

que corresponde a matriz de transformagcdo homogénea associada a uma rotacdo de centro no ponto

(f,, f) e angulo positivo +26.

Do estudo feito, concluimos, entdo, a seguinte proposi¢ao:
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Proposicdo 7.1. A composta 2, - 24 de duas reflexdes em rectas concorrentes, f e g, que se

intersectam no ponto F, sob dngulo orientado 7, é a rotagdo, Ag, , cujo dngulo de rotagdo € o dobro

do dngulo @ darecta f arecta g, ouseja2@ =y -

Proposicao 7.2. Toda rotagdo Ar,, pode ser representada de infinitas maneiras como composta

de duas reflexoes em rectas, desde que as duas rectas consideradas se intersectem no ponto F, sob o
dngulo 1
2

Demonstracao. Consideremos o ponto F de coordenadas cartesianas ( f; , f2), o dngulo positivo

+ v, uma recta qualquer a, passando pelo ponto F, e uma recta b, também passando por F e formando

B

o angulo positivo de +5 com a recta a.

Sejam as coordenadas homogéneas das rectas a e b, [ senax : — cosax : f, cosar — ] sena] e

[ sen [a + g] 1 —CoS (0{ + gj - f, cos (0{ + }Elj —f; sen (0{ + 7—2/]] , respectivamente.

Encontremos a imagem de um ponto qualquer P de coordenadas cartesianas ( pi, p2), pela com-

posta de reflexdes em recta, 2, » 2.

Consideremos as matrizes de transformac¢do homogéneas associadas a cada uma das reflexdes em

recta 2, e 2, respectivamente,
cos2a  seno fi(l=cos2a)— f,sen2c

Sa=|sen2cc —cos2a - fisen2a+ f,(1+cos2x)
0 0 1
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/4

cos2(0{+zj sen2[0{+z) f, 1—cos2[0{+zj —fzsen2(05+—j
2 2 2 2

Sy = sen2(0{+z} —cos2(0{+Z —1f,sen2 a+”? +1,| 1+ cos?2 a+Z ||,
2 2 2 2
0 0 1

f,(I-cosy)+f,seny

cosy —seny
—f,seny+1f,(1-cosy)| que corresponde a

Ao calcular S, S,, obtemos a matriz| seny cosy
0 0 1

matriz de transformac¢do homogénea associada a uma rotag¢do de centro no ponto F e angulo positivo ¥

Assim, como as rectas foram arbitrdrias, apenas satisfazendo a condi¢cdo de serem concorrentes no

Y a proposicao fica demonstrada.

9

ponto F e formando o dngulo positivo + 5

Proposicao 7.3. A rotagdo Ay, ,, de centro no ponto F e dngulo ndo nulo, tem somente o ponto F

invariante.
Demonstracgao. Seja Ary uma rotacdo de centro no ponto F de coordenadas cartesianas ( f;, f2) e

angulo ndo nulo, 7y, cuja matriz de transformacdo homogénea associada é

f,(I-cosy)+1f,seny
—fseny+f,(1-cosy)|.
1

cosy —seny
seny  cosy
0 0

Seja P um ponto qualquer de coordenadas cartesianas (pi, p2)-
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Fagamos Ag, (P) = P através das suas correspondentes matrizes.

Assim,
cosy —seny f,(I-cosy)+f,seny ||p, P,
seny cosy —fseny+f,(I1-cosp)||p,|=|P,
0 0 1 1 1
donde,

f, +(p, —f,)cosy+(f, —p,)seny P
f, +(p, —1,)cosy+(—t, +p,)seny [=|p, |-
1 1

Esta igualdade sé ocorre se, e somente se, p; = f; € p> = 2, ou seja, o dnico ponto invariante pela

rotagdo Agy € 0 seu centro. =

Proposicao 7.4. A rotagdo A, ,, de centro no ponto F e dngulo ndo nulo, deixa as rectas que

passam por F invariantes se, e somente se, o dngulo de rotagdo for de 180° (ou rwrad).

Demonstracao. Sejam (f; , f;) as coordenadas cartesianas do ponto F e consideremos inicialmente

o angulo de rotacdo igual a 180°.

Seja a matriz de transformagao homogénea associada a rotacao Agjg0- a que se segue:

-1 0 2f
Reiger =| 0 —1 2f,|.
0 0 1
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Sejar =[sena : —cosa: f; cosar— £} sena] uma recta que passa pelo ponto F e determinando um
angulo o com o eixo Ox. Entdo, obtemos como imagem da recta r, por esta rotacdo, a recta de coor-

denadas homogéneas [ —sen«r : cosa: —f; cosa + f| sena], resultante de
[senax —cosar f; cosa—f; sena] . (RE, 1500 )‘1.

No caso da recta r ter por coordenadas homogéneas [ 1 : O : — f;], obtemos as coordenadas homo-

géneas de Ag 150 (r)=[-1:0:1;].

Concluimos, em ambos 0s casos, que as rectas ficam invariantes. @)

Consideremos agora uma rotagao de centro no ponto F e angulo  distinta da identidade, isto &,

y#0° e que deixe as rectas, passando pelo ponto F, invariantes.

A matriz de transforma¢do homogénea associada é
cosy —seny f,(1-cosy)+f,seny

Rry=|seny cosy —fseny+f,(1-cosy)].
0 0 1

Ao calcular
cosy —seny f,(I-cosy)+f,seny
[ senaxr —cosar (f; cosar—fisena)]| seny cosy —fseny+f,(1-cosy)| ,

0 0 1

obtemos [ sen(o4)) —cos(o4) fr cos(o4p) — fi sen(o4-p)].
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Como [ sena: —cosa: f; cosa— f)sena] =[ — senax : cosa: —f, cosa+ f; sena], podemos

obter as relagées

sen(o4)) = sen e cos(o)) = cosa
ou
sen(o4)) = —senox e cos(o)) = — cosdu.
Como sabemos que,
sen( o)) = senor cos Y+ senycosa e cos( o)) = cosacosy— senarseny,

concluimos que cosy=1 e seny= 0, ou cosy=—1 e seny = 0, obtendo, como valores para o dngulo,

7=0°ou y=180°.
Se considerarmos r=[ 1:0:—f;], vistoque [ 1:0:—f;]=[-1:0: f;], temos
[1:0:—f1]= [cosy:—seny: —f] cosy+ 1, seny]
ou
[-1:0:f]= [cosy:—seny: —fj cosy+ 1, seny]
Donde também concluimos que y=0° ou y= 180°.
Atendendo que consideramos desde o inicio y# 0°, entdo y= 180°. (i1)

De (i) e de (i1), a proposi¢ao fica assim demonstrada.
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Proposicao 7.5. Seja p uma recta arbitrdria e p’ a sua imagem por Ay, ,, entdo a recta p inter-

secta a recta p’ sob o dngulo de rotacdo ¥, se este ndo for nulo ou raso. Caso contrdrio, a recta p é

paralela a rectap’.

Demonstracao. Seja p a recta passando por A = (aj, ap) e determinando um angulo positivo &

com o eixo Ox, esta tem como coordenadas homogéneas [ sen: — cos: a; cosa— a; sena].

Sem perda de generalidade, consideremos a rotagdo de centro na origem do referencial cartesiano

O e angulo 6. A imagem da recta p por Ag, ¢ € a recta p’ de coordenadas homogéneas
[sen (a—6) : —cos (—6) : a;cosa— a;sena].
Ao calcular o 4ngulo entre as rectas p e p’, verificamos que este tem amplitude igual a 6.

No caso de 8= 0° ou = 180° averiguamos que a imagem da recta p € a recta de coordenadas
homogéneas [ sena: — cos: a; cosr— a; sena] ou [ —sene : cosa: a; sena— a, cosa], respecti-

vamente, e ambas sdo paralelas a recta dada. -

Proposicao 7.6. A composta de duas rotacées de mesmo centro e com dngulos diferentes, e B, €

uma rotagdo neste mesmo centro e de dngulo o + .

Demonstragao. Sejam Ag,, € Arg duas rotagoes de centro no ponto F de coordenadas cartesianas

( f1, f2) e angulos ndo nulos & e B, respectivamente, cujas matrizes de transformac¢do homogénea

associadas sdo as seguintes:

cosax —senax  f(1-cosx)+ f,senc
Rro=|senax cosa — fisena+ f,(1-cosa) e
0 0 1
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cosff —senff f,(1-cospf)+f,senf3
Rep=|senff cosff —fsenf+f,(1-cosp)]|.
0 0 1

cos(a¢+ ) —sen(a+p) f,(1-cos(a+/f))+fsen(ax+ f)
Entdo, R Rppg=|sen(a+ ) cos(a+pf) —fsen(a+pf)+f,(1-cos(a+p))|.
0 0 1

Observamos que a matriz resultante € a matriz de transformagcdo homogénea associada a uma

rotacdo de centro no ponto F e de dngulo o+ . .
Proposicao 7.7. A composicdo de rotagées com o mesmo centro € comutativa.

Demonstracao. Pela proposicdo anterior, a composta de duas rotacdes com 0 mesmo centro, por
exemplo o ponto F, e amplitudes de angulos diferentes, e [, é uma rotagdo neste mesmo centro e

com a amplitude de 4ngulo igual a o+ f, e de matriz de transformagdo homogénea associada igual a

cos(a+ ) —-sen(a+f) f,(1—cos(a+ fB))+f,sen(ax+ f)
Reap=|sen(a+ ) cos(a+pf) —fsen(a+f)+f,(1-cos(a+p)) |.
0 0 1

Por outro lado, temos que
cos(f+a) —sen(f+a) f(1-cos(f+a))+f,sen(f+a)

Rrup=|sen(f+a) cos(f+a) —fsen(f+a)+f,(1—cos(f+))
0 0 1

=R F,B+o.

Logo, Arg o Arg = Apg o Apg .
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Proposicao 7.8. A composta de duas rotagcées é uma translagdo, se a soma das amplitudes dos
dngulos for nulo, ou é uma rotacdo, se a soma das amplitudes dos dngulos de rotagdo for diferente

de zero.

Demonstra¢ao. Consideremos duas rotagOes distintas, Ax o € Ap g, (figura 11) e as suas respec-

tivas matrizes de transformacdo homogénea associadas

cose —seno a,(1-cosa)+a, senx
Ra a=|sena cosar —a, sena+a,(l—cos)
0 0 1

cosff —senff b, (1-cosf)+b,senfs
Rp p=|senf cosff —b,senf+b,(1—cosf)|.

0 0 1 Figura 11 — Composicdo de duas rotacdes em

centros distintos e ot + § # 0°

Ao calcular Rg gRa, o, Obtemos
cos(a¢+ ) —sen(a+f) b, +(a,—b,)cosf—a, cos(a+fB)+(b,—a,)senf+a, sen(a+ ff)

sen(x+ ) cos(e+f) b,+(a,—b,)cosf—a,cos(x+/)+(a,—b,)senf—a, sen(x+ )
0 0 1

em que para o+ f # 0°, estd associada a rotagdo de centro no ponto C, distinto dos pontos A e B, e

cuja amplitude do dngulo de rotacdo igual a o+ f.
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Se o+ = 0° (figura 12), temos a matriz

1 0 (b,—a,)(1-cosf)+(b,—a,)senf
0 1 (b,—a,)(1—-cosfB)+(a,—b,)senf :
00 1 o 2 R :

Figura 12 — Composi¢do de duas rotacdes em

centros distintos e o+ § = 0°

que estd associada a translacdo de vector
((b, —a,)d—cos )+ (b, —a,)senf, (b, —a,)(1—cos )+ (a, —b,)senf ),

e que corresponde ao dobro do vector distdncia entre as rectas que passam por A e B, respectivamen-

te. .

Exemplo 7.1. Consideremos duas rota¢des distintas, Ax o € Ag g, com centro nos pontos A e B,

de coordenadas cartesianas, (2, 1) e (4, 2), respectivamente, e de 4ngulos o = 30° e § = 60° (vide figu-

ral3).

cos60° —sen60° 4 (1—cos30°)+2sen30° || cos30° —sen30° 2 (1—cos30°)+sen30°
sen60°  cos60° —4sen30°+2(1 —cos30°) || sen30°  cos30° —2sen30°+(1—cos30°) |=
0 0 1 0 0 1

c0s90° —sen90° 4+ (2-4)cos60° -2 cos90° + (2 -1)sen60° + 1 sen90°
=|sen90° c0s90° 2+ (1-2)cos60°-1c0s90° + (2 - 4)sen60° - 2 sen90°
0 0 1

79



3
B T B ] 2
3 3
0 -1 4+ £ S5+ £
1 2 !
1 1
1 0 - 5 - 3 - 1 = E - 3 0
0 0 1 1 1 i o
4 N
. »
L - = - P =(213,-1.28) P"=(5.87,-1.23)
-2 ’
Figura 13 — Composic¢do de duas rotagcdes em centros distintos
Observamos que a composta Ag g » As o corresponde a A ¢ g.p - A

Exemplo 7.2. Consideremos as duas rotagdes do exemplo anterior, mas com a amplitude dos

angulos igual a: ov = 120° e B = 240° (figura 14).

1 O 3 — ﬁ 4 — ﬁ 34 Pre@3.22)
2 1 2 , 5 =194 &N B
0 1 243 [|-1|=| L4453 Sl
2 2 " V;Eﬁ_—;,:(“& 1.13)
O 0 1 1 1 o /s - a=120°

Figura 14 — Composic¢do de duas rota¢cdes em centros distintos

Observamos que a composta Ag g » A o corresponde a uma translacdo do ponto P segundo o

vector v =2 @ A
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CAPITULO 8 - MEIA-VOLTA

Consideremos o caso particular da composicao entre duas reflexdes em recta, quando estas sao

perpendiculares entre si (figura 15).

Sendo assim, o angulo entre as rectas tem amplitude igual a g
90°, pela proposi¢ao 7.1, a composta de duas reflexdes em rectas P, P

¢ uma rotacdo de centro no ponto de intersec¢do das rectas e

angulo orientado de 180° ou seja, uma meia-volta, e pelo facto

R
\

<

de ser um caso particular da rotacao, valem todas as propriedades

vistas no capitulo 7.
Figura 15 — Reflex@o em duas rectas

Podemos entdo definir uma meia-volta por perpendiculares
Ye={(P,P)e P- x P-:P’éo ponto simétrico de P em relacdo ao ponto F}.
& & p ¢ p
Observamos que nestas condi¢des, o ponto F € ponto médio do segmento [PP’].

A matriz de transformagdo homogénea associada a 2 = X, « 2 € obtida através das matrizes de

transformagao homogénea associadas a cada uma das reflexdes em recta consideradas.

Assim, sejam f e g duas rectas perpendiculares entre si que se intersectam no ponto F de coorde-
nadas cartesianas ( f; , f;) de coordenadas homogéneas [ sene : — cosa : f, cosax — f; sena] e
[ senf: —cosf: f, cosf — f) senf], respectivamente, onde = o+ 90°. As matrizes de transformacio

homogénea associadas a cada uma destas reflexdes em recta sdo, respectivamente,
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cos2a¢  sen2a  f|(1-cos2a)—1f,sen2c
Sp=|sen2a —cos2a —fsen2o+1f,(1+cos2a)| e
0 0 1

—cos2a —sen2a f,(1+cos2a)+1f,sen2a
Sg=| —sen2ar cos2a +fsen2a+f,(1-cos2a)|.

0 0 1

Ao calcular S, Sy obtemos

-1 0 2f,
0 -1 2f,|.
0 0 1

Se considerarmos agora as rectas f=[1:0:—-f;]e g= [0:1: - f;], perpendiculares, que se

intersectam no ponto F, as respectivas matrizes de transformag¢do homogénea associadas sao:

-1 0 2f 1 0 0
S; =10 1 0 e S,=10 -1 2f,
0 0 1 0 0 1

Ao calcular S, Sy obtemos também

-1 0 2f,
0 -1 2f, |,
0 0 1

que corresponde a matriz de transformacao homogénea associada a um rotacao de centro no ponto de

coordenadas cartesianas (f; , f;) e &ngulo de 180°.
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Com o que observamos, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicio 8.1. Uma meia-volta, 2r, é a composta de duas reflexdes em rectas perpendiculares,

fe g, que se intersectam no ponto F. -

Proposicao 8.2. A composicdo de duas reflexdes em rectas perpendiculares é comutativa.

Demonstracao. Consideremos duas rectas f e g, perpendiculares entre si, que se intersectam no
ponto F de coordenadas cartesianas ( fj , f;), definidas, respectivamente, pelas coordenadas homogé-
neas [ seno : —cosa: f, cosa—f senay] e [ cosex : senex: —f; senar— f) cosar]. As matrizes de trans-
formacdo homogénea associadas a cada uma destas reflexdes em recta sdo, respectivamente, como ja

vimos anteriormente,

cos2o¢ sen2a  f,(1-cos2a)—1f,sen2o
S =|sen2a —cos2a —fsen2a+1,(1+cos2a) | e
0 0 1

—cos2a —sen2a f,(1+cos2a)+1f,sen2¢

Sg=|—sen2ar cos2a¢ +fsen2a+1,(1-cos2a)|.
0 0 1
-1 0 2f,
Considerando a transformagdo Xs- X, , temos que Sy S, = | 0 -1 2f,
0 O 1

Consideremos agora asrectas f=[1:0:—-fj]Jeg= [0 :1:- 1], perpendiculares, que se

intersectam no ponto F, as respectivas matrizes de transformac¢do homogénea associadas sio:
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-1 0 2f 1 0 0

S; =10 1 0 e S,=10 -1 2f,
0 0 1 0 0 1
-1 0 2f,
Verificamos também que Sy S, = | 0 -1 2f, |.
0 0 1

Notamos que Sy S, corresponde 4 matriz obtida anteriormente pela transformagéo %, 2.

Logo, S S, =S, Sr, ou seja, a composi¢do de duas reflexdes em rectas perpendiculares € comu-

tativa. -

Proposicao 8.3. Uma meia-volta é involutiva.

Demonstracao. Seja F um ponto de coordenadas cartesianas (fj, f;), como a matriz de transfor-

macdo homogénea associada

-1 0 2f,
Mp=|0 -1 2f,
0 0 1

ndo € a matriz identidade de ordem 3, 2 # 1.
Por sua vez, como ja vimos, Mg . Mg = I5.

Concluimos que a isometria 2ré involutiva.
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Proposicio 8.4. A imagem de uma recta s, por 2r, é uma recta s’ paralela a recta s.

Demonstracdo. Consideremos a recta s de coordenadas homogéneas [ a : b : c]. Pela meia-volta

em relacdo ao ponto F de coordenadas cartesianas ( f}, f), temos

-1 0 2f,
[a b ]| 0 =1 2f,|=[-a b 2af, +2bf +cl,
0o 0 1

emque[a :b: —2af -2bf; - c] sdo as coordenadas homogéneas de uma recta paralela a recta s. g

Proposicao 8.5. A meia-volta em relacdo ao ponto F, deixa invariante a recta f se, e somente se,

a recta f passa por F.

Demonstracao. A rotacdo, pela proposi¢ao 7.4, deixa invariantes todas as rectas que passam pelo

ponto F(f}, ) se, e somente se, o dngulo de rotacio for de amplitude igual a 180° (ou 7 rad).

Sendo a meia-volta o caso particular da rotacdo, fica entdo demonstrada a proposi¢ao.

Proposicao 8.6. O ponto médio do segmento com extremos nos pontos A e 2 (A) € o ponto F.

Demonstracao. Consideremos os pontos F e A de coordenadas cartesianas (fi, f;) e (a;, ay), res-

pectivamente. O ponto A’ = 2k (A) tem por coordenadas cartesianas (2 f; —a;, 2 f;— ap), resultante de

-1 0 2f][a 2f —a,
0 -1 2f,||a,|=]2f,-a,|.
0o 0 1|1 1
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Ao calcular as coordenadas cartesianas do ponto médio do segmento [AA’], obtemos as coorde-

nadas cartesianas do ponto F. .

Proposicao 8.7. A meia-volta, relativa ao ponto F, deixa invariante o ponto A se, e somente se, A

for coincidente com F'.

Demonstracao. Consideremos os pontos F e A de coordenadas cartesianas ( fj, ;) e (a;, ap), res-

pectivamente, e seja 0 ponto A invariante por 2.

Assim,
-1 0 2f ||a a,
0 -1 2f,||a,|=]a,
0 0 1 1 1
ou seja,

2f —a, a,

2f,—-a, | =]a,

1 1

Donde concluimos que 2 fj —a;=a;e 2f, —a,=a,se,esése, fj = ajefr=a,.

Logo, a meia-volta deixa invariante apenas o ponto correspondente ao seu centro.
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Proposicao 8.8. A transformacdo inversa da composicdo de meias-voltas € igual a composicdo

de meias-voltas, mas na ordem inversa dos pontos.

Demonstracao. Consideremos dois pontos A e B de coordenadas cartesianas (a;, az) e (b, by),
respectivamente. As matrizes de transformacdo homogénea associadas as meias-voltas nestes pontos

sdo, respectivamente,

-1 0 2a, -1 0 2b,
Ma=|0 -1 2a, e Mp=|0 -1 2b,]|.
0 0 1 0 0 1
Observamos que
1 0 2b-2a, | [1 O 2a,-2b,
MgMyp)'=|0 1 2b,-2a,| = |0 1 2a,-2b,|=M,y"'Mp"' = Ms Mg
0 0 1 00 1

Suponhamos, pelo principio de inducao finita sobre n € IN, que este facto se verifica, através das
suas matrizes de transformacdo homogénea associadas, para um numero finito de reflexées em pon-

tos, ou seja,

Verificamos que para M, - ...-M, , temos

e pela hipédtese de inducao segue-se que
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M, [ =M,

(M, M,

n+l n+l

Assim, (2, .03, ' =3,

n 1

o..°2, ,paratodon e IN.

Proposicio 8.9. A composta 2 - 2F, de meias-voltas, em relacdo aos pontos G e F, é a transla-

cdo de vector 2 FG , isto é, 2 2 = T .

Demonstracao. Consideremos dois pontos A € B de coordenadas cartesianas, respectivamente
(aj, ap) e (b, by). As matrizes de transformacdo homogénea associadas as meias-voltas com centro

nestes pontos sdo, respectivamente,

-1 0 2a -1 0 2b,
MA: 0 -1 28.2 € MB: 0 -1 2b2 .
0O 0 1 0O 0 1

Ao calcular a matriz de transforma¢do homogénea associada a Xp o XA, obtemos

1 0
0 1 2b,-2a, |, que corresponde a matriz de transformacdo homogénea associada a uma transla-
0 0

¢ao de vector (2b; — 2a;, 2b, — 2ay), isto &, 2 AB .

Considerando a proposi¢do anterior e o facto demonstrado na proposicao 6.6, podemos enunciar o

que se segue

88



Proposicao 8.10. A composta de um niimero par de meias-voltas é uma translacdo.

Proposicao 8.11. Toda a translacdo pode ser representada, de infinitas maneiras, como a com-

posta de duas meias-voltas, desde que o vector de translacdo seja o dobro do vector definido pelos

pontos relativos das meias-voltas.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, consideremos o vector v = ( 2vj, 2v;), um ponto

A (aj, ap) qualquer, e um ponto B com as seguintes coordenadas cartesianas ( a; + vy, ay + vp).

Assim, o vector AB tem como coordenadas cartesianas ( vy, v3), ou seja, corresponde a metade

do vector v.

Encontremos a imagem de um ponto qualquer P ( p;, p2), pela composta das meias-voltas,

2p o 2. Assim,

-1 0 2@, +v)||-1 0 2a ||p p, +2v,
0 -1 2(,+v,)|| 0 -1 2a,||p,|=|p,*+2V,
0 O 1 0 0 1 1 1

Obtemos o ponto de coordenadas cartesianas ( p;+2vj, p>+2v2), que corresponde a imagem pela

translacdo do ponto P segundo o vector v.

Assim, como os pontos foram arbitrdrios, apenas satisfazendo a condi¢do de formarem um vector

correspondente a metade do vector considerado, a proposi¢ao fica demonstrada. .

Proposicao 8.12. Se o ponto Q ¢ o ponto médio do segmento com extremos nos pontos P e R,

entdo 2po2p = T =2 2p.

89



Demonstracdo. Sem perda de generalidade, consideremos o vector v = (2vy, 2v;), um ponto
P ( p1, p2) qualquer e um ponto R com as seguintes coordenadas cartesianas ( p; + 2vy, p2 + 2vz). O
ponto médio, Q, do segmento [PR] tem por coordenadas cartesianas ( p; + vi, p2 + V), resultante de

P+R
5

Verificamos que a matriz de transformagdo homogénea associada a isometria X o Zp € definida
por
-1 0 2(p,+vp)||-1 0 2p, 1 0 2v,

0 -1 2(p,+vy)|| 0 -1 2p,|=
0 0 1 0o 0 1

2v, |,

0 1
0 0 1

e a matriz de transformacdo homogénea associada a isometria X o Xq € definida por
-1 0 2(p,+2v)||-1 O 2(p,+v,) I 0 2v,

0 -1 2(p,+2v,) || 0 =1 2(p,+v,)|=]|0 1 2v,]|.
0 O 1 0 O 1 0 0 1

Ou seja, a matriz de transformacdo homogénea associada a translagao de vector PR . -

Proposicao 8.13. A composta de trés meias-voltas € uma meia-volta.

Demonstracao. Consideremos trés pontos quaisquer A, B e C, de respectivas coordenadas carte-
sianas ( aj, ap), ( by, by) e ( ¢y, ¢2). As matrizes de transformagdo homogénea associadas as meias-

voltas com centros nestes pontos sdo, respectivamente,
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-1 0 2a -1 0 2b, -1 0 2
MA = 0 -1 282 , MB =10 -1 2b2 € MC =0 -1 2C2
0 O 1 0 O 1 0 O 1

Ao calcular o produto destas matrizes, obtemos a matriz

-1 0 2(a,—-b,+c))
0 -1 2(a,-b,+c,)
0 O 1

associada a uma meia-volta, que tem por centro, o ponto de coordenadas cartesianas

(a1 —br + ¢y, a0 — by + ).

Podemos induzir o resultado anterior enunciando a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 8.14. A composta de um niimero impar de meias-voltas é uma meia-volta.

Proposicio 8.15. Se os pontos A, B e C ndo sdo colineares, entdo 2 - 2p - 2¢c = 2p, onde

[ABCD] é um paralelogramo.

Demonstracao. Consideremos o ponto D com coordenadas cartesianas ( d;, d;). Segue-se da pro-

posicdo 8.13, que o ponto D tem por coordenadas cartesianas ( a; — by + ¢y, ax — by + ¢2). Logo,

dlzal—b1+c1 € dzzaz—b2+C2.

Assim, d; —¢c; = a; —b; e dy — ¢, = a, — by, e se fizermos (a; — by, a2 — by)) = BAe

(di—=c,da—co) = CB, concluimos que [ABCD] € um paralelogramo.
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Os resultados das proposicoes 8.13 e 8.15 podem ser formalmente enunciados como:

Lei do Paralelogramo 8.16. 2r; o 2y o 2p5 0 21y = 1, se, e somente se, os pontos F;, Fy, F3 e Fy

(nesta ordem) forma um paralelogramo.

Como consequéncia, temos as duas proposi¢coes que se seguem:

Proposicao 8.17. Dados quaisquer trés pontos, dos pontos A, B, C e D, ndo necessariamente

distintos, entdo o quarto ponto € unicamente determinado pela equacdo T = 2p o 2. .

Proposicao 8.18. Numa composicdo de trés meias-voltas, a ordem dos pontos pode ser trocada

pela ordem inversa dos mesmos, isto €, 2p o 2po 2p = 2o 2po 2p.

Considerando o resultado anterior e a proposi¢do 8.14 temos que:

Proposicao 8.19. Numa composicdo de um niimero impar de reflexoes em pontos, a ordem dos

pontos pode ser trocada pela ordem inversa. .
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CAPITULO 9 — REFLEXAO DESLIZANTE

Passemos agora a isometria composta por trés reflexdes em recta, considerando primeiramente o

seguinte caso particular: sejam f, g e h trés rectas, taisque fL g, h L g e f#h esejam {F}=fng

e {H} = hng. Consideremos a isometria Q = 2,0 2,0 2.

Para facilitar os cdlculos, e sem perda da generalidade, consideraremos as rectas f e g perpendicu-
lares entre si e passando pela origem do referencial e / a recta paralela a f, consequentemente per-
pendicular a g, passando pelo ponto H de coordenadas cartesianas ( X, ,Yo), onde X, = pcosex e
Yo = P senc. (vide figura 16) Assim, o vector v da reflexdo deslizante tem por coordenadas cartesia-

nas (2p cosa, 2p sena).

As coordenadas homogéneas das rectas f, g € h sdo [ coser: sener : 0], [ sena: — cosex: 0] e

[ cosar: senax: — p], respectivamente.

4 .A
/" \
- \
-7 \
P \
3 X7 \\
’// \ g
-7 \
w7 \
2 .A \\
PRGN \
- \ \
P AY "
.- N »
- AY -
AL-” 1 \ e
« \ P
\ \ -7
\ \ -
\ 0 F o \ ’,’
T T
2 N - T2 -3 6
\ \ A' -
: T
\\ 14 ”,
\ -
\ -
\ A -
A~
& 24 f

Figura 16 — Reflexdo deslizante
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As matrizes de transformacdo homogénea associadas a estas reflexdes em rectas sao

—cos2a —sen2a O cos2a  sen2or 0O
Sf= —-sen2a¢  cos2a 0 ,Sg= sen2cc —cos2aor O] e

0 0 1 0 0 1

—cos2a —sen2o 2 pcosa
S,=| —sen2ar  cos2a 2 psenc |.
0 0 1

Em virtude da perpendicularidade entre fe g e entre & e g, sao equivalentes as seguintes represen-

tacoes da isometria dada, verificadas através das respectivas matrizes de transformacdo homogénea
associadas.

Consideremos a matriz D =S,, S, Sy,

cos2a  sen2a 2 pcosa

D=|sen2a —cos2a 2 psena |.

0 0 1
Seja Sg Sf =Mo,
-1 0 O
Mo=| 0 -1 0},
0O 0 1

ao fazer S, Mo, ou seja,

—cos2a —-sen2a 2pcosa||-1 O O
—sen2a  cos2a 2 psena || O
0 0 1 0

-1 0
0 1

o
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obtemos

cos2a sen2¢ 2 pcosa

sen2¢ —cos2a 2 psen«a |,
0 0 1

ou seja, a matriz D.

Consideremos agora S, S, =My,

-1 0 2pcosa
Muy=| 0 -1 2psenc|,
0O O 1

temos que My Sy = D.

Do factode f 1L ge h L g, e pela proposicdo 8.3, ainda podemos considerar

D:Sh Sf Sg ou DZSg Sh Sf.

Assim, pela proposi¢do 6.1,se S, S;=T —.

2FH’

1 0 2pcoscx
T_. =101 2psenx
0 0 1

Obtemos D através de

0 2pcosa||cos2a sen2a O
1 2psena||sen2a —cos2a O
0 1 0 0 1

2FH

1
S,=0
0
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ou de

cos2a¢ sen2a O0||1 0 2pcosc
S T . =|sen2a¢ —cos2a 0||0 1 2psenc|.
2FH
0 0 1110 0O 1

Notamos que obtemos sempre a mesma isometria, isto €, a reflexdo deslizante.

Sao imediatas as seguintes proposicoes:

Proposicao 9.1. O vector da reflexdo deslizante € paralelo ao seu eixo.

Proposicao 9.2. A composicdo de uma reflexdo em recta com uma translacdo, cujo vector tem a

mesma direc¢do que a recta, é comutativa. -

E evidente que o vector v e 0 eixo g sdo determinados biunivocamente pela reflexdo deslizante,

isto €, se 5(V,g) = 6(w,k) ,entilov=w e g=k.

Para perceber melhor esta isometria, observemos o exemplo que se segue.

Exemplo 9.1. Consideremos as rectas f e g passando na origem, formando respectivamente os

angulos de 120° e 30°, e a recta h passando pelo ponto A de coordenadas (3, NE) ), cujas equagdes sao,
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3

. 3 . .
respectivamente, y + V3x =0, y— Tx =0e x+ g y—4 =0 (figura 17). Encontremos a imagem

do ponto P de coordenadas (-1, —2) pela reflexdo deslizante Oy = Zh o Xgo 2t -

4 P" = (3.77, 3.6
b =(3.77,3.6)
13 | 11 .
2 £ 6 — 3
2 2 1 2 % g:y=058x
3 1 _ 3\/§ 2 « o1, 2
£ —— 2\/5 =217 1+— N 4.2 A=(3,1.73)
2 2 2
o o 1 |LT 1 i y
‘\\ h:y=-173%+693
L i L - 0 a = 30 AN
' 3 1 2B 3 2 : 5
TP = (223, -0.13)
-1 »”’
c’/ 2 )
P=(1 -2 fry=-173x

Figura 17 — Reflexdo deslizante

O ponto de coordenadas cartesianas (11_\@, 1+3\6] ¢ a imagem do ponto P pela reflexdo deslizan-
2 2

te. A

Proposicao 9.3. Uma translacdo que deixa invariante a recta g comuta com uma reflexdo desli-

zante de eixo g.

Demonstracao. Consideremos uma translacdo de vector w que deixa invariante a recta g. Pela

proposicao 6.6, o vector desta translacdo tem a mesma direc¢do que a recta. Pela proposi¢do 9.1, o
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vector da reflexdo deslizante v € paralelo ao seu eixo g. Daf concluimos que os vectores w e v sdo

paralelos. Pelas proposi¢des 7.1 e 9.2, segue-se que
T o O(y,g) = Tw o Ty © 2ig = Ty Ty © g = Ty o 2ig © Ty = O(y.) © T

que demonstra a proposicao.

Proposicao 9.4. A reflexdo numa recta pode ser considerada como um caso particular de uma

reflexdo deslizante de vector nulo.

Demonstracao. E imediato que se considerarmos o vector nulo como vector da reflexdo deslizan-

te, temos
8(0’g) = Too Zg =10 Zg = Zg
Proposicao 9.5. A reflexdo deslizante é;v, ¢) hdo tem pontos invariantes se v Z 0.

Demonstracao. Tendo a reflexdo deslizante o vector diferente do vector nulo, a translagdo que a
compde também possui vector ndo nulo e tendo em conta a proposicdo 6.4, verificamos que nio hd

pontos invariantes. Assim, a reflexdo deslizante ndo possui pontos invariantes. .

Proposicao 9.6. O ponto médio do segmento cujos extremos sdo um ponto qualquer do plano e a

sua respectiva imagem pela reflexdo deslizante, pertence ao eixo da reflexdo deslizante.

Demonstracao. Sem perda da generalidade, consideraremos o eixo g da reflexdo deslizante S(V,g)
passando pela origem do referencial e o vector v na mesma direc¢do da recta g. Nestas condicoes, v
tem por coordenadas cartesianas ( p cos¢, p senq) € a recta g tem por coordenadas homogéneas

[ senax : —cosa: 0].
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Seja P um ponto qualquer do plano euclidiano de coordenadas cartesianas ( pi, pz2)-
A matriz de transformagao homogénea associada a esta isometria é

cos2a sen2a  pcosa
sen2¢x —cos2a  psenc |.
0 0 1

As coordenadas cartesianas de P’, imagem do ponto P pela isometria 5(V,g), sao
(p cosa+ p; cos2a+ py sen2a, p seno— p2 cos2a+ p; sen2q).
Ao calcular as coordenadas cartesianas (n;, n;) do ponto N, ponto médio do segmento [PP’]

temos,

1
n = E,z)cos0!+p1 cos’ +p, cos senax

1
n,=—psenax+p, sen2a+p1 CoS & senx

onde verificamos que N pertence ao eixo g, pois

1 2
E,OCOSQ-FP1 CoS™ @ +p, CoOsu senwx

1 2 _
[senax —cosa O] 5psen0(+p2 sen“a +p, cosa senx |=0. .
1

Proposicao 9.7. O quadrado de uma reflexdo deslizante é uma translagdo distinta da identidade.
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Demonstracao. Consideremos, sem perda de generalidade, a reflexdo deslizante 5(V,g), com o

eixo g passando pela origem do referencial e vector v = (p cos¢, p sen), € a sua respectiva matriz de

transformac¢do homogénea associada

cos2a sen2¢x  pcos«
Dy =|sen2a —cos2a pseno

0 0 1
Ao calcular DZ, obtemos a matriz
1 0 2pcosex
0 1 2psenc
0 0 1

que estd associada a uma translacdo de vector, em coordenadas cartesianas, ( 2 p cos, 2 p sena) e

que corresponde ao dobro do vector da reflexao deslizante considerada. .

Proposicao 9.8. Uma reflexdo deslizante deixa invariante exactamente uma recta, que € o seu

eixo.

Demonstracao. Tendo a reflexdo deslizante o vector diferente do vector nulo e na direccao do

seu eixo, segue-se, pela proposi¢do 6.5, que esta isometria deixa invariante o seu eixo. -

100



CAPITULO 10 - TEOREMAS GERAIS E CONCLUSOES

Teorema da Reducdo no Feixe 10.1. Se trés rectas f, g e h pertencem a um feixe de rectas &, a

composta das trés reflexoes em recta, 2} Z;, o 2, , €igual a uma reflexdo numa recta do feixe, isto é,

existe uma recta m € &, tal que, Z} 0 Z;, o Xy = 2.

Demonstracao. Consideremos, primeiramente, um feixe de rectas paralelas. Sejam as rectas f, g e

h pertencentes a este feixe, entdo terdo como coordenadas homogéneas:

f=la:b:cl,g=la:b:d]l e h=[a:b:e],comc,d, e e R, distintos entre si.

A cada reflex@o numa destas rectas, associamos a respectiva matriz de transformacao homogénea,

b*—a* —2ab -2ac b —a® —2ab —2ad |
a’+b> a*+b* a*+b? a’+b> a*+b* a*+b?
—2ab a’-b> —2bc g | —2ab a’—b>  —2bd .
at+b> aA+b* a+br | F a’+b* a*+b* a*+b?
0 0 1 | | 0 0 1 ]
(b —a®  —2ab —2ae |
a’+b* a*+b* a*+b?
g, = —2ab a’—-b* —2be
! a*+b* a*+b> a’+b?
i 0 0 1 |
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Ao calcular o produto Sy S, S;, obtemos a matriz

B —a® —2ab -2a(c—d+e)]
a’+b> a*+b’ a’+b’
—2ab a*-b* -2b(c—d+e)
a+b* at+b? a’+b*

| 0 0 1 i

associada a reflex@o na recta cujas coordenadas homogéneas sdo [ a : b : ¢ —d + €] , e consequente-

mente pertence ao mesmo feixe de rectas paralelas. ()

Consideremos agora um feixe de rectas concorrentes num dado ponto. Sem perda de generalida-
de, consideremos o ponto como sendo a origem do referencial. As rectas f, g e h pertencentes a este

feixe tem por coordenadas homogéneas:

f=[sena:—cosa: 0], g =[senf: —cosf : 0] e h=[seny:—cosy: 0], com os angulos &, fe ¥

diferentes entre si.

A cada reflexao numa destas rectas, associamos a respectiva matriz de transforma¢cao homogénea,

cos2a  sen2a 0 cos2f  sen2ff 0 cos2y sen2y O
St=|sen2oc —cos2a 0|,Sg=|sen2ff —cos2ff 0|eSyp=|sen2y —cos2y O0].
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ao calcular o produto Sy S, S; , obtemos a matriz

cos2(a+p+y) sen2(a+p+y) O
sen2(a+fB+y) —cos2(ax+p+y) O
0 0 1
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associada a reflexdo na recta cujas coordenadas homogéneas sdo [sen(o4+)) : — cos(o4f+) : 0] e,
consequentemente, pertence ao mesmo feixe de rectas concorrentes na origem do referencial, o ponto

O de coordenadas cartesianas (0,0). (i1)

Pelos dois resultados, (i) e (ii), fica demonstrado o teorema.

Consideremos agora trés rectas quaisquer, ndo pertencentes ao mesmo feixe. Sem perda de gene-
ralidade, sejam f, g e h trés rectas, tais que a recta f coincidente com o eixo Ox, a recta g passando
pela origem do referencial e formando um angulo o com o eixo Ox, um ponto desta recta, G, de coor-

denadas cartesianas ( p cose, p sen@) e uma recta h passando pelo ponto G e formando um angulo 3

com o eixo Ox. Seja também Q =X« X, 0 2.

Nestas condi¢des as coordenadas homogéneas das rectas sdo, respectivamente, [ 0 : —1 : 0],

[ sena: —cosar: 0] e [ senf: —cosf: p sen(o~p)]. Se considerarmos o ponto {F} =f Nk, este tem

—sen(a— ff) 0
senf )

por coordenadas cartesianas, (

As respectivas matrizes de transformag¢do homogénea associadas as reflexdes em recta 2, 2, e

>, sdo,

1 0 O cos2a¢ sen2or 0O
Sp=10 -1 0],Sg=|sen2a¢ —cos2ax 0] e
0 0 1 0 0 1

cos2f sen2f8 -2 psenasen(ax— f)
Sp=|sen2ff —cos2f 2 pcosasen(a—[f)
0 0 1
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Ao calcular a matriz de transformagdo homogénea associada a {2 temos

cos2(a—pfB) —sen2(a—pf) -2 psenasen(a—pf)
St Sg Sp=|—-sen2(ax—f) —cos2(x—pf) 2 pcosasen(a—p3)
0 0 1

Verifiquemos que esta matriz de transformagcao homogénea estd associada a uma reflexao desli-

zante.

Dada a isometria 2, - Zg o Zf, consideremos uma recta r, perpendicular a recta f e pertencente ao

feixe de rectas pelo ponto G. Nestas condic¢oes, a recta r tem por equacdo X = p COS

Como a recta r pertencem ao feixe pelo ponto G no qual passam também as rectas % e g, entdo,

pelo Teorema da Redugdo no Feixe 10.1, X0 2,0 X, = X

Encontremos a matriz de transformacdo homogénea associada a reflexdo na recta s. Para tal con-

sideremos a matriz de transformagdo homogénea associada a X,,

-1 0 2pcos
S, =10 1 0
0 O 1

entao

—cos2(a—pf) sen2(a—p) p (cosa+cos(3ax—203))
Ss=1| sen2(a—f) cos2(ax—pf) p (senax—sen(3ax—2p)) |.
0 0 1

Por sua vez, temos
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Q=%,%.%
=20 oo lgo Xy
5 Y05 JT0 0 8 ¥
= (o o X))o Xpe Xy

=2 o X0 Xy
em que a recta r € perpendicular a recta f e a recta s, pertence ao feixe das rectas i, ger.

Agora, consideremos uma recta ¢, perpendicular a recta s e pertencente ao feixe das rectas que

contém as rectas r e f.

Primeiramente, encontremos o ponto {R} = f M r, o ponto R tem por coordenadas cartesianas

(p cosa, 0) e arecta s tem por coordenadas homogéneas [ cos(o=pf) : — sen(a-p) : —p cosQo-p)].
Assim, a recta ¢ tem por coordenadas homogéneas
[ sen(a~p) : cos(a~P) : — p cosasen(o=p)].

Como a recta ¢ pertence ao feixe de rectas concorrentes no ponto R, pelo qual passam também as

rectas f e r, entdo, pelo Teorema da Redugédo no Feixe 10.1, 2,0 X, 2= 2.,

Encontremos a matriz de transformacdo homogénea associada a reflexdo na recta w. Para tal con-

sideremos a matriz de transformagdo homogénea associada a X,
cos2(f—-a) sen2(f-ca) p(cosa—cosacos(2(f—a)))

S;= |sen2(f—a) —cos2(f-) p cosa sen(2(f— o))
0 0 1
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entao

—cos2(a-p) sen2(x—pfB) 2 pcosacos’(a—pf)
Sw= | sen2(ax—pf) cos2(—a+pf) pcosasenQ(—a+ f)) |.
0 0 1

Por sua vez, temos

em que a recta ¢ € perpendicular a recta s e a recta w pertence ao feixe das rectas ¢, r e f.

Agora estamos com a composicao de trés rectas nas condigdes iniciais apresentadas no capitulo 9
e resultando a mesma isometria, ou seja, uma reflexao deslizante de eixo ¢ e de vector correspondendo

ao dobro do vector entre as rectas paralelas, w e s.
Assim, a matriz de transformacdo homogénea associada a {2 = S(V,,) € o produto
cos2(a—pf) —sen2(a—pf) -2 psenasen(a—pf)
Ss S; Sy=|—sen2(x—p) —cos2(ax—pf) 2pcosasen(a—p) |,

0 0 1

evidentemente, o mesmo obtido pelo produto Sy S, S
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Para calcularmos o vector v, primeiramente encontremos as coordenadas homogéneas do ponto

{T} =s M1, através das respectivas coordenadas homogéneas das rectas s e f, em que
s = [cos(o=P) : —sen(a=p) : — p cosRQo=p)] e t = [sen(a=p) : cos(o=P) : — p cosasen(o—p)].

Assim,

cos(¢—f) —pcosasen(a—pf) —pcosasen(a— ) sen(a—f3)

—sen(a— f3) —pcosQa— ) ‘ o ‘ —pcosQa— ) cos(a— f3)

cos(¢—f) —sen(ax—p)
sen(a—f) cos(a—p) |

Dai, T = (p cosa—%p senar sen(2(a— fB)): p senax sen” (a— B): lj

Assim, v = 2RT =(—p sena sen(2(ax— f3)) , 2 p sencx senz(a—,B)).

Considerando os resultados anteriormente obtidos, podemos enunciar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 10.2. A composta de trés reflexées em recta € uma reflexdo deslizante de vector ndo

I’lbth, se e somente se, as rectas ndo pertencem ao mesmofeixe. O
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Teorema da Reducdo Geral.10.3. Todo a composta de quatro reflexdes em rectas € igual a com-
posta de duas reflexdes em rectas, isto é, Q2 = 2po 2y 20 2, e entdo existem duas rectas a e b,

tais que 2 =2, 2,
Demonstracao. Consideremos as rectas f, g, h e m de equagdes
f:—senax +cosay + (fi sena— f; cosa) =0

g:-senfBx +cosfy+ (gisenff— gy cosf) =0
h:—senyx +cosyy + (h;seny—h; cosp) =0
m:—senox + cosoy + (m; send— m; cosd) =0

e as respectivas matrizes de transformacdo homogénea associadas

cos2a  sen2a  f,(1-cos2a)—1f,sen2c
Sp=|sen2c¢ —cos2a —fsen2a+1,(1+cos2a) |,
0 0 1

cos2f sen2f g, (1—cos2f3)—g,sen2f3
Se=|sen2f —cos2f3 —gisen2f+g,(1+cos2p) |,
0 0 1

[cos2y sen2y  h,(1-cos2y)—h,sen2y
Sp=|sen2y —cos2y —h;sen2y+h,(1+cos2y)|e
0 0 1

[cos20 sen2d  m,(1—-cos2d)—m,sen2d
Snw=|sen2d —cos20 —m;sen2d+m,(1+cos20)
0 0 1
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Ao calcular o produto S¢ S, S, S, que corresponde a matriz de transformac¢do homogénea asso-

ciada a isometria €2, obtemos

cos2(a—f+y—-90) —sen2(ax—PB+y—0) j
sen2(ax—p+y—-0) cos2(ax—pf+y-0) k
0 0 1

com j = f; + (g1—f1)cos2 e+ (hy—g1)cos2(c—) + (mi— hy)cos2(o=L+7) — m) cos2(o=L+ -0+
+ (g2 —F)sen2ar+ (g2 — hy)sen2(o=L) + (s — hy)sen2(o—L+7) — my sen2( oL+ -0)

ek =D+ (22 —F2)cos2a + (hy—22)c0s2(—P) + (Ma—ha)cos2(o-S+7) — my cos2(o-B+ ) +
+ (gi—f1)sen2a + (g1—hy)sen2(o~p) + (m—hy)sen2(o~L£+) — m; sen2(o~L+y-9).

Verificamos que esta matriz de transformacdo homogénea estd associada a uma translacdo se

a— B+ y— 6=0° ou esta associada a uma rotacdo se oa— S+ y— 0% 0°.
B+y ¢ 4

Quer seja uma translacdo, quer seja uma rotacdo, pelas proposicoes 6.2 e 7.2, estas podem ser

representadas pela composta de duas reflexdes em rectas, o que demonstra o pretendido. .
Como consequéncia dos teoremas anteriores, podemos enunciar a seguinte proposi¢ao
Proposicao 10.4.

(a) Todo a composta de um niimero par de reflexoes em rectas € igual a uma composta de duas

reflexbes em rectas.

(b) Todo a composta de um niimero impar de reflexoes em rectas € igual a uma composta de trés

reflexoes em rectas. O
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Muitas mais proposi¢ées podem ser apresentadas, pois € um caminho muito interessante de ser
desvendado. Deixamos aqui o desafio para quem o quiser seguir, deixando o plano e indo a explora-

¢ao do espaco.
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P
A, B, ..

f, gh, ..
V, W, ...
vl

lal

a, B,..
(x:y:2)

[a:b:c]

R 0,0

relacdo de equivaléncia
Pontos do Plano Euclidiano
pontos

rectas

vectores

norma do vector v

mddulo de um nimero real a
angulos
coordenadas homogéneas de um
ponto

coordenadas homogéneas de uma
recta

transformacdo geométrica

matriz de transformacdo homogénea
associada a uma transformagdo geo-
métrica

transformacdo identidade

matriz identidade de ordem 3
isometria

translacdo de vector v

matriz de transformacdo homogénea
associada a translacdo

rotacdo de Aangulo com amplitude
igual a o0 e no sentido anti-hordrio
em torno do referencial cartesiano
matriz de transformacdo homogénea
associada a rotacdo de angulo com
amplitude igual a o e no sentido
anti-hordrio em torno do referencial
cartesiano

rotacdo de angulo com amplitude
igual a a no sentido anti-hordrio em
torno de um ponto qualquer do plano
euclidiano
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R F,o

SOX

Soy

Zo

Mo

Zp

Mg

8(V )

D(V.r)

matriz de transformacdo homogénea
associada a rotacdo de angulo com
amplitude igual a o no sentido anti-
hordrio em torno de um ponto qual-
quer do plano euclidiano

reflexdo na recta r

matriz de transformacdo homogénea
associada a reflexdo na recta r

matriz de transformacdo homogénea
associada a reflex@o no eixo Ox
matriz de transformacdo homogénea
associada a reflexao no eixo Oy
matriz de transformacdo homogénea
associada a reflexdo na bissectriz
dos quadrantes fmpares

matriz de transformacdo homogénea
associada a reflexdo na bissectriz
dos quadrantes pares

meia-volta em torno da origem do
referencial

matriz de transformacdo homogénea
associada a meia-volta em torno da
origem do referencial

meia-volta em torno de um ponto
qualquer do plano euclidiano

matriz de transformacdo homogénea
associada a meia-volta em torno de
um ponto qualquer do plano eucli-
diano

reflexdo deslizante de vector v e
eixo r

matriz de transformacdo homogénea
associada a reflexdo deslizante de

vector v € eixo r
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